Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogXt  "watermark"  you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  and  hclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  rcach  ncw  audicnccs.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


>  • 


V 


»V      \ 


l^i^ 


cS.     V 


H\, 


■*  C  ll  1  Y 


der 


HathieanLatIk  mid  Pliyidk 


n&it   besonderer  Rücksicht 

mmt  Ole   IBedttrOiisse  der  Iielirer  an 
lim&erD  ITnterrlclitsanstalteii. 


JoHann  Anmßti  whmerti 


Professor  iiT-CiJfbtyalii. 


Dreuehnter  Theil« 

/  ^  ^  .  -/ 

Stil  tieben  liChogniphirCeD  Tafeln. 


Oreiftwald. 

C  A   Koch's  Separat -CoBta. 

184». 


.;i 


-  I  ..    - 


i  '      I 


'\  .1 


IkhaltBverzeicIiniss  des  dreizelmten  Thefls, 


.    .   •   ,      ■ ■  «I  ■  ■  I » 

.    .  Arithmetik. 

Heft.    Seit«. 

L    Theorie  der  IHbdidfirr  (ellij^tii^lien)  Fonktio- 

MVL  (F«rUetwir^!W4«iEMi«M*  «lU  Ui^  in 
TM.  XI.  S.  .395.1»-  Voa.  >lei»  Bgnu  Deeter  J. 
D  i  e  n  ^  e  r ,  Lehrer  '4er,  Mathematik  und  Ph jtik 
m  der  höheren  Bargenchole  sp'  Sinsheim 
bei  Heidelberg  •«.••..'.•..•.    I.  1 

IL  Vcmerkongen  ober  Inhalt  und  Behandiangeweiee 
der  Differenzen-  and  Snramenrechnang  mit 
B&aceicht  auf  die  Schrift  ,,Theorie  der  Diffe- 
rcnen  nnd  Summen,  ein  Lehrbach  Ton  Dr.  O» 
Sdilemilch ,  aoeeerevd.  Pro^  ■.  d.  Unir.  Jena. 
Balle  bei  Schmidt  1848."  841  S.  Fr.  9  fl. 
24  kr.  Von  dem  Hm.  Hofrath  L.  Oettinger 
sn  Freibnrga.  B L  36 

IV.  lieber  dae  Ratieaalaadien  tmi  Biennera  imtt 
nnbeetimmt  vielen  imtionalea  Qliedeni.  Vom 
dem  Herrn  Dr.  E.  W.  Grobe»  Gymnasial- 
lehrer sn   Cas^el I.  68 

%in.  Beitnm  nofSTheorÜB  der  qaadralSscIien  Formen. 
Von  dem  Herrn  Dootor  F«  Avmdty'.Iielurte 
am  Gymnasium  sn  Stralsnad      •    •    •    •    w    L  106 

IVI.    Meto  ser  VtM^gwalo  d<ini6 

/  */(t— 8rCosa7<|-r*).Cotiix8^. 

o 

Par  Mcodiear   D.  Biereno  de  Haan,  Doe- 

tonr  ^s  scienoes^  DeYenter IL  193 


n 

Nr.  der 
AbhandluDg.  Heft    Seite. 

XVnL    Arithmetieche  Sätie.     Von  Herrn  ProfeMor  C. 

A.  Bretechneider  zu  Gotha IL  223 

X\V.  Ueber  die  Besttinniiuig  Ton  J(")  ^{m)  unter  einer 
'bettimmten  VoraaMetznng.  Beweit  dee  Satsea, 
da«! 

Von    dem    Herrn  Or.  J.  Di  enger,    Vorstand 

der  höhern  Bärgerschnle  suEttenheim  •    •    Hl.        281 

XXVI.  Ableitang  einiger  bettimmten  Doppelintegraie« 
Von  dem  Herrn  Dr.  J.  Di  enger,  Vorttand 
der  hohem  Burgertchnle  an  £ttonheim  •     .    HI.        286 

XXXU.    Zur  Abhandlung  VII.  in  Theil  XII.  S.  93.    Von 

dem  Herrn  Dr.  J.  Dienger,  Vorttand  der  hö- 

I*     liern  Burirersckule  au  ]Stte»heim     .    •    v  • 

XXXII.  Schreiben  det  Herrn  Doctor  Thomas  Clan- 
ten,  Obserrator  an  der  Sternwarte  za  Dor- 
pat,   an  den  Herautgeber III.         334 

XXXIX.  Direktei  Verfahren  zum  Rationalmachen  der 
Gleichungen.  Von  Herrn  H.  Scheffler,  Bao- 
condulctenr  bei  ,den  Herzoglich  Brauntchweigi- 
sehen  £isenbalRM>h^ztt  ^raunschweig      .    •    IV.         389 

XLI.     Ueber    die    Autdrncice,    welche    für    Wurzeln  ^    ^ 

^  ^:_        j         höherer  Grade  mit  •.  .  s.  •• 

■analog  sind.  '\4m  dem Hehrn- Dr<^ B.  -W.  Gr e-b e , 
6ytiikia#ialii0hver  «nt'Catselr;    .    i    «    .'«    .    IV.         400 

XLIII.  )((buoire  tur'  la  th^orie  det  formet  quadräti- 
qties.  t^ar  'Monsieur  F.  Arndt,  Decteur^  an 
Philosophie  &  Sir alsbnd    .    .    :    .    .    ...    IV.        4t0 


m.         833 

.  i 


•Gtomctrie. 


1.« 


•  j      &  > 


III.    De    ellipsi'  idinihia  dato    quadranguld   circuWi- 

«otipta«    QoaflaiTit  Fra:ntti«etea   S^e.^dewits    !•  54 

«  • 

X.    "Blit  welcher  Genau igVeii  tasten' sich  die  Läiige 

eines   kleinen  Kreisbogens ,'  seift  Sinus  und  seine 

Tangente    einander  gleich  stellen?    Untersucht 

.vonWrnDff.Wilh.Uatska^,  k.  k.  ProfoseMr    .• 

>dvt  Biath^nsailk  nfad'iarakt.  Geometrie  an.di^r 

J     jstand.  techn.  Lehranstalt  za    Prag    •.    •    .    .    II.  138 

XIV.  Vom  Maximum  und  Hiairatm,  dem  «loe  ader  /y 
zwei  Gerad«  unterworfen  sind,  welche  Ton  1 
oder  2  gegebenen  Punkten  aa  einen  gesuchten, 
in  einer  Curre  gelegenen,  Punkt  gehen,  Punkte 
und  Curre  in  derselben  Ebene  gedacht.  Von 
Harm  Brennei;,  Lehrer  zuTaltliagen  im 
Königreich  Wurtenberg^ 11.  16T 


m 

M.  kl 
Mteih^  Heft'    MU; 

IT.  IM«  dS»   Adurilflhkeit  «fer  Curwm  nad  U^     . 
fv.    Vmi  Honni  Brean^r»  ii^rar  lo  Ttttt-^ 
ÜB^e»    ioi  lÜnagmqli  WürlQn^ry      ...    II.  182 

Hl  Ueber  NoriDBl  - Corren  tind  Konbiil -Fliehen. 
YoniHerm  B««iiDer,  Mirer  sttTnktling«ii 
Mi  Königreick  Wörtembufg  :, •.    III.        225 

XL  Üeber  i^emlsclite  Cortrtfiäftteit.  '¥on  fhrtp^ 
Brenner,  Lehrer  ra  Tirt Hingen  in Kdiiig- 
reicii  Wärlenilierg' •    «    «    .    •    .    »    •  .^    «    •;   III«        244 

niL  Bleoient^re  DarttelUiiig '  der  Vichtiesten  Eigen* 
schafum  der  gemeioen  Cjclorde,  (Rectificdtiotr 
end  Qnadrätor  derselben.)  Ton  Herrn  Pnofe*« 
•or  Dr.  Schals  Ton  Straeznitski  «fti  1.  k; 
poiyi^ihuMhen  Inelitol  an  Wiej» -   •:    III.        272 

Iini.  Ccbet  die  Trantformatlon  techtwinbliger  Coor-^ 
dtoaien  Im  Raame.  Von  Herrn. ft.  Wolf,  Leh- 
rer der  Mathematik  zn  B  e  rn   '  .    •    •    .    .    .    m.        274 

•         ♦  •  •  •  . 

niT,  Udier  dje  BelatiOB.xvischeo  den  nenn  Co«t-» 
BQ«^  durch  velche  die  ^gegenseitige  Lage 
sweier  recht vinkliger  Coordinatenj-Sjsteme^  be- 
stimoit  wird»  Von  Herrn  t«.  Schlaf  11,  Privat- 
doGeoten   der  Maihematik  zu  Bern     •     •    .     .    III.        276 

W%,    Ueber    eine    geometrische   Aufgabe.    Von  deui 

B^ezAuageber *,  .  '•  ,.    •    lU.        304 

niDL  Beweia  des  Satzees  Sind  die  Llnieii,  welelM 
an*  zwei  Dreieckswinkeln  auf  die  Gregenseiten 
gezoeen  sind,  und  diese  Dreieckswinkel  in 
gleichen  Verliältnissen  theilen,  einander  bleich, 
so  ist  das  Dreieck  gleichschenlclig ,  und  zwar 
sind  die  erwähnten  Uegenseiten  einander  gleich. 
Von  Herrn  Theodor  Lange,  Stadirenden 
4ßr  Mfitheniatik  zn  Berlin IV.         337 

ftichachrift  dc9  Herausgebers    .    .     .    .    ,    IV.         841 

niF.  Beber  Thmtrertalen  im  Dreieck  nnd  den  Ihnen 
nigeordneteii  Punkt.  Von  dem  Herrn  Dr*  J»  B« 
Eojmnn^  Gymnasiallehrer  zu  Co b lenz  .     •    JV.        364 

Ilin,   Entwiiikeluog    der  Gleichung    der   Loxodrome 
auf  dem  'durcfc  Drehung  der  Parabel  um  ihre 
anaaeite  Aire  entstehenden'  Botetionspamboloid«     . 
Von  deai  Herrn  Dr.  J.  R*  Boy  mann,.  Qymi* 
■asiBllelirer' z«  Co b lenz    •    •• 4    IV.        375 

^^^ni,  Oeber  parallele  Transversalen  im  Dreieck, 
welche  tou  den  Dreiecksseiten  nach  demselben 
Verhältniss  geschnitten  werden.  Von  dem  Herrn 
Dr.  J.  B.  Boyra'äb)  GP^ntoasiallehrer  zu  Co- 
blenz IV.         378 

^UVllI.  üeber  die  Theiinng  eines  ebenen  Dreiecke 
durch  zwei  sich  innerhalb  desselben  schnei- 
dende gerade  Linien  in  vier  gleiche  Flächen- 
stneke.  Von  dem  Herrn  Dr.  £.  W.  Grebe, 
Gynnatialleheer  <  in  Cnnael    . IV.        385 


IV 

Nr.  der 
Akhafidiiii^.  Heft.  ' 

XL.  HHlioii«  uoi  d}e  Lange  eise«  KrMbfgkmä 
«mmlienid  dorcli  €oo6lr«ctioo  eiuer  Ganiden.  wt^ 
finden.  Von  Üenm  J.  J.  A Strand,  PrWntlehret 
der  HUthenintlk  sn  Gothenborgin  Schweden    IV«  39i 

XLII.  Fittdnng  der  Haaptaxen  aat  swei  coejngirten 
Bnrchmeisem.  Von  Henrn  M.  H*  Meyer»  Lehn 
rer  an  der  nechaniechen  Baugeweilcenicliale  i« 
Freiberg .,    .    IV.  40< 

XLIV.  Geometrieche  Nähemnetaiethode  «nr  Rektifi-^ 
kation  nad  Qnadratarde«  Kreiae«.  Von  Herrn 
H.  Scbeffler,  Baacendnktear  bei  den  Her- 
lEoglick  Bramwchw.  Euenbahoen  m  Braun- 
•  chweig  .    .     .     ,    . ..,.    IV.  419 

>  XLVI.  Ueber  die  Siempolygone  «nl  Stompoljedeiv 
nacb  Poineui.  (Frei  ane  den  NouTelies  Annale« 
Ton  Terquem;  F^Trier  et  ATrUl849).  Von  dem 
Herrn  Dr.  J.  D lenger,  Vorstand  der  bdliem 
Burgertcbnle   m  fittenbeim '    IV.  434 

"  *  • 

XL VII.    Ueber  den  Inbalt  (siner  ^ewtssen  Art  Yon  K6r^ 

ßem,    die  Tielieidbt  bei  der  nfthernngrweieen 
»estimroung  der  Scbiflkräntne  rbn  Nutzen  «ein 
können.    Von  dem   Heraus geber      ....    TV*         443 

XLVU.    Scbreiben  des  Herrn  Franz  Dietzel,  Leb^er 
an     der    Königlichen    Bangewerkenschule    zu 
'    Zittau,  an  den* Herausgeber,  den  Inhalt  der 
abgekürzten  Fjrralnide  betreffend    •    •    .    .    ;    IV.         447 


Trigonometrie. 

V.  Betcaohtaag  zweier  besonderen  Arten  ron  Glei-' 
cbungen,  und .  ibre  Anwendung  zar  Herleitnn^ 
der  Hauptgleich  angen  der  ebenen  X^igenome* 
trie.  Von  Herrn  Dr.  Wilb.  Matzka,  l^rtff. 
der  Mathematik  zu  Tarne  w  in  GaUziea-  .    *    I.    ^         73 

VI.  Zwei  bemerkenswerth  einfische  Herleitungen 
der  Hauptgleicfanngen  der  sphiriochen  Trigono- 
metrie. Von  Herrn  Dr.  VITilh.  Matzka,  :Pro- 
festor  der  ttatbematik  zu  Tarnow  in  Galizien    I.  88 

XH.  Ddmonstratien  diee  formales  de  Mr.  Cbwas 
dane  la  Trigonometrie  sphdriqne.  Fnr  Man-* 
sieur  Arndt,  Doctenr en  Philoeo^ie  äSivaW 
sund IL  159 


Geodäsie. 

VII.  Ueber  die  mittlere  Entfernung  des  Aokers  vom 
ffofe ,  in  Bezug  auf  «Anwendung.  Von  dem 
Feldmesser  Herrn  C.  Wasmund  zu  Stral-, 
sund     .    .    .    ; ,.•..•    I.  96 

■  •  • 

Nacbschrift  des  Herane^ehera    .<....!.  98 


Sir.  «er 


Jlflftk    Satte. 

IX.  BeraduMmg  der  Fehler  der  Horisootalwinkel  bei 
geneigter  Ebeoe  de«  MeMtUehe«  oder  de«  Ho- 
riBootelkreues  am  Winkelneeier,  Von  Herrn  Dr« 
Wilfa.  MBtska;'1r.  k.  Profeteör  der  Matbenia- 
tik  und  prakC  C^eometrie  an  der  stand,  teehn. 
Leliran«uat  an  Pjrag  <  «    •   v..  •    »    •    .    •    .    11.  119 

Un.  fin  W0fft  für  dier  IknwAMfm'ecliea  Meaa- 
iaatnuoeBle  de«  OsiereBi  B»rfa«i  vmi  Sohaeiüfr 
gegcmöber.  Von. dem  |I<!rrn  Dr.  An^^i^st  Wie- 
gaad,  Oberlehrer  an  der  Realsdinle  zu  Halle    II.  102 

UUf •  Deber  du  Rackw&rteeinschneiden  mit  dem  MeM- 
tieche  oder  das  Problem  der  ^rei  Punkte.  Von 
fem  Heratttgeber      •  'V  IV.        346 


M^chaAi.k. 

XXL  Uebcr  die  Rotation  einet  Korper«,  der  nnr  in 
dnem,  mit  dei"foen  Rotationsftif«  unabftnderiidi 
▼erbondenen,  aber  ansserhttlb  derselben  gele- 
genen Punkte,  gehalten  wird.  Von  Herrn  Bren- 
aer,  Lehrer  an  Tnttlingen  im  Königreich 
VITürtemberg HI.         260 


Astronomie. 

XL  Popol&re  Vorleenngen  aber  wiesenechaftliche 
Gecenetande  Ton  F.  W«  Betsei.  Nach  dem 
Tode  det  Verlassers  herausgegeben  Ton  H.  C. 
Seh  am  ach  er.  Hamburg.  Perthes,  Besser  St 
Hanke.  1B48.  Von  dem  Herrn,  ftr.  P.  Woli- 
fsre,  astreaomidokem  Radhaer  Im  der  König- 
lichen Sternwarte  an  Berlin IL  143 


Physik. 

# 

XXVn.  Uebeff  den  Heber.  Von  dem  Herrn  Dr.  J. 
Di  eng  er,  Vorstand  der  liohem  Bnrgerschole 
an  Ettenheim HI.        897 

XXTm,  Ueber  eine  durch  aerstreutes  Licht  bewirkte 
laterferenxerscfaeinnng.  Von  Herrn  L.  Schlaf  li, 
PriTatdocenten  der  Buthematik  an  Bern    •    •    HL        299 

IXX.  Theorie  det  Condensatort.  Von  Herrn  A.  W  e  i  1 1 , 
Lehrer  der  Mathematik,  Physik  und  Chemie 
an  der  Koniglidiea  Landwirthschaft-  und  Ge- 
werbechnle  L  Klasse  zu  Fnrth  in  Mittelfranken    III.        S16 

WT.  Ueber  die  Bewegung  eines  galvanischen  Drah- 
tes unter  dem  Kinnuss  des  Erdmagnetismus«  — 
Reduktion  einiger  Integrale  auf  elliptische 
Funktionen.  Von  dem  Ham  Dr.  J.  Dienger, 
'^dlit«  derlidhem  Bürgerachnle  an  Ettenheim    IV.        424 


*>.  -x 


VI 

Nr.  der 
AUmndlDii^.  iMt;^    Seiti 


•  • 


1. .         ••        i  I 
-1* 


Uebongs- Aufgaben  fnr 'ScHuler. 

Wit.    Zwei  geonetrbehe»  Aofgibeh  • .  ••>«.••••    •-  .    II. 

XXXI.    Aufgaben  Ton  dem  Hetm  0«ietof  J.  Diente r,   .• 
Ybritaud  der  hohem  BÜfgeMclittle  *  istt  E'tt^eii- 
heim    ...............    III.         33S 


Deutsche  Maasse^    MuDzeaa  und 
Gewichte. 

(Haben    far    sieh*  fortfaiifeirie   Nnmaem  and 

Seitenzahlen«) 

V.  lieber.  denUchef  Ittunz-,  M^aM-,-  nnd  Ge- 
wiphU-We«ejB^.  Veo  dem  Herrn  Profoetor  Dr. 
Gerling   an  der lUaiT^riUftt  xn  Marburg     .    I.  51 


k     • 


Literarische  Berichte*). 


XLIX.    ' I.  679 

L U.  689 

LI,     •.....*-.....;.♦•.  HI.  TOI 

IjIIi     '•     .      •     ..»     •      •      t            #      «<.'»i  ,  •    :*     «     •  iv.  T17 

/  .     •    .  •  '  ...  •  .  I      •• 


•*    » 


*)    Ich  bemerke    hierbei,    dan   die  Literarischeo  BeHchte   mit  be- 
sonderen fortlnofenden  Seitenzahlen  verdehen  eind. 


..    1  .     '    ' 


I 


.U: 


i>  .    -1 


«•1        •   • 

•  ••       .  (•,..."'.  .   ! 


«  • 


Theorie    der  Modidar-   (eUlptisclieii) 

Funktionen. 

(Fortsetzuog  des  AnfsaiStes  Nr.  XL.  in  Tbl.  XI.  S.  395.) 

Ton  dem 

Herrn  Doctor   J.   Dienger, 

4m  Xalhcnnlik  lUid  Physik  an   der  kdkeien  Borgeraehplf  sa 

Sintheim  bei  Heidelberg. 


i.  14. 

Hit  nuai  zu  integriren 

/Sx p  dx 

M  moA  wieder  folgende  Fälle  zn  anterecheiden: 
L    Die  Gleichang 

9te)=0 
hat  fier  faBagioSre  Wurzeln.    In  diesem  Falle  setze  man 

9i(jr)=:(a +  26^  +  ca:*)(a' +26'Ar -fc'ar*), 

vorin  a»  6,  e»  g^  b'y  e'  reelle  Grossen  siod.  Damit  q>{x)  positiv 
•n,  da  W\p(x)  als  reell  vorausgesetzt  werden  muss,  mdssen 
die  GSrSseeB  a+ibx^cx^»  af+^b'x+t/x^  von  demselben  Vorsei- 
cftftt  sein.    L^st  man  die  Gleichungen 

a  +  2&«r+i»:>=0,  a' +26'j:  +  c'a:«=0; 
TheU  Uli  .1 


so  dürfen  sie  bloss  imagiDlire  Werthe  für  x  geben,  d.  h.  es  mus 

oder,  da  6^  und  V^  positiv  sind,  es  müssen  a,  c  dasselbe  Vor 
zeichen  haben,  eben  so  a',  c',  und  zugleich  muss 

sein.    Zugleich  ist 

also  müssen  a-^^^x-^-cx^  und  a>  folglich  auch  c,  dasselbe  Vor- 
zeichen haben,  und  eben  so  die  Grössen  a'  +  Wx  +  c'ar^,  a',  c'. 
D<a  aber  a^äAjr-fca?^  und  a'-f  36'ar-f  c'a^^^asseUio  V'^csM^hen 
(positiv  oder  negativ)  haben,  %o  haben  folglich  auch  a,  c,  a',  r' 
dasselbe  Vorzeicnen;  •ttigidicb  darf  jr  immer  nur  so  gewählt  wer- 
den, dass  die  Grössen  a-f-26a:+car*,  a!\Wx\c*x^  ^mmer  Inner- 
halb der  Gräuzen  der  Integration  dasselbe  Vorzeichen  haben,  wie 
a,  c,  a',  c'.  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  man  diese  letztern 
Grössen  immer  als  positiv  betrachten  kann,  da  ja 

und  wir  wollen  also  dies  annehmen  und  die  Grftnzen  der  Integra- 
tion darnach  bestimmen.    Setzen  wir  nun: 


2« 


so  findet  sich 


worin: 


Demnach 


Zc=  (ö  -  ft's«)«— (a— a'z«)  (c— c'z«) . 


6  +  cor—  (6'+c'.r)x«=±  VZ^- 


Da  aber 


(«'  +  26' JT + c'a:«)!^ —a^Ux\  cx\ 
ergiebt^ich: 

{ö'+c'x)i^+(a'  i^2b'x+&x^)z  ^:=b+cx 


'       < 


$ 


dt 


*+cr-<6'-fc'«)x«=(a'+2Ä'a;+c';r«)t/=±  Vz 


dx 


=w+w.,^^  <±v  ;^S^^) 


dx 


=  ±V9(*)|. 


Ik 


V?(^.S=V^. 


3a:' 


>•  t 


Smkt 


^dt 


J<^)-    J  V<p{x)    J    Vl^l  ^^2' 

und  ib  Z  Ton  der  Form  der  in  §•  13.  betrachteten  Ausdrücke  ist, 
80  kam  unsere  Aufgabe  als  gelost  angesehen  werden. 


IL  Die  GMchimg  ^(a)^zO  habe  zwei  reelle  und  zwei  ima- 
pabe  Wurzeln.  '  Die  beiden  reellen  Wurzeln  seien  ungleich,  n 
mi  «',  imd  zwar  sei  it>>t';  der  reielle  Faktor  des  zwdten  Gra- 
des wA  u+Us  +  cx^^  ivorln  aleo  aeyb'*  sein  muss.  Zneleich 
«ekt  man,  daas  a+2bar'{*ca:^,  a,  e  dasselbe  Vorzcftcben  fiaben 
mfissca,  das  man»  wie  oben,  immer  als  positiv  voraussetoeii  kann. 
fDokei  hat  man  wieder  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

_^  •  •  < 

II.  1.  Die  IntegrationsgrUnzen  seien  so  gewählt,  dass  o; immer 

K*  und  ft  sei,  zugleich  sei 


A 


dar 


Vtpix) 
für  x'=in'.    Alsdann  muss 

g)(j:)=(a?  — ii')(«-ar)(a+2Äar  +  cor*) 
Mb,  damit  ^(v)  positiv  sei.    Setzt  man 


^      a:— n' 
n — X 


w  bildet  sich  das  vorliegende   Integral   in  ein  anderes  von  der 
Vini  in  {•  13«  vm.    - 

D.  2.  Es  sei  xK^^  das  Integral  aber  wieder  Null  fBr  x=n'. 
b  iesem  Falle  muss 

^  (x) = («'—«)  (n— jr)  (a + 2A« + cx^ 


seiD.    Setzt  mao  hier 


n'  —x 


80  erhält  man  wieder  eine  Form  des  §.  13. 

II.  3.  Endlieh  sei  ar>it,  and  das  Integral  sei  Null  ffir  j;  =  9». 
Alsdann  ist 

9  (x)  =  {X'^n'){X'-n)  (a  +  26a:+ car*) , 

nnd  man  setze 

X — n 

um  die  verlangte  Umbildung  zu  erhalten« 

III.  Die  Gleichune  w{x)^^Q  habe  vier  reelle  Wurzeln  a^b^ 
c,  d,  welche  so  bescnaffen  seien,  dass  d>c>6>a.  Nun  ist 
entweder 


9>(ir)==(ar— «)(ar— A)(af— c){ar — d), 
oder 

9  ( x)  =s — (a?— «)  (x — 6)  (x^c)  (a?— ^ . 

Im  erstea  Falle  ist  q>(x)  nur  positiv,  wenn  x  zwischen  6  und  c 
oder  ausserhalb  der  Gränzen  von  a  und  d  liegt;  im  zweiten  dage- 
gen nur,  wenn  x  zwischen  a  und  b,  oder  c  und  d  liegt. 

IIL  1.  Sei 


9  (ar)=+  (ar— a)  (j>-6)  (o:— c)  (o:— rf) , 

und  zwar 

o)  die  lotegrationsgränzen  so  gew&hlt,  dass  ar  zwischen  6  und 
c  liege,  während  da"  *~^        '  ^^  "     -•  ^-  *     *-  ^" 

sem  Falle  setze  man 

X — b    a — b 


c  liege,  während  das  Integral  Null  sei  ßlr  ir=6.    In  die- 
F< 


2«= 


c — X    a 


ß)  X  ausserhalb  der  Gränzen  a  und  d,  und  das  Integral  sei 
Null  für  x=d.    Alsdann  setze  man 


2«  = 


X — d  c  —  a 


X'-a '  d — e-' 
m.  2.  Es  sei 


ff)  X  zwischen  a  und  6,   das  Integral  Null  filr  xz=a.    Man 
setze 


ß)    X  swischen    c  und  d,  das  lotegml  Null  fBr  x=c.    Man 


j a? — c    c — g 

"~rf — j:'  i2 — a' 


§.  15. 

Wie  in  $.  10.  kann  man  leicht  eine  Reihe  neuer  Formeln  ab- 
Mtea,  datt  nach  Art  des  §.  13.  angewandt  werden  kSnnen« 

Seist  man   nämlich 
werio  f(p)  eine  Modularfunktion  von  v  ist,  so  ergiebt  sich : 


Ist  also  s.  B. 

L  /'(o)=8n(o),  d.  h.  (sn9)*=dr,  so  ist: 


1  P*        dx 1    /*« dx^ 

2  J     snv.CBv .  dni?  "" 2  ^     V"«(l-ar)(l-iii^) ' 


II.  /*(«)= cnt;,  d«  h.  (cno)*=a?,  so  ist: 


^■"2j      V:r(l-a:)(m'«+TO*a:) 

HL  /'(o)=tn«,  d.  h.  (favy=x,  so  tet: 
_1   /»* Sx 

IV. /Xr)=cto«,  d.  b.  (ctne}*=d?,  so  ist: 

*~2y      Vara+x)(m"+*) 
V.  /(v)=  da«,  d.  h.  (dae)'s=«,  so  ist: 
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^~^J     V^x(l  —  x)(x—m'*)' 
VI.   f(v)z=ztsLng.l^amv),  d.  h.  (tang.nani9)*==j:,  so  ist 


dar 

V 


=/' 


o 


V  a:+2  (m'«— m«)a:a+x» ' 


^"-  At>)=^n/w'    x>  d.  h-7«7iMr-:;;v5=^*  »o  ist: 


8n(ilf-f>) '  "•  "•  (sn(üf-c)y 


«: 


1    /*  8ar 

2o/      V*(1-*)(|»*-:-J:)' 


VIII.  A»)= CD («—!?),  d.  h.  (cn(ilf-i>))«=ar,  so  ist: 

1    P*  dx 


=1/ 


o 
D.   8.   H*. 


Vm'«a*+  («••— m'«)jr*-m«ärä 


9.  16. 

Schreiten  wir  weiter    zu  lotegralformeb »    welche  Modular- 
funktioiieD  einscUlessen.    Die  einfachsten  sind  bigende: 

Man  hat  (§.  3.) 

d.amv      . 
^-j^^dnr. 


also  auch 


^^^5^^±^  =  dn(a+t,), 


dv 


folglich 


dn  (a  +  v)d9=z  am(a  +  r)-^ania , 
/    dn(a— v)d^^ania — 9n(a— r) . 


(1) 


Da 


amr==arc(stD=r8nv)=arc(co83:cno)  u.  s.  f., 


so  kann  man  in  diesen  Foimeln  die  zweiten  Glieder  auch  noch 
anders  ausdrücken,  wozu  übrigens  die  Formeln  in  §.  5.  auch  dienen. 

Setzt  man  hier  M — a  statt  a,  so  ergiebt  sich  (§.  6.): 

o 

.cna\  cii(«-|-e)\        ^ 

,  P'       9o  .        cn{a—v)\  . .       cn  a\ . 

-J  dir(ir:F)="«<^'p=dT(S^r);-"'^<«'"=sr^;' 


oder  auch: 


y     diKS+^)  =*'e(te»8=  -;^;-arc(tang=— ^-j  , 

o 

/Je ,.  c.tii(fi— r)\  .^  ct«i(a)\ 


u 


Setzt  man  in  (1)  statt  des  Modulus  m  den  Modulus  tH^  ($.  ISt.)- 
vnd  zugleich  ma,  mv  statt  a  und  v,  so  findet  sich: 

cn(a-f  t?)8D=arc  (tang==m  dn(a-fp)/     ^''^  ^**"^'     "*  dn i/  ^'^ 

Vertauscht  man  in  (3)  die  Moduln  m  und  m'y  Mtzt  ol,  t^£  stAtt 
a,  V,  so  findet  sich  (§.  II.): 

(4) 

/3r  Ir-      ,^  ni'fen(«  +  r)\         ,^  m'tsnaM 


—  ®ß'Y  vdn(a+t>)— iii'sn(a+t)  '  dn  a -f  m' sn  a/ ' 


Bekanntlich  ist 

■ 

«"'»PSY  1— <1     I         8.8n(Ji-~K)        .»«'«glitt 

3«         ~T=?'         au      """"SÄT' 

1 

Setzt  man  also  f=msn(^ — (a +<'))>  so  erhält  man: 

^.,  ^ /  l+m sn(Jf~ar^)       /* S< 

^+**^S\  l-i»isn(üf— n-r)  ~"J  I-iiia8n(üfr-a-ü)« 

dn«(a^■r)dn(jlf^o-r)^  =7  --msn(«  +  n)»r, 


8 

also 

(8) 


m 


«n(a+r)8r=logY  \^dna  -mcna  dii(af  i^)  -f  m€»(a+  r)/ 


Ua  ^  nicht  =1  seio  darf,   so  darf  aoch  hier  nicht  a=0  sein. 

Vertauscht  man    In  ^5)  die  Moduln  m  und  m',   setxt  ai,  vi 
;  a,  9»  so  ergiebt  sicn   (§.  11.): 


statt 


//*".,.    vft       ,     A / /dn (a+t?) +m     dn«— iii'\      ,ß. 
7    tn(«+r)Sr=Iogy(^ji^:j^^.j^^-,j.   (6) 


o 


Macht  man  hier  v  negativ  und  setzt  M^a  statt  a,  so  erhält 
man  (^.  6.): 

o 

Vertauscht  man   hier  m  mit  m'»    at,   vi  eeeen  a,  v,  so  er 
folgt  (§.  IL): 

/*      Sv A  /  /cng-f  dng   cn(a-f p) — dn (a-f t?)\      -;^ 
8n(a  +  ü)^*®*V  Vcoa~dnaar(5+r)+dn(a+t))y*   ^^^ 

-   o 

Ans  den  gegebenen  Formeln  leiten  sich  eine  Menge  anderer  durch 
Zosammensetaaiuig  ab.  Beispielsweise  mag  eine  .einsige  gebildet 
werden. 

Da 

sn(a-fp)+  sn(g — v)       snqcncdnt? 

2  I — m^stihLBuhf ' 

so  folgt  aus  (5): 


tft 


/•snacncdnr3o_.     ^/  /dng  +  mfcnä\ 
l— m^sna^snü*"^  **®\  Vdno— mcno/ 

1       ^  /*  /dn  (o+p)  +  mcn  (<t+p)   dn(«— r)— mcnfa— «A 
""  '^.    '^  V  \dn  (a+c)  -  mcn(a+p)  *  dB(a-f?)+mcn(a+«)/  ' 


§.  17. 

Ehe  wir  weiter  gehen,  müssen  wir  der  Legendre*schen  Be- 
seichnnngsweise  kura  gedenken.  Legendre  beseichnet  nlmllch 
die  Grösse 


9 

80  daw,  nach  unserer  Beseiehnungsweiae»  da 


/ 


=arg .  (sn=  sing)) , 
F{fp) = arg .  (sn=  sin^) . 

Das  Legendre  sehe  F{qi^  ist  also  das  in  6.  8.  zu  fp  verlangte  Vf 
und  da  Legendre  theilweise  Tafeln  fiir  F(op)  berechnet  hat»  so 
ist  also  daif    dort   Verlangte  in  gewisser  Beziehung   schon  ge- 

»CPSDCOa 

Es  ist  nicht  schwer«  die  oben  erhaltenen  Resultate  in  die 
Le^ndre'scbe  Bezeichnungsweise  fiberzutragen«  Wir  wählen  als 
Beispiel  das  Resultat  in  §.  13. 


Dort  ist 


i=arg(cn=  ^q:^^=arg(cn=cos9)=F(9), 


weas 


Beieichnet  man  den  Modulus  mit  m,  und  setzt  also 

/y  8y  =F(9),m), 

VI— m*sin*9 

so  ist  denmacb  das  dortige 

bt  also 

1)  8no=£,  so  ist  o  =  arg(sn=:A:)=:F(9,m),sin9)=A 

2)  eav=t,    „    „  c=arg(cn=*)=F(^,m),cos9=A, 

3)  tnv=k,  „    „   t?=:arg(tn=A)=F(9,m),tang9=*, 

4)  ctn0=:i,   „    „   t;=arg(ctn=A)=F(9,m),cotg9=*, 

5)  dn«=it,  „    „    c=a^(dn=*)=F(9,m),  sin9  =  — - — 
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Die  oben  gebrauchte  (SrOsse  M  i8tF(5-»ri^. 

Die  Formeln  des  §.  16<  kOnnen  Jtacfa.  durch  eykSsehe  Funk- 
tionen ausgedrflekt  werden.    So  ist»  wenn  9=:am.v,  a=am.a: 


sn 


/    .    v__8inacos^V^l— m^sin^ -|- sin y cosir V^l  — - m^ sin*« 

1— m*8in*asinV 
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$.  IH. 


Das  Integral 


/*'dn*ü0»  (1) 


soll  durch  £(o),  oder,  wenn  man  will,  später  auch  durch  E(v,in) 
bezeichnet  werden,  so  wie  man  überhaupt,  su  grosserer  Deut- 
lichkeit, die  Modularfanktionen  durch 

sn  (v,m) ,  cn  (v,m) ,  tn  (v,m) ,  ctn  (v^m) ,  dn  (i;«m) 

bezeichnen  kOnnte.  Die  gebrauchte  Bezeichnungsweise  ist  aber 
einfacher,  und,  so  lange  die  Deutlichkeit  nicht  darunter  leidet, 
mag  sie  beibehalten  werden,  so  wie  auch  die  Bezeichnung  E(v) 
gebraucht  werden  soll.    Ist 

amo=9^, 

so  ist 

dn*o=l  — m*sin'o,  80=  ->^a — Z.    -   1,; 

VI— flt'sm^ 

also  Ist  dann 

JB(r)=/    Vi  — m* sfai^^^S^,   9)=amo- 

o 

Legendre  bezeichnet  dieses  Intesral  durch  E(w)  oder  E(ip,m), 
so  dass  das  hier  gebrauchte  E{v)  und  das  Legendre  sehe  £(^)  ähn- 
liche Bedeutung  haben  und  filr  amv=^(p  zusammenfallen. 

Ehen  so  sei 


f'dn'Hdv^zPiv). 


Hiernach  ist 

E(-t)=-E(!e),  £(0)=0.  (^ 

Da 

so  ist 
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O 

J*'ca*vdv  =  ^  (-m'h>+E(v)) . 


(3) 


Setet  mao  in  (1)  M—v  statt  v,  so  erhalt  man  '($.  6.) 


m 


/•  dv 
dn«»— 

O 


"  dv       E(M)—E(M—v} 

m 


«> (4) 


Maa  indet  leicht: 


d.tnvdiie       m''     ■    „       .    . 

woransy    wcsin  man  integrirt^  nnd  die  vorstehenden  Fonnela  be< 
iditet: 


also. 


Da 


tn«€=-V-l, 


so  erhalt  man 


f\.,  ft,  ^tn^dn^  w .  (,^ 
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§.  19. 


Setzt  man  ai:V  stattr,  so  ethfilt  man  leicht: 
r' itfl(a+t)dv=:E(a+v)—E(a) , 

O 

P  dn«(a-r)StJ = £(a)-E(a  -  v) ; 


hieraus 


/*"  [-dn«(o  fp)+dii*(Ä— o)  ]  ar=32J5(a)-JB(o— r)  — -Era+r) . 

o 

Aus  $.  5.  folgt  leicht: 

dn«(a— ©)— dii«ra+i?)=(dn(a-tj)  +  dn(a+t?))(dn(a-tj)— dn(a+ü)) 

4m*8nacgadDa8Pt>ciii>dnp 
*^       '  (1  —  m'sn*  a  sn*  ©)■ 


S'(^l^magn%8nV 


=2ctnadDa. g- 


also 


y    (dn«(fl-t^)-dn«(a  +  tj)ai?=ji:^,iä^a^^p^-2ctnadna 


2m^^acPQdngsn*p 
1 — iii»8ii*a8n*t> 


also  endlich 


_  '  V      ,w    .   V     2m*snacnadna8n'» 

w,          V      w,.        V      «»^y  V      2iii*8nacnffdDa8n*r 
E(«+r)  +  £(fl-r)=2E(a) i_^.a„.«„n*t~ 

Vertauscht  man  hier  a  and  r,  so  erglebt  sich  (2.  des  $.  17.): 

Durch  Addition  findet  sich  nun  leicht: 

E(a+v)=E(a)+E(v)'^m^8na8nv  8n(a+t;).  (t) 
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SctataaD  hier  a-=M—v,  so  ist: 

I 
/ 

E{M) =E  (M-^)  +  E(v)  -  m«8n(ilf — t?)  snv 
=  J5(i«f-i>)  +  £:(r)-i»«  -j— - . 


cnt?  snv 


i:(ilf-»)i»£(4D-Ä(r)  +«*-^-S^ '  (2) 


£:(^+i,)=£(J!f)+£(t?)— m«55^1,  (3) 

£  (Jf +ü)  +  EiM-^)  =  aE(ilf)  •  (4) 

Setzt  nan  in   (4)  üf — o  statt  v :       . 

/     jB(2ilf-ü)+£(r)=:2jB(JJf) , 
.     £(2i!f+r)=£(r)+2JB(Ä); 

W4I1IIS  Mcbt: 

£  (2wüf + v) = £:(tj)  +  2ii£;  (M) , 

fi(2«jir-i?)=-i:(<o+2«^(i»f). 

Sefcrt  man   hier  M  +  v  statt  »,  so  Urgiebt  sich,   mit  Berücksich- 
tigung Ton  (3) : 

E^eii-H)ür+r)=  Eiü)  +  (2n  +  l)EiM) 3^^^— ' 

rn^snrciN) 

Dadurch  ist  die  Funktion  E(v),    so  lange  v  reell  bleibt,  bekannt, 
weon  sie  es  innerhalb  der  Gränzen  0  und  M  ist. 


(5) 


§.20. 


Setzt  man  in  (1)  de^  §.  18.  vi  statt  v »  so  fip4ei  sich : 


/ 


•  E(m\ 

dn«(«i)ac==i— 


dh. 
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0  O 

woraus»  mit  Beachtung  der  Formeln  des  $.  18.: 

E(f>i)  =  i[v^E'iv)+tn'  vdn'v].  (1) 

Setzt  man  hier  9=2itilf ,  so  erh&lt  man*  wenn  man  (5)  des  f.  16 
beachtet: 

£  (2njlf't)cfi  {[inJir— 2fi£'(JIP)l« 

also,  wenn  man  in  (1)  §.  19.  u=^2nM'i  setzt  und  §.  11.  beachtet: 

E(a+2n]Vt)  ==  E  (a) +2m  {M^E'^M')) .  ,  (2) 

Aehnliche  Formeln  lassen  sich  leicht  weiter  bilden. 

Bezeichnet  man,  wie  in  %.  12.,  den  Werth  von  E{v)  filr  den 

Modulns  —  durch  £1(9),  so  ist: 


£,(,,)==y^''dn,«rar  =  /*'cn»(~)af?, 

o  o 

JB(t)— m'>r 


£i(mo)  = 


(3) 


$.  21. 

• 

Zwischen  den  Grössen  M,   Bf,  E(M),  E'(M')  besteht  eine 
Gleichung,  die  nun  aufgesucht  werden  soll. 

Es  ist,  wie  sich  aus  $.  18.  und  $.  3.  ergiebt: 


EiM)=r^\  1— ««sina^)  dtp , 


0 

TT 


E\M')=z  /*' V 1— m'«sin«va9>  =  E{M'^') 


nach  der  in  f.  18.  noch  erwähnten  Bezeichnung.    Ferner: 

pl        dtp  _  P  8y    

J     V 1— m«8in«9. '  J     V  l-«»'«8lii«g) ' 

Hieraus  folgt: 
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n 


dn*p      m        mm'*      m 

0 


abo 


£(Jf)=»t"(*+«^-  (1) 


Gau  «ben  so  findet  sich  dnrch  Differenziation  von  E(1U): 


Jlf=£(ilf)-m?^.  (2) 


IfiRau 


£'(Ä')=m«(Jir+m'g^), 

Da  aber  allgemein 

8Ä_8ß  am_     8Ä  «[ 
SS'~8m*§m' aufm' 


so  ist 


£'  ( JT)  =  m*  ilf ' — mm'«  ^ 


JIP=£'(Jlf )  +  -  -g„ 


m;«a.£'(jif') 

m 


(3) 


Hicnns  folgt: 


0m 
Eben  8o: 

M'^+Jf  ^^=?:^^==iirilf'(m*-m'*)+»'i;(ilf)-ilf£'^^^^ 
mithiB : 

dm  3m 

Theil  lUII.  ^ 
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Um  die»   biosB  von  m  abhängende  Konstante  zu  beetimm^ 
setzen  wir  m=0,  m'=:l;   alsdann  ist:  1 


TT 


,=/'l,=|.  *=/'j^.  «»,=/%=! 


0 

X 


E'(]lt)=  r*cos(pdfp^h 


also 


n  71 


0  I  0 


d.  h. 


n 


M'E(M)+M£'(1U')-]IIM'=^.  (4) 

oder  Dach  Legendre'scher  Beaeichonng: 

welcher  Satz  der  Legendre'sche   Satz  heisst 


$.22. 


Es  bleibt,  zur  VervoHständigung  der  Theorie  von  JEJ(v),  nuch 
g«    zu  ze 
sehen  0  und 

Setzt  man 

^^am.üy 


fibrig«  l^u  zeigen,   wie  E(p)  berechnet  werde«  kann  ffir  e  zwi- 


so  haben  wir  in  §.  9.  gesehen,   wie  zu  jedem  9  das  zugehörige 
V  gefunden  werden  Icaon. 

Ganz  wie  dort  Ondet  man  hier 


»• 


Da,  d«rcfa  Lestfodre'd  Berechnung  id  etnigor  Beziehaug 
die  Berechniiog  ffeechehen  ist,  so  kennt  man  aUo  f^fniee  Werthe 
▼eil  EM.  Die  Werthe  von  E(v)  wären  in  die  nach  9.  8.  aufzu- 
steUeodea  Tafeln  neben  die  von  v  z«  setzen. 


$.  23. 

Den  Wertb  des  Integrals 

8n*t>ö» 


/» sn' 


sii^asn*9 
besMchoen  wir  durch  J(v,a)f  d.  h.  wir  setzen: 

0 

Nim  ist: 

1  deasp^p ce*p 

Sna     i—m^  stflasnH  **"  dna  (1  — m*sn*o  sn^p)  * 

also 


Ferner  ist 


dp*p        ^    wi^n^asn^p 
1 — m%m*asn*p  "^  1 — m^ani^a  sn*» 


also 


o 

Aw  (1)  and  (2): 


/'l-m«^*«»Pi'=^+"'*''°'''^<'''^> 


(4) 


Femer  ist«  wie  man  leicht  findet: 


m'*  sn*  p  dn^p dn*p — m*  sn*  p  cn*  p 

■  1— m^n^asn'p^cn^p— tn*a  dn*a  sn*p  dn*p 


^       Vcn  e/  ' 
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I     4/ cn(all^      I     4/  /l+toadnatnt?diw^ 
»f  cn(a  +  r)^'^S\  U-tnadnatnvdnry ' 

—  loff  I/^BÜzI} dn g tn tt  (dn^p  --  m^  sn^p cn'p)  ^ 

So     ^  f   cn  (a + p)  ""      cn«r— tn^adn^asn^p  dn^r      ' 


demnach 


m'^     /»» sn»p8p  /^«>         dn«p8o 

o     1 — I 1  «n*»    '^  o 


-( )  8n«p 

Vena/ 

1      >     4/"cD  (g — p) 

dnatng    °  K  cn  (a-|-p)  ' 

und  mit  Beachtung  von  (3): 

sn^p8p 


sn«p 


m  TU -e  V  »  /  I  m'^dnasna    °  f   cn(a4-p) 


Ferner  ist: 


dn^p  w^^sn^p         _ 

cn^o— dn^a  »m»p~^' 


,     /dng\»    ^ 
\cn  ay 


also 


d.  h. 


4 

/*•'        dn^pBp ^«_   /^v     ,   8ngp8p: 

I 

/^        dnap8p 

o    1— { J  sn«p 

Vcn  a/ 

= m« cn«  g  /(p,«)  +  j^r^Iog  V^SlfcÖ .    (6) 

dngtng    ^  T   cn  (g+p)      ^"^ 

Da  .: 

■ 

dn*p+m*sn*p=l, 
60  ist 
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woraas: 


/dn«Y    ^    ^"^  J     l-/dn«\«     , 

,      /dno\*     ,     ' 

o    1—1  --—  I  sn'r 


Jii*cn*a     ,  iii*cn'adn*a 


I»  fit 


adn^a  dna     ,     aTcd  (a— p)  ^,^ 


EodCch  aus  (7)  und  (5): 


Vena/ 


(«) 


==cn^.»+m»oii»«8B>aJ(r,a)+?5^^logt/"££i£l4  . 

dn a       ®  T   cn(a  +  o) 

Setet  man  io  den  Formeln  (I)  —  (ß)  m  statt  a,    so  ergiebt 
sich  ({.  IL): 


(«) 


0 

1— dn-aosn^h«  (**) 

««CD'^  +  m'«cD'*a+  m'»cn'aßa'  a  dn'  a*'c(*aDg=tn'adii'atnrdDt;) 


*»*     »/  1 

~  cn^ «'MO  +tD^odn'o  arc(tang=tn'adD'atnrdur) , 
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Ji-&Jasn*t  <**> 


O 

""75 — TT  + n — JivMi)  +  — Ts-'^T 7-arc(tang=:tn'adn'at 

dn'^aan*!?  ^    ^ 


/    1= 


o 

©         m*tn'*a  _,      ^      tn'«       ,^  ^  i    j  *    ^     j    x 

"^  cn^""   cn^ao    •^('^'"*^""3S^  arc(tang=tn'adn'atnr  dnc) 

Die  hier  betrachteten  Integrale  haben  die  Form: 


r 


l  +  nsn^ü' 


worin  ^=;=sno,  cnv,  dno,  1  igt    Man  bildet  aus  ihnen  gewuho 
lieh  vier  Kla«sen  und  rechnet:, 

■ 

1)  zur  ersten  Klasse  diejenigien»    in  denen  n  zwischen  0  und  (X 

enthalten  ist,  d.  h.  die  Integrale  (9),  (10)^  (11),  (12); 

2)  zur  zweiten  Klasse  diejenigen ,  m  denen  n  zwischen  0  und  -nn 

enthalten  ist,  d.  h.  die  Integrale  (1),  (2),  (3),  (4); 

3)  zur  dritten  Klasjw  diejenigen ,  in  denen  n  zwischen  -'^nfl  und  — '. 

enthalten  Ist,  d.  h.  die  Integrale  (13),  (14),  (15),  06)\ 

4)  zur  vierten  Klasse  diejenigen,  in  denen  n  zwischen -—1  und  -  a 

enthalten  ist,«,  h.  die  Integrale  (6),  (S),  (7),  (8). 

Führt  man  den  ModnhiS'^  e^fitfl    statt   m    ein,    und    bezeicbnet 

m      . 

durch  Ji(v,a)  das,   was  J{v9a)  wird,  so  ist 

, ,  ,  r"     »»■•»81.         ,  r'      "'(«/'  _ 

•'.(•.•)7/  •-.'».■«.»."=-7.  i~-^M^)' 

d.  h. 

Ji  (mv,ma)aam^J(v,a) 


oder 


Mr„a)=^>j(^,±),  ..r..a.)=«.j(^.S)  d') 


2S 


§.24. 

Zur  Berecbnang    der  Funktionen  /(o^o),  J(v,m)  dienen   toi 
VBtk  IkftnehtiuBgeii. 


8in^9)d<p 


/(^«)=y*' 


Selzt  BfD  nun 

tnag  9,' = dn  ii  •  tang  9 , 

dfp' dna    ip'  __P9  dq>     

'^'^\^-~m^stk^a^\'  dna'j     1— m*sn*«6in*9 

iist 

/9 sinVy P'f        sin«y8y 

,1   ^(»f       8in^y8ip  .  1.3    ,,  p9       sin^yfly 

^IV    l-m«8D»a8inV^23"V     l-m«8n«a8in«9  +  -  ' 


f    sin«H-«g)  89 


r  ^^ 

^  "  1 — m*sn*€isin*9 

o 

_      l       Pf       sin«^98y 1_    /•'^gj^ar   a 


o 

Sctit  mn  ai8o 


0 

M  irt  ({.  9.) 


/9       sln^fpd^ ^»"(y) 
1  — fn*sn*a  a\tflip'~nfl^an^a 


.  V     «•  .  *        --    -.    1.3.5....(2r— 1)  -  ,  ^ 
»V+i  (9>)=  «'rCv) — w""8n""«.     2.4.6....2r'  ^'' ^"^^ 


I 
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Also 

w'  1 

_»  j  13 

w'  1  1^ 


—  lÜ:^-!'"*"*'"*^'^^-'  ^''>' 


worin 

9' = arc  (taug  sr  dn  a  taog  9) . 
Sodann  ist 

(2) 

j/i  ^v  ^  r^'  <y>  X  ^  ^«  ^y>  I  '-^  ^«  <^)  ■  '•^'^  ^«<y>  -1-  1 

Setzt  mao  ot  statt  a,  so  eigiebt  steh: 


j  {v,m)  -  ^,|_  —  I  „/»  a  +2   ta^     2.4  tn'«a 

.  1.3.6  ^«(y)  , 

+  ■23:8  tn'«o  •    * 

wShrend 


ß) 


cn'a 


(4) 


cn'o         .1 1.3 


,». 


9»»,  (g>) = y .  gjjj^ — 9)  +  2  «*  tn'«  a  Ä  (9»)  —  ^ m*  to"«  AC?»)  +  •  ••• 


9'=arc(tang  =  --7--9). 


CD'a 
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S   25. 

Durch  die  Formeln  des  vor.  Paragr.  ist  J(v,a)  bestimmt  für  v 
zwisdieD  den  Gränzen  0  und  ilf  zunächst.  Für  v  über  diese 
GrinzoD  hioans,  wird  sich  J(v,a)  durch  folgende  Formeln  be- 
ütemeii* 


Hau  setze 


J^E{v)dv^T{v),  (1) 


80  ist,  da  nach  $.  18. : 

r/    ■   \  ■  r/        X      or/  X      ^*snacnodnasn»o 

udi 

t[a-^v)—T{a—v)^=='iieE{a)—^ni^nacnaiaa.J{v/i), 
««ms 

^  *  '  tim'snacaadna  ^  ' 

Ocantdi  ist: 

,,    .         ,     2(pH-to)£(a)+y(«-o-«o)-n«-H'+«>) 
/(t»+«,a)=  2m«sDacnadDa  * 

,.      ,     2i>£(a)+IXo-t>)— r(a+B) 
''^*'"^-  2in*snacnadDa  ' 

,  _  2to£(a)  +  T(o-«>)  -Ita-H») . 
^(»,a>_  2»t"8nacoadna 

woraus   sich  leicht  ergiebt: 

J(i>  +  io^)s=J(üui)+«/(w,o) 


Sm^snacnadna 
wenn  man  die  Gleichui^  « 

r(-„)=r(r)  (3) 

beachtet 

Biao  wird  aber  aus  den  Formeln  des  §L  18.  ohne  Mühe  fol- 
gende Formel  ableiten: 
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8. 
=:E(v+a)+E(w-\-a)'-E(a)  —  k^  leg(l-|-m*8Da8no8nf0an (u+w+a)), 

tvoraos»  wenn  man  integrirt: 

T(v  +  w  +  a), 
=  T(ü+a)  +T(to^a)  —  r(a)— logCl-f-m'snasDosniosn  (v+to-f«))« 

Setzt  man  hier  — a  statt  a,  so  erhält  man: 

T(f>  +  ip— a) 
=T(i>— a)  +  T(fo— a)  — r(a)— log  (1— m'snasnvaniosnCo-H«'— a)); 

zieht  man  beide  Gleichungen  von  einander  ab,  so  erhält  man: 

T(v'ho—a)'-T(v+w+a)-^T(t>^a)  +T(r+fl)-T(ie— a)+T(w+a) 

.      /l+yi^snasDosntoBn(p-ftg-|-a)\ 

^  VI— w»*sn  asDO  sniosn(»+U7--a)/  ' 

Setzt  man  dies  endlich  in  den  obigen  Werth  Ton  J(v+v),a),  so 
erhält  man: 

J(r  +  tü,a)  (4) 

,,     v...      .,  X  ,    /l+wAnasnrsnw8n(ü+w+o)\ 

=J(v,aH  J(w.a)  +2^»snaco«dü*Hl  -iii«sna8iii,sntrsn(t+«v^)/ 

Vermöge  dieser  Formel  kann  man  nun  auch  die  l^erthe  von 
J(v,a)  uir  9  >  Jlf  berechnen,  indem  man  nach  und  nach  weiter  ge- 
hen kann.    Zugleich  ist 

J(— p,a)=-/(r,a).  (5). 


§.  26. 

Von  den  so  eben  behandelten  Integralen  hängen  eine  Reihe 
anderer  ab»  die  wir  betracfateo  wollen. 

Man  hat 

(1) 
wBv  P^      snvSv  ^ /^  msnasn%y8o 


/     1— msnasnr   ,/      i+jwsnasnv      J     j 


1— ^«•sn'asn*» 

=:2iitsna/(o,ii)y 

/»      sneflo  /*''      snp8p       ^_     /*»        sne8p 

1— msnasnp  \/     1 +m  kna  snv  "^  ^     1— wi^tt*iisn% 


•  • 


27 


»o(#-t*t>— go(<»'-#)_  CBadoQBnv        ^. 
2  —  l^^*»«»fl«A?^«-  ^'^ 


Danas  folgt  (}.  16.): 


l-Mii*8n*a8B*» 

o 


^mcoadiia    ^\  ydna  — n^cpa  *dnadnp-|~i'*<^DA<^>V 

Dvch  Addition  and  Subtraktion  der  Gleiehungen  (1)  erhält  man 
om  die  Werthe  voo 

IJbmsnasnt^'        '   ' 

Da 

snv  11  1 


l-i-manamv     msna      mana'  l-i-msaasnv' 


/»        8p  /^       8np8t> 

•  O 

lo  ginz  derselben  Weise  erh&lt  man  die  Werthe  yon 

/• r    cnvdv  P^    tpggp  P^      dv 

daa^nvJti^cnacnv*  J      tno±tni>*  J     sna±6or ' 


O  0 


o  o 

/*»ciip  db  cn'on        /*»dn£dn^«±cn^^         /•»      eoodp 
J    l±cn'acn'p^^'  J     dn'adbcn'adnr^'''  J     T± 


cn'acno 


/; 


dnp9p 


dn  adbcn'adnp 
u.  s.  f.,  deren  Ableitung  eine  blosse  Uebung  ist. 


Eine  neae  Reihe  von  Integralen    erwfichst  aus  den  vorher- 
gehenden,   wenn  man  Modularmnktionen  einfährt»    die   sich   auf 
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einen  Modulus  f»  bezieben,  der  zu  m  in  einem  bestimmten  Ver- 
hältnisse steht  Im  Folgenden  wollen  wir  voraussetzen,  daa  Argu< 
ment  u  beziehe  sich  auf  den  Modulas  fi,  wArend  das  Argument 
V  sich  auf  den  Modulus  m  bezieht. 


I.    Sei 


cn  a 


worin  a  sich  auf  den  Modulus  m  liezieht,  und  sei  ferner 
tntc=dnatno,  oder  ta(u,ii)==An(a,fn)tn(v,in); 

so  ist  ' 

dnadnv  ^  cnv 

V^l— m%n«asn*ü  V 1— m«sn*asn«ff 

U.   8.    f. 

du  Ana 


•m^n*asn%' 

wodurch  nun  dieses  Integral  bestimmt  ist 
U.    S«i 

und  sei  zunächst 

dntt=dnv  odef  An  (Ui(t)'=z  dn  (v,m) , 

so  findet  sich  ' 

du     m*c*         cnti  P^     cni^öv, 


(1) 


m^c*         cnti  _   P^    c 


8»       ft«      V€»-sn«ü         t/      Vi«-HBn«i; 
Um  also 


(2) 


/ 


•     cnvdv 


V  «*— sn«v 

o 

zu  erhalten,  bestimmt  man  ti  so,  dass  dn(ii,9ii€)  =  dn(r,iii). 
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SDti=5iip,  oder  8n(«,fi)=:8nr; 
80  findet  man  leicht 


/•        dnr8t; 


V 1— in'f^niai^ 

w 

■  I 

do«=:dD9,  d.  h.  dD(tt»fi)=dn(r,i}i); 
80  Ut 

Da  man  da8  erste  Integral  finden  kann^   so  ist  auch  das  zweite 
beflümnit« 

S« 

snii^anr. 


sollt  Uiiilich: 

>  • 


la    Sei 

und 

8ntc=6nr,  d.  h.  8n(u,m*)^=:Bn(Pym); 
<o  ergiebt  sich 


(5) 


.  I 


Auf  ähnliche  Art  kQnnen  weitere  Formeln  gebildet  werden. 

IV.    Es  ist  nicht  schwer»   die  allgemeine  Formel  filr  diese 
Umbildangen  anzageben. 

Sei  nümlich 

ond  sei  ferner  ip(tf»fi)  eine  Modalarfimktion  von  «,  fpiPftn)  eine 
von  in»  die  wir  neide >  der  Kfirze  wegen,  mit  if;(^)  und  9(9)  be- 
zeichnen wollen*    Selat  man  nun 


^(ll)r=9W, 

80  ist  , 

I 

Da  ^'(u)  ebenfalls  ModularfunktiontD  enfhSft«  so  kann  es  dun 
Modularfanktionen  tod  v  ausgedrückt  werden  ^  and  man  kann  al« 
annehmen 9  dass  ifi'(u)=:il(t')  ist    Daraus  ergiebt  sich  nun: 

welches  die  allgemeine  Formel  ist    Sei  z.  B. 

fijni^m^,  ip(u)'=8nu,  g>(9)zsidn(p),  also  snussdnr; 
so  ist 

^\ti)=:cn«dntf,  g)'(p)  =  — ni*sn»CDp. 
Nun  folgt  aber 

cn«= V 1— 8n*«= V"l— dn^=msnp, 
dna=  Vi— ^*sn«u=V"l-fi«dn«i=V  (i'^+iihnHn^ ; 

also 

— m^snrcnPflp 

Da  fflr  u=L,  wenn  Zrder  zn  m**  gehörige  Modularquadraot  ist, 
sntt  =  l9  also  dnr=:ly  d.  h.  9=0  ist,  so  nat  man: 

^sni^cBi^dr  /^^  cuvdv 


/»         rnsni^cBi^df?  /*» 

— — ■ — ,-      ■        ■    =m  / 
sn  V  ya'^-k-fi^mHn^       J 


Stellte  man  sich«  unter  demselben  Bedingungen»  die  Aufgabe^ 
den  Ansdruck 


zu  transformiren,  so  erhielte  man  statt  desselbo«; 

dn*r  —  m^snr  cnf'd^ 


dn; 

1-6* 

J  (1- 
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ifonos  deoo: 

**  sn*ttdtt  /*•  CDrdn*i>8r 


«  • 

4 

io  welcher  Formel   dte  lotegrftle  reckter  Haod  nach  $.  23.  gefun- 
den werden  kunnen. 


§.28. 

Zum  Schlosse  mögen  noch  einige  Keduktionsformeln  aufge- 
fiilirt  werden  >  welche  die  Anwendung  der  obigen  Formeln  In  vie- 
leD  Fällen  erleichtern. 

Es  bezeichne  V  eine  Modolarfanktion  von  v  und  man  solle 
das  Integral  I  V^bo  bestimmen.  Wie  man  aus  $.  10.  ersieht»  ist 
immer 

dt7  1 


3r~V^a+6>^+cF5' 
worin  •»  6,  «  beatinimt^,  konstante  Werthe  babenw    Also  ist 

Man  attatß  nua 

60  ist 

du     (ii-a)a  F'-'^+Cn-S)*  F—*  +  («— l)c  F« 

wortiu 

F«-»Va+frFHcF*  (1) 

=<ii— 3)o /F"-»a»+  (n-2)6/F»-»  3»+  (n  ~l)c /V-  »r, 

weiche  Formel  eine  leichte  Reduktion  gewährt. 
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kt  nnn  n  eine  gerade  Zahl ,  so  kann  man  das  Integral  /  F«dp 

darch  die  Connel  (1)  auf  idtf=vnnd  If^Sv  zarflckf&hreo,  von 
denen  das  letztere  durch  §.  18.  bestimmt  wird.  Ist  aber  n  unge- 
rade» so  wird  das  Integral  j  V^hff  vai  j  Vdv  und /F>d9  zurück. 

gebracht.  Das  erstere  bestimmt  man  nach  §.  16.;  was  das  letz- 
tere aobelangty  so  ist: 

gSgnr 

-^5- =— (l+m*)snr + 2m«sn*  «^ , 

d^cn^ 

-jjj- =  (— 1-f 2m«)  cnr  —  2m«cn»r, 

^=(l+m'«)tnr  +  2m'*tn»r, 
-^^=(1 +m'«)  ctnp +  2ctn»r, 

^^=(l+m'«)dnr-2dn»r; 
also: 

2m*  /  sn«i^3r  =  (l+m«)  /  snrdi^-|-cnrdn9, 

2m*  /cn»p3r=(2m*— 1)  /cnc^dr-f  snvdnr, 

2m'*  An^aife— (l-Hii'*)/*tnrai^  -f  ^ , 

2  /ctn««'3«'=- (Hm'*) /ctnr8r—^, 

2  /  dn»r8r=(l+m'*) /dnr8r-Hn*sn«^cBr. 

Es  ist  leicht,  die  Formel. (1)  auf  spezielle  Fälle  anzuwenden. 
Ist  z.  B.   F=sn9,  so  ist  (§.  10): 

a=:l ,  6=—(l+m*),  c=m*,  also  da  V"a+6F*+cF*=^  =  cnr dnr: 


02) 


sn'rcnvdnv 


=  («—3)  /si^-*röi^n-2){Hm*) /8n»-*«'8p+(it--l)my  sn-r  Si 

In  $.  14«  haben  wir  gesehen,  dass,  wenn 

9?(a:)  =  ^  +  Äa:+ Ca:*-f />d:»+ JBa:*, 
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f-. 


dx 


utAt  Fern  ßG9v=:Gv+H,  worin  Cr  und  H  Konstanten  sind, 
mickgefCkt  werden  kann.    Hat  man  nun  einen  Ausdruck 


A 


XSx 


annehmen  wird,  wo- 


ir«iii  X  «ine  rationaie  Funktion  von  x  Ist,  so  setze  man  in  X 
dok  Wcrth  TOB  ae,  der 

himgt,  wodurch  l-jr-^  die  Form  /  Whv 

J  V  9(a:)  J 

na  Hf  eine  rationale  Funktion  von  Modularfunktionen  (F)  von 
V  bezeichnet  Durch  Zerlegung  wird  man  also  immer  auf 
Fomen: 

bnaea.  Man  kann  nämlich  bemerken,  dass  die  Substitution  Ar 
',  welcbe  1  ^ — ^  auf  die  Form  1  Gov  bringt,    imm«  die  Form 


kat    Die  erste  der  obigen  drei  Formen  haben  wir  so  eben  be- 
traditet    Was  die  zweite  anbelangt,  so  ist 

y-"  hv p ar 

Setzt  man  in  dem  Ausdruck  — .   ,  ^ FV-^ —  *  "^"^  F=:A,  dife 
renzirt  ihn  in  Bezug  auf  k  und  bemerkt«  dass 

1 3« 

80  eihiil  man 

ThMlUlI  3 
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-c(r-Z)J^^_^ßy^^-     (3) 

Ganz  eben  so,  wenn  «+/jr*=l  gesetzt  wird,  und  unter  der- 
selben Bedeutung  fiir  das  Doppelzeichen: 

(4)  ,     .  I.    •  .    ■•      :' 

welche  beide  Formeln  ein  Integral  auf  eine  Reihe  anderer  redu- 
ziren.    Die   obige. Behauptung,  dass 

^f  die  Form    fchv  ittxth  eine  SubstitiitiMi 

gebracbt.  werd«,  bedarf  iuid  noch  einer  kurzen  Rechtrertigaiig. 

In  den  §§.  13. 14.  liegt  dies  nicht  so  ganz  klar  vor  Augen,  und 
doch  muss  es  der  Fall  sein,  wenn  obige  Reduktionsformeln  sol- 
len angewendet  werden  kbnnen.  Wir  wollen  desswegen  die  Fälle 
des  §.  14.  noclntiels  kuri^  euch  in  dieser  ßfeziehmig,  betrachten, 
und  nachweisen ,  dass  durch  eine  derartige  Substitution  der  Zweclc 
erreicht  wird.    (Die  Nummern  beziehen  sich  auf  die  des  §.  14). 


I.    Mau  setze 


kl  >f  >• 


__/'+y*tnv 
^-  1  fAtn« 


und  bestimme  f,g,  so,  dass 

«  +  %  +  &/•+  cfg  =  0,a'  +  b'g + b'f^dfg  =0 ; 


SS 


ans  wekiien  Gleichungen  f,  g  unzweideutig  bestimmt  werden  Icun 
nn.   Ferner  bestimme  man  h  so,  dass  dann 


=v^. 


■od  der  Modolus  m  sei  so  bestimmt,  dass 
M  fndet  man  fSr  djts  Integral : 

■  *  ■  ■  • 

n.  iNb  ^Mgezeigten  Substitutiotien  nihran  zu  ein^r  Formel  in 
2.  ireicil»  nllt  der  (0  des  $.  la  zusAiwnentfMit*  Es  ist  also  di^f» 
aselKn: 


«•=* 


1— cnp      ]n'—x 


i^^^^Mk_* 


l+cn «?      ]n  —  ar 

;  .VoJ  —  n 


ironnis  der  Satz  folgt. 

fll.    Sämmtlicbe  Fälle   fähren    auf  die  Formel   in  II.  $.  13., 
vremis  MBt  ebenfalls  der  -Satz  erwiesen  Mi 

IXe  Formen 

auf  t^elche  clie  Pormelo  (3)  und  (4)  ßihren,   geboren  zu  den  in 
§.  %.  Qod  8.  23.  betrachteten. 

Damit  scjblieflisen  wir.  die  Uebersicht  der  Theorie  der  ellipti- 
*clhea  Fonkdonenu  Etwas  Vollständiges  zu  seben,  lag,  wie  schilp 
früher  geiiagt  lyurde^  nicht  in  unserer  Absteht,  doch  glauben  wir 
die  Bafplimomeotei  die  in  d^r  Anweadune  auf  die  Int^gralrech- 
oiiDg  wichtig  siudj  aogecleqtet  zu  haben.  Es  mag  zum  Schlüsse 
Uff  noch  bemerkt  werden ,  dass  die  p .  $.  23.  einj^efiibrte  Funktion 
Hv^a)  2ttf,  dritten  Gattung  der  elliDtiscben  Fnnktioneuj  nach  Le 
S<|iire's  tienennimg»  gebort,  und  aieser  sie  mit  iljils  Funktions 
zticben  beseiohaet« 


V     ^ 


IM    ? 


Theil  \m. 
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n. 

Bemerkniiffeii  ttber  liiliaU  und  Be- 
handlunfirs weise  der  BUreremsen-  und 
Summenreehnuntr  mtt  Rttckslchl;  auf 
die  Schrifl;  ^  Theorie  der  Bifferenzei 
und  ünnimen,  ein  Itelirl»ucta  ^on  Br. 
O.  Sctalömilcli,  ausserord.  Prof.  a.  d. 
Vniv.  Jena,  Halle  l>el  Schmldl;  1948.*' 

241  S.  Pr.  2  fl.  24  kr. 

VoD  dem 

Herrn  Hofirath  L.  Oettinger 

so  Freibnrg  i.  B. 


$.  1. 

Um  den  Gang  unserer  Beroerkttogen  nicht  zu  untovbreeliM, 
und  um  den  Leser  io  den  Stand  zu  setzen ,  sich  selbst  ein  Vr- 
theil  über  die  Brauchbariceit  des  vorliegenden  Lehrbuches  zu 
bilden  9  soll  Inhalt  und  Umfang  desselben  nach  des  Verf.  eigener 
Angabe  hier  mitgetheilt  und»  wo  es  nothig  schien ,  in  kurzen  Zu- 
sätzen das  Nähere  der  einzelnen  Ausfährongen  angedeutet  werden. 

L  Theil.  Differenzenrechnung.  I.  L  Die  Functionen  a 
ihre  Differenzen  (Begriff  beider.)  §.  SL  Die  Differenzen  der  ein- 
fachsten Functionen.    $.  3.  Zusammengesetzter  Funct   (Summen, 

Producte  und  Quotienten).  $.  4.  Diff.  höherer  Ordnungen  OSk^fx 
und  Anwendung  auf  die  besondern  Fälle:  A«,  ^r^,  8in^)üosj^.|.6. 
Umkehrung  des  im  vorigen  $.  behandelten  Problems.  (EntwicKlimg 
▼on  /l^-h^)  ^^^^  den  Unterschieden  von  fit)»  §•  6..Digresslon  übet 
das  Theorem  von  Taylor  (und  das  von  Maclaurin.^.  j.  ?•  Die  In- 
terpoiationsformel  (mit  Anwendungen).  §.  8.  Diff.  aer  Funct.  meh- 
rerer Variabein.  (§.  3.  und  §.  8.  gehOrt  eigentlich  zusammen).  §.  9. 
Zusammenhang  zwischen  den  Differenzen  und  hohem  Differenmi- 
quotienten  einer  Function.  §.  10.  Zwei  Recursionsfdrmeln  für  die  Ber* 
noulli'schen  Zahlen.  §.11.  Summirung  'einer  Reihe  von  Differenzen. 
$.  12.   Restbetrachtung.  §.  13.  Entwicklung  von  A:(e*— 1).   $.  14. 

Entwicklung  von  r(ar)  (der  Fakultät  l'-^i*  oder  (1,1)«-^).  S-lSiNlke- 
rungsformeb  fQr  Factoriellen. 
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2L  neitSummenrechnang.  $.1.  Begriff  und  BezMchoungs- 
der  SonuBMirechnimg.  §.  2.  Summen  der  einfachsten  Fudg- 

(ap*i^,  ^iSt'  ^'   Stna;»  Cosor).  §.  3.  Ailgemeine  Regeln  für 

die  eadlicbe  Integration  znrammengesetzter  Funct.  (Summen,  Pro- 
iaete),  {•  4*  £nwche  Integration  der  rationalen  ganzen  algebrai* 
«eben  Functionen  C^"*)-  §•  S.  Gebrochener  rationaler  algebraischer 
FoBcfioneo.  $.  6.  «Summirnns  von  af^a*,  j?'"Co6ar,  or^Sin^  (Ite 
md  2te  Potenz  von  js)  $•  7«  Integration  von  Cos^'ar,  Sin^j?  und  ähn- 
licher Functionen.  §.  8.  Die  TieKachen  endlichen  Integrale  (S"«*« 

^Siux,  S'Cosor).  §.  9.  Integration  d^rch  Potenzenreihen.  §.  10. 
*^     'k  goniometrische  Reihen.  §.  II.  Durch  halb  conve^ente  Rei* 

f.  12.  Beispiele   zu  den  Theoremen  des  vorigen  §•  \Ex^» 


Iz 


i      -.1 


# 


£~^  9    2^^  .    g  1>  §.  13.  Digression  fiber  diä  nähernngsweise 


_  bestimmtet  Integrale.  §.  14.  Einfache  Snmmirung  durch 
».  §.  15.  Beispi«e  und  ErvreiternDg  des  vorigen  Theo- 
rems. C.  lA.  mdoction  vielfacher  Summen  auf  eioCEtche  bestimmte 
Intemle* 

#.  Theil.  Differenzengleichuogen.  §.  L  Allgemeine  Be- 
griffe. $.  2.  Integration  der  Differenzeneleichunsen  ersten  Grades 
sfster  Ordnung.  8. 3.  Diff.  Gleich.  Iten  Graues  und  beliebiger  Ordnung* 
S-4.  und  §.5.  Fortsetzung.  %  6.  Integration  durch  bestimmte  Inte- 
pale.  (.7.  Beispiele  zur  vorigen  Methode.  $.  8.  -  Integration  mit 
ikJfe  unendlicher  Reihen*  {.  9.  DiflL  Gleich,  mit  zwei  unabhängigen 
Variabehi.  (.10.  Fortsetzung.  &  11.  Diff.  Gleich,  mit  mehreren  unab- 
)äii»Een  Variabein.    Literarhistorisches. 

Uer  Zweck  des  Verf.  bei  Bearbeitung  dieser  Schrift  war»  ein 
Compendium  ffir  akademische  Vorträge  und  zugleich  ein  Lehrbuch 
zum  Selbstunterrichte  zu  geben  und  dadurch  mehr  zur  grOssern 
Verbrmtong  dieser  Wissenschaft,  als  zu  ihrer  Erweitemns  beizu- 
truKen*  Zur  DurcbfuhruDC  seines  Zweckes  stand  ihm  reiches  Ma- 
terial SU  Gebot,  das  in  neu  hierher  gehörigen  Werken  und  Zeit- 
KhriAeo  entiialten  ist*  An  Stoff  zur  Verarbeitung  ist  daher  ein  Arbeiter 
wcaiger  arm  als  zweifdhaft  ober  die  Art,  wie  ein  so  reichhaltiger, 
in  so  vielen  Sdiriften  zerstreut* liegender  und  ans  deo^  verschiedenen 
Zweigeo  der  MathemaQk  herbei^  zu  holender  Stoff  in  eine  Theorie 
reruSeitel  werden  soll,  denn  nicht  nur  und  vor  allem  die  Diffe« 
leazcB-Rechnunij,  sondern  auch  die  Differenzial -,  die  Integralrech- 
Dung,  die  comlnnatorische  Analysis,  die  Umformung  der  Functio- 
seo  in  Reihen  etc.  liefern  in  freigebigem  Wetteifer  ihre  Gaben 
nr  Berei^erung  und  Erweiterung  des  hier  in  Frage  stehenden 
ZweiMS  der  Mathematik. 

Das  VerdienstUche  einer  solchen  Arbeit»  worauf  der  Verf.  in 
Hisem  Verworte  Anspruch  macht,  wird  gewiss  jeder  Freund  der 
Wissensc^bafl  gerne  anerkennen,  und  eine  derartige  Schrift  wird 
iresndlicii  begrfisst  werden,  da  bis  jetzt  in  Deutschland  keine 
«olcbe  existiit»  worin  der  Gedanke  einer  Verarbeitung  des  vor- 
kuidenen  Materials  durebzufuhren  versucht  wurde,  ob  er  gleich 
Bicht  alle  dienstbare  Zweige  der  Mathematik  zu  seinem  Zwecke 
in  Anspruch  nahm,  sondern  eine  Auswahl  traf,  und  auch  niebt 
alle  vorhandenen  Vorarbeiten  (gerade  in  der  Differenzen-Rechnung) 
benutzte,  was  er  durch  Veriassensein  von  literarisdien  Hül&mit- 
teh  eotscholdigt  wissen  will. 
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ereten  Grondsflge  zii  einer  DtffbrenRea**  und  Stumnen- 
reehnung  sind  im  3.  Bande  vim  Eolers  Difcreffinlrecbnung  sa 
finden.  Von  Lacroix  wurden  sie  später  In  seinem  Trait«^  d.  calc. 
diffir.  et  integr.  T.  III.  Chap.  I-IH.  weJter  awsgeftrirt-t  Ste 
fahren^die  Aiiüschriften  I.Calcaldirectdea4iff^reiiQeft(Djffereiiteiurecb* 
nimg).  II.  Calcui  inverse  des  diff^resces  (dcCrio.bdMiQdeltLacrpix 

zweierlei:  die  Differenzen  mit  negativen  Exponenten,  die  er*  mit  £ 
bezeichnet  und  die  Summen,  die  er  mit  5  beseiciinet,  obne  jedoob 
einen  Unterschied  zwischen  beiden  feetzusteilem  Etil  er  hat  Mrhon 
diese  ^wti  Zeichen  gebraucht).  III.  bit^gratiep  dfia  ^^patt.ons  mix 
differenqes  (Pifferen^en-Gleichungen).  Die  gleiche  Eiatbeilung  hat 
der  ^erf.  gewählt.  ^    . 

Dass  von  ihm  nicht  alle  zu  seiner  Aufgabe  ^ehorfgeii  Betrach- 
tungen nod'  Untersnehungii^  •  beigezogen  nnd  mitgetbeiK  *  wurden, 
litmt  fleh  begreifen..  Es  wäre  für  ein  Lehrbuch  m  wettiftbrend, 
denn  hierbei  kann  man  nur  8ichtend'  Und  au^wfljilend  zu' Werke 
gehn.  Auch  rnnss  ohnedem  jede  UateiMcbiingv  die  i»  eine  airf- 
zttflteUende  Theofle.  aufgenommen  werden  selUidleser  an^epaMt 
werden,' was  oft  mit«ficliwicfigkeiten,  die  mit  dem  XrMgd  mdbt 
im  Einklänge  stehen,  verbunden  ist.  Auch  genügen  gescbUbtÜche 
Notizen  über  die  Orte,  wo  die  bezü^chen  Oniecsa^hungel  ttach- 
ittleaed  siiid.  Bei  LOsung  aelner  Aufgabe  bat  der  Verf.  die  DWe- 
renzial-*  und  Integralrechnung  als  diensiteisteide  Neben£«4eige  to 
Ansprach  genommen.  Eine  Reihe  von  Uataiwiehungeii,  -die  anif 
dem  in  Frwe  stehenden  Gegenstand  genaa  zusanorietdiängen»  und 
die  in  Cretle's  Jeurnal  llter — ^^16ter.  Band  und  SSsCer 
Bd.  enthalten  sind,  hat  er  nicht  benutzt,  worauf  «^Ir.^elcigeiitlich 
wieder  zurückkommen  werden.  !•.■<'•..' 

Gesteht  man  mm,  und  diess  ist  Pflicht,*  eineib  Verf.  das  Recht 
zu,  eineb  Gegenstand,  den  er  bearbeiten  will,  emnugrenaen  und 
die  Art  und  Weise,  wie  ev  ihn  bearbeiten  will,  festantellcn ,  m 
ist  geboten ,  die  gelieferte  Arbeit  nach  dieser  Eingrenzung  zu  her 
urtheilen.  Ich  kann  nun  nicht  umhin  sofort  zu  bemerken,  dasa 
d.  Verfi  seinen  Gegenstand  mit  Gewandtheit  und  Eleganz  behaa« 
delt,  und  kurz  und  klar  entwickelt  hat,  was  er  «ben  wollte.  Der 
Leser  wird  nicht  bereuen,  den  Darstellimgen  les  Verfs.  ^folgt 
ZV  sein.-  Weniger  übereinstimmend  ist  raeine  AjKfeht  mit  der 
des  Verf.  über  die  Grundlage,  worauf  er  den  in  fVage  stehenden 
Zweig  der  Mathematik  als  Wissenschaft  aufbauen  zu  rafiss^i 
sfcmKe.  Da  ich  gerne  das  Verdienst  des  Verf.  b  Besiebung  auf 
die  'Vorliegende  l^hrift  anerkenne,  so  Wird  es  läüob  wcAd  nicht 
mlssdeutet  werden,  wenn  ick  die  Ansicht  über,  die  Art  und  Weise 
hier  ausbreche,  welche  ich  für  diezweckmässigste  In  der  Be- 
gründung einer  Theorie  der  Differenke»''  und  .Summen - 
Keehnung,  zweier  in  innerm  und  desweseB  not-h wendigem 
Zusanmenbang  stehenden  Doötrinen,  hatte,  und  diescf  in  eini- 
gen Bemerkungen  nachzuweisen  suche,  leb  thue  diess  in  der 
Ueberzeugung-,  dass  eine  solche  Bespreobusg  nur  die  Sadbe  selbst 
flirdem  und  der  Wissenschaft  dienen  kann.  Der  kdnfltge  Bearbei- 
ter mag  dann,  wenn  er  diese  Zeilen  etwa  liest,  bemessen,  was 
an  der  hier  vorgetragenen  Ansicht,  gegentSber  ddr  von  dem  Vwf. 
befolgten,  sich  newahrbeiten  wird,  was  nicht» 

•       f  2. 

Die  Hanptaufgabe  des  hier  besprocheden  Zweiges  der-llstbe- 


■AiitilieDmrsteUanff^lef'Skininenausdriieke  ffir  ei«e 
BfilMf#B  Glieder B,  dteoadieiDem  gemein ftchaftlichWu 
6«ietie  fortschrei/ten,  ode?  Ivtegral-Rechniing  für 
eitflidie  Differettseo. 

b^metyfmae  ist  die  Aufgabe. voteirst  «cht  beetimint,  denn 
«ilnat»  wie  schon  oben  bemerkt«  alle  Ziveige  der  MaUiematiii, 
jd»  fk  ibreo  Zweck  verfügbare  und  diensame  Mittel ,  jeden 
äkkfieko  Kunateriff  i&r  Ihre  Läsung  in  Anspruch,  und  ist  in 
Mir  Oibestimmtneit  auch  nicbt  einer  systeraatiscben  Behand- 
liKSveise  zugSnglich ,  denn  sie  bSngt  von  Aeusserlichkeiten  und 
ZiäTigkeiten  ab.  Letzteres  wird  sie  er^t  dann«  wenn  man  auf 
fie  eindoeD  ibr   dienenden'  2weige   de^  Matbematik  selbst  ein- 

Änd  fragt:  ktinnen  Mittel  bescbaflft  werden ,  wodarch  für  die 
I  imd  tusaibmengeset^teil  Functionen  der  AnalvKis« '  i^  eiche 
nkaKeÜien  gruppiren  lassen,  sich  SanimenaasdrdcRe  nach  aTl- 
^BMiM  Gesetzen  auffinden  lassen.  Diese  Mittel  liefert  die 
Kechmg  mit  endlichen  Differenzen  am  voUständigsteii, 
nliffariii  der  Weise«  dass  sich  für  sie  ein  in  sich  abgeschlos- 
gySyrtem  aufstellen  und  durchführen  lässt«  wie  sich  im  Fol- 
g*faicigep  wird.  Ist  nun  auf  diesem.  Vü^eee  eine  feste  Basis 
f"*iMimd  sind  dfe-MIttel  der  Differenzen -Rechnung  erschöpft« 
wUtcf  4n  der  Reihe«  sich  nach  andern -Mitteln  aus  den  wri- 
gaZtogen  der  Mathematik  zur  Erglinzung,  Frirderung  und  Er- 
^^I^^'HS  4er  vorhandenen,  umzusehen..  Diese  finden  sich  sofort 
7^  m  der.  pifferenziaL-'  und  Integral reohnupj^«  beide  aber  hur 
ii  ^eitec  Linie«  worauf  .dann  nocd  weitere  äülfsmittel  gesucht 
»ei*anojgcn. 

wd»l  man  nun  auf  den  in  der  Summenr'echnung  zu  verarbeiten- 
•«»Mof  gelbst  nllher  ein,  so  griij)piren  sich  die  Reihen  In  zwei 
J^vptarten:  in  solche«  deren  Glieder  mit  einerlei.  Zeiekea« 
"bb  Midie,  deren  Glieder  mit  abwechselnden  Zeichen   ver- 

■^  jlnterscbeidung   kann  aber  in  einer  Theorie  der  Sum- 

?J*4w^|,  .wenn   diese   anders   ihrer  Aufgabe   genügen  will, 

'yyyw  iguorlrt  werden.    Schon  Euler  bat  in  semer  Differen- 

w^Üj^  einige  hierhergeburige  Fälle  der  zweiten  Art  betrach- 

"^«Lacroix  ist  in  dem  oben  angeführten  Werke  auch  darauf 

^Kgebmnen.    Iq  beiden  iScbi^ften  üeftep  aber  nur  ungeordnete 

^SKimmenhangslose  Anfange  vor.     Der  Verf.  ist  hierauf  gar 

!?\^*g^tigee.    In  ei^r  Theorie  genagt  es  nun,  wie  sich  von 

j*[^tBbt,  nicht  an  der  Aufführung  einiger  Fälle«  sondern  an 

^^^^■nUvBmnig  eine«'  Princips,  und  an  Auffindung  der  Mittel« 

r^^ese  sieherstellen.  Ich  nahe  in  einer  Reibe  von  Abbandluo- 

^^^^Crelle'sJoutnalllter--^ 

j^Y*^  änd,  uiid  die  aueh  unter  dem  Titel  ^Die  Lehre  von  den 

"Utei^eoden  Functionen  nebst  einier  auf  sie  gegtüsde* 

^^Qmmen-Reehnung*'.  Berlin  1 83€'' als  besondere  Sekrift 

^^«bcn  wurden,  gezeigt,  dass  beide  Arten' von  Reiben  gaha  aHgi»« 

r^ Letten  unterliegen,  dieunter  einander  in  sehr  engem  Zesam- 

?^^nge  stehn«  und  sieb  eben  so  einlach  als  consequent  eineat 

/Reifenden  Systeme    füeen.     Von    der   ersten  Hauplgruppe 

[        Ktihes  (deren  Gliedei!  mit  einerlei  Zeichen  versehen   sind) 

'   Ban^j?  ^'^  thetlweise' bekannt«  denn  ^e  Vorarbeiten  waren 

I   "*BiH«Gi||igQr.    Bei  det  zweiten  Hauptgru^e  fehlen  diese  Vorar-« 

1 
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beiten.  Nichts  desto  wenifler  Ut  ihre  nShera  Untennidiiing  Mineiid» 
Qod  filhrt  anf  Resultate,  aie  denen  an  Interesse  nicht  Dachstehen, 
welche  bishitr  über  die  erste  Uabptgrappe  der  Reihen  aufgefun- 
den wurden,  und  die  dem  Verf.  gewiss  manche  neue  Aaliait* 
pnoicte  geboten  haben  würden,  wenn  er  ihnen  seine  Aofmerlisam- 
keit  sugewMidet  hätte. 

Der  ZusammeohaDg,  worin  nun  die  genannten  swei  Hauptar« 
teo  Ton  Reihen  unter  einander  stehen,  ist  [sehr  einfach  und  folgender. 

Der  Begriff  von  der  Differenz  einer  Function  ist  in  der  Glei- 
chung 

1.   A/Sr=Aa:+A)— A 

enthalten.  Hiemach  hat  man  den  ver&nderlicben  ThetI  der 
Function  um  eine  bestimmte  Zunahme  wachsen  zu  las- 
sen, und  von  der  so  veränderten  Function  die  ur- 
sprfin gliche  Function  abzuziehen*  Die  weitere  Verfolgung 
dieses  Begriffs  föhrt  auf  eine  Reihe,  deren  Glieder  durcn 
einerlei  Zeichen  mit  einander  verbunden  sind: 

Dem  Begriffe  der  Differenz  stehtder  der  Z  uz  äh  1  u  n  g  oder  Auf- 
stufunjg  einer  Function,  wie  ich  ihn  genannt  habe,  zur  Seite. 
Er  beruht  darauf,  dass  man  wie  vorhin  den  veränderlich eo 
Theil  einer  Function  um  eine  bestimmte  Zunahme 
wachsen  lässt  und  zu  der  so  veränderten  Function  die 
ursprfingliche  zählt  Da  ftlr  dieses  Geschäft  ein  Zeichen  ge- 
wählt werden  mnsste,  so  ibabe  ich  nach  Analogie  von  A  den 
griechischen  Buchstaben  ^  gewählt.    Hiemach  ist 

3.   ifa:=z/{x  +  h)+fx. 

Die  weitere  Verfolgung  dieser  Idee  fBhrt  zu  dem  Begriffe  von 
Reihen,  deren  Glieder  mit  abwechselnden  Zeichen  verbunden 
sind  und  bestimmten  Gesetzen  folgen: 

4.  /i~A^ +  *)+/(* +*^)-' ±f(x+mh). 

Es  ist  nun  nicht  zu  leugnen,  dass  durch  Aufnahme  der  htei 
angedeuteten  Grandlage  die  Arbeit  etwas  ausgedehnter  geworden 
wfoe.    Ich  glaube  aber,  dass  ein  Zusatz  von  einigen  $$.  mehr  hb- 

gereicht  hätte,  die  erweiterte  Theorie  durchzufuhren,  denn  es 
andelt  sich  hierbei  nicht  um  Aufnahme  grosserer  und  weitfilhren* 
der  Untersuchungen,  sondern  um  Beendung  des  Systems,  b 
meiner  Algebra  habe  ich  es  versucht,  m  dieser  Weise  die  allge 
meinen  GrundzOge  fSr  eine  auf  d^n  Differenzen  und  Aufstufungen 
berahende  Summenrechnung  för  beide  Hauptgrappen  der  Reihen 
zu  geben  und  die  Ausfahrang,  die  sich  allerdings  nicht  weiter  als 
aaf  die  einfachen  Functionen  erstreckte,  fiillt  nicht  zwei  volle 
Bogen  aus. 

Dabei  stehen  die  Methoden,  welche  die  Verfolgung  der  oben 
vorgelegten  Idee  an  dUe  Hand  ^bt,  den  bisher  bekannten  weder 
an  AJlgemeinbeit,  noch  an  Leicht^eit  der  Anwendung»  noch  an 
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MakÜMbcr  Brndibarkeit  nach,  wie  eine  Vei;9leiclmng  an  die 
Hand  gtebt  Der  Verf.  hat  nämlich  nach  dem  Vorworte  mit 
Becht  Termieden  ,,aehr  weillinfige  Unteraachungen'*  au&anehmen, 
fc  entweder  nur  einen  „geringen  Grad  von  Alisemeinheit**  beeae- 
mm,  eiler  wa  so  ,, unförmlichen  Reaultaten''  führten,  dass  man 
ikre  ^praktische  Brauchbarkeit'*  in  Zweifel  ziehen  rousste.  Gerade 
ia  Einverständnias  mit  der  Absicht  des  Verf.  wäre  es  wfiosdens- 
irerth  gewesen,  wenn  er  auf  eine  eben  so  einfache  als  klare,  ebenso 
aHeememe  als  {»raktische  Idee  eingegangen  wäre,  denn  die  Re- 
sultate, worauf  sie  fährt,  überraschen  durch  ihre  srosse  Anwend- 
liarkeit,  and  durch  das  Zwanglose,  womit  sie  sicn  den  strengen 
Forderungen  eines  Systems  unterordnen,  was  wir  leider  in  oem 
Gan|e,  welchen  der  Verf.  verfolgte,  nicht  herroreehoben  finden. 
üa  diese  zu  zeigen,  sehen  wir  uns  veranlasst  aui  einige  Einzeln- 
hfüm  einzugehen. 

§.  3. 
Durch  Wiederholung  des  in  L  und  2.  des  vorigen  $.  angedeutet 
ten  Gescbäfts  wird  man  auf  die  zweite,  dritte,  vierte  Differenz 
oder  Aafstufung  etc.  (Differenzen  und  Aufstufungen  höherer 
Ordnung)  gefiihrt.  Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  die  Glieder 
der  ursprünglichen  Reihe  (Grundreihe)  durch  Xq,  Xi^  JK^,«..  JTm, 
so  iMaBf{x-t-mk)=zXm  bedeutet,  so  ergeben  sich  durcn  einen 
lehr  einuichen  Caicul  folgende  Gleichungen : 

1.  A*j:^=^—fnjrm~i-f(m)sjrM-9i— ....(— )"(tit)Mi!^ 

($.  24.  CreUe*8  Jonm.  )3.  Bd.) 
%  irX^X,fim2Cm~^+(m)^Xm  -%+ ....  (mUXo  (%^  3.  Cr. J.  ILBd.)  *) 

-^•8«  i^\  _>«(«»— l)(m-^)....(m—r+l) ,.., 
wenn  (m)r=  I — a        *>        '        y neaeutet« 

Eben  so  findet  man  für  das  umgekehrte  Problem : 

a  -x«=s2;,+»nAJs;,+<iii)«A*j:;,+.....(m)ü.A-ji;>. 

(9.  26.  Cr.  Jour.  12.  Bd.) 

Es  seist  sich  nun  leicht,  ^dass   diese  Gleichungen  auch  fllr 
dn  negatiyes  m  gelten,  und  man  erhält: 


6.  A-«l!;>=Äi  +  mZ-«-i+.[m],i-«^ +  .....  (§.25.) 

ft  ^— 1!;>=Xh. — iiiJL«-i  +  [m],X.«»-,.....      ($.  4.) 

7.  X^^Xo-m£iXo  +  [m^lS.^Xo-[niUä.^Xo^..     (J.  26.) 


^  Die  Citatiooea  «sd  hier  nach  $$.  gegeben,  damit  iie  nicht  aar 
im  Jeem.  y»  Grelle,  •esdem  aach  in  mefaier  Schrift  „Lehre  voa  dte  anf- 
■teigenden  Fnnetloacn**  nacfagetehen  werden  ktenen. 


i3 


8.  Jfim=^— -yo+»«^-»*o+[i»]»<''*^^o  +  --     (§•  8.) 

worin  [i»Jn=;;i — ^  ■  g{i" »  »■ — >  ;-^ — r-   bfedeifttet«    Yiwä  qiQsop 

Gleichungen,  die  sich  sa  enge  einander  anschliessen,  hat  der  Verf, 
nur  1«  und  3.  in  '§.  3.  utid  f.  5.  enti^ickelt  Den  Zusammenhang, 
der  zwischen  den  positiven  und  negativen  hohem  Unter- 
schieden ^iner  Function  herrscht ,  hat  er  ausser  Acht  gelassen 
und  damit  eine  reiche  Quelle  der  Vergleichung  und  defVcrvoll- 
sfSndigung  einer  Theorie  nicht  benutzt.  Auf  S.  118.  scheint  er  so 


gar   diesen  Zusammenhang   und  die  aflgem'efnen  Gesetze'  för  .  die 
nOhern '  Unterschiede  in  Anrede  zu  stellen. 

1'  Dies^  Gleicbun'gen  ^ind  zwar  vorerst  nur  forme!!;  giefften  aher 
von  jeder  einfachen  Function  ohne  Untersöhred'.  UAi  ihnen  In- 
halt zu  geben,  hat  man  die  Gesetze  des  Unterschiedsnehkhens 
und  des  Aufstnfeos  auf  die  ethzelnen,  Functionc;n  anzuwenden. 
Diese  sind  bekanntlTcb  xP,  a-^,  Iga:,  :r*1*.  Sin  x,  Cos^.,...  Nicht 
alle  lasseh  ^i'ch  gleich  leicht  behandeln.  Aher  auch  die  weniger 
schmiegsamen  lassen  '  sich  einem  allgemein,  für  pösitii^e *  und  ne- 
gative  m  ^Itigen  Gesetze  un'tcrw^rfen.  Wir  weisen  dtess  durch 
folgende'  Zusaromensteltung  nach .\  ' ' ' 


9:  A«««'=(a»— I)"»a'  '  C5.32.) 

«  •  •     •   »  •        •     « .    . ' 
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11.  A«jrPl*=p»»l-i(jr+inA)P-'»lV*«        "     (§'.30.) 


•| 


13.  A'»SiBj=qSln(£+«^r^)'"-5»»(»i»5«)ff   .:($.  33.) 


A   .. 


.  14.  A»  Coa;^=:Co«(irf«»^^)V(Sün-2Ä;",(j|.  33.) 
15.  A-"  B*=,  t^jv,±:(d«'-^l)^tt*   ■ '     <$.  39.) 
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-  W.  A-'fSwÄffr--- — — i ^»  (S-  40-) 

20.    A-«Cosa:= — ^-j-— r^v  (§.  40.) 


Die  Identität  d?r  *  I)ärstelluqge'a   9--14.  för  positive  Unter? 
icbiede  liüt  denen  ^  von.  1.1t- 20   für  Dqgaj^ve  Unterschied^  iin^^ 
adki^ Functionen  lie^ft  so;  klar  ^or  Augeif,  das«  sie  igs^f  niplit  b^ 
sif«ilelt  werden  kann.   Fär,  die  ;JMsitiven  uiid  ne^ätiv^n  AüfstpfiiQT. 
geo  der  einfaclien  F^ctio;aen  er(f$lt  jipiiaQ  auf  gleicbeip  vffege;  ,.; 

23.  ^  Sin  a: =2«  Sin  (a; + 1 m  Ä)  (Cosg^Ä)"       (§.  1 1.) 

24.  ^Cos^=2«Co8(a:+2  mA)(CosÄ)"»      (§.  12.)»; 
k  ^o«  =  ■  ^^^(\4^)-ina'  (S.  14) 

I 

.         »iA\ 
Sin(a: — 5-j 

27.  ^Sinrr= ^  (S-  l^) 

8«(Cos-^Ä)"« 

1 

Co8(a; — 2^A) 

28.  ^Coea«—— rr-  ■  •  <$•  16-) 

.  .  2«"(Co»»aÄ)" 


I 

^.  Amn. '  In  den  o%vii  btigelfthrten  ($.  (9,  11^  19,'  15  und  16  Crelle'p 
^*«ni.''Il.  Bd.)  «Ind  durch  ein  Veraehen  unoh  die  Formen 

•  \!        .        .       .      »  . 


'•j^«ginar==(— )*27Sin(i?+-^i«AKO<w^A)  , 


t  • 


•U  gn|f4(p  angegeheii  worden«.  ,,J(>iei«  Ut  nich^  der  ;Fiill,  wa«  ich.  hier 
verbesiemd  bemerke.  Das  Gleiche  gilt  von  den  nf^^tiTen  Aufst^ung^jf 
▼OB  ^\nx  nnd  Coex. 
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Auch  hier  tritt  die  Identität  der  Gleichungen  2t— 24  mit  25—28 
flir  positive  und  negative  Aufstufungen  Iclar  hervor.  Ja 
der  Zusammenhang  zwischen  den  hohem  unterschieden  und 
den  hohem  Aufstufungen  9^20  und  21—28  ist  nicht  zu 
verkennen. 

Die  DarsteUung  ffir  A±"'a'  und  ^±*a',  A*""^  und  ^""^ 

A*"  Sinj:  und  ^±"Sinar,A±"Co8j?  und  ^"^  Cos  ;c  ergänzen  sich 
gegenseitig  ini  Systeme,  und  sollten  aus  diesem  Grunde  schon 
m  einer  Theorie  nicht  übergangen  werden«  abgesehen  von  der  An- 
wendbarkeit und  Brauchbarkeit,  welche  sie  m  der  Summenrech- 
nuog  zeigen.  Die  Gleichungen  13.  und  14. ;  15.,  19.  und  20.  sind 
zwar  von  dem  Verf.  (S.  19.  $.  4.  ü.  S.  117.  J.  8.)  angegeben ,  auf 
den  Zusammenhang  aber,  der  zwischen  ihnen  herrscht  (fl3r  die 
Theorie  der  Differenzen  gewiss  nicht  unwichtig),  ist  nicht  hinge- 
wiesen. Er  ist  sogar  durch  die  Darstellungen ,  die  auf  der  Seite 
117.  gegeben  sind,  verwischt.  Zu  dem  hat  sich  in  die  dort  mit- 
getheilten  Darstellungen  ein  Versehen  eingeschlichen.  Die  For- 
meln, die  wir  in  der  Bezeichnung  des  Verf.  hier  geben,  sollen 
wohl  heissen: 

£"Sin  X  ==(  o  Cosec  5-A)"Sin(a? — n    ^    )  **"•* 

Z"Cosa;=  Ty  Cosec^A)"  Co«(ar-»-J-J , 
während  sich  dort  vorfindet: 

*  k 

2"  Sin  ;r  =3  (2  Cosec-Ä)"  Sin(ar-fi^!^y 

r"Cosa:=:(2Cosecg^Ä)*  Cos(.t:--«^!^) » 

was  mehrere  mal  vorkommt,    während   die  Gleichungen,  woraus 
diese  Darstellungen  abgeleitet  sind,  in  $«.  2.  S.  90.  richtig  stehen. 

6.  4. 

Nicht  so  willig  lassen  sich  die  Functionen  orP  und  Ig»  für 
die  Differenzen  und  Aufstufungen  und  ^i^^  fflr  die  Aufstuningen 
bebandeln.  Um  auch  diese  dem  allgemeinen  Gesetze  zu  unter- 
>verfen,  dient  die  Methode  der  Darstellung  der  Unterschiede 
und  Aufstufungen  durch  Differenziale  und  Integrale. 

Um  diess  nachzuweisen,  sind  allerdings  einige  andere  Unter- 
suchungen nothig,  die  iedoch  durchaus  nicht  weit  aasereifepd  sind. 
Die  hierzu  erforderlicnen  Gleichungen  finden  sich  (§.  42.  grelles 
Joum.  12.  Bd.  §.  19.  und  20.  Cr.  Journ.  33.  Bd.)  angegeben,  und 
entwickelt.  Sie  sind 
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•  "^   ^—   (dx)"   +       w+l  (8af)»+» 


•der 


2.  A"jr=(«3i— i)«.jr. 

Alle  drei  Darstellangen  sind  allgemein  und  gelten  flir  ein  pe* 
sitives  und  negatives  (ja  sogar  ßir  ein  gebrochenes  pos.  und 
neg.)  m.  Unter  SC(i,2...my  ist  der  Summenausdruck  der 
Verbindungen  mit  Wiederholungen  aus  m  Elementen  zur 
Iten Glasse verstanden^  oder  ein  Fakultftten-Coefficient,  wie 
ihn  der  Verf.,  den  Beeriff  von  einem  speciellen  Fall  ableitend, 
nennt  und  womit  er  sich  mehrfach  ($.  10.  S.  44.  $.  16.  8.  166.), 
iedoch  immer  nur  im  besondern  Falle,  beschäftigt.  Die  Daratel-> 
rang  dieser  Summenausdrficke  fflr  die  verschiedenen  Classen  ist 
sehr  wichtig,  denn  sie  sind  in  der  Analysis  sehr  verbreitet,  und 
haben  för  viele  Entwicklungen  (nicht  allem  fiir  die  Fakultäten)  die- 
selbe Bedeutung,  wie  die  BinomialcoefBcienteo  Rlr  andere.  Es 
lobst  sich  daher  wohl  der  Mühe  sich  mit  ihnen  zu  bescbäfligen, 
ttod  die  allgemeinen,  für  sie  geltenden  Bildungsgesetze  zu  er- 
mitteb.  Hat  man  sie  gefunden,  ao  ist  man  der  Mühe,  sie  in  je- 
dem spedellen  Fall  wiederholt  aufzusuchen,  überhoben.  Ihre  Dar- 
stettung  wird,  durch  ^ne  nierki9^8rdige  Beziehung,  worin  die  Sum- 
mensaoidrucke  der  Verbindungen  mit  und  ohne  Wiederho- 
Inngen  zu  einander  stehen,  und  die  ich  (§.  8.  33^  Bd.  Grelles 
Joom.)  nachgewiesen  habe,  erleichtert.  Ist  nämlich  der  Ausdruck 
für  SC(i,2,i,...my,  gefunden,  so  gilt  derselbe  unmittelbar  dSr 
SC(l,2,o,-.m— ty  wenn  (-^m)  statt  (-fm)  in  ihm  gesetzt  wird  und 
umgekehrt.  Die  BernouUischen  Zahlen  sind  ein  besonderer  Fall 
dieser  Sunimenausdriicke.  Man  findet  sie,  wenn  m  = — 1  gesetzt 
wird.  Benutzt  man  diese  Bemerkungen  und  die  im  33.  Bd.  Crelle's 
ioom.  6.  19.  ui^d  20.  gegebenen  Entwicklungen,  so  erhält  man  aus 
1.  und  2. 

i  A«v/8"^*   .  w  8-^1  jr  ^  . , ,  3m+i     3*^»a:^^, 

+  2.1.2.ä.4'(Si)=*»*^ 

.  15m»+30in»+5m-2      3-+^  JC  ^    - 
+       .    48.1*li ""  (äiM**""^ 


«(m— 1)WI  /^~'y/a,\-,_t 


Beide  Darstellungen  unterliageD  offenbar  einem  und  demsel- 
ben Bildungsgesetze  für  i+ta)  und  ( — m),  wenn  man,  nie  sich 
leicht  erweisen  lästt,  beiqerkt,  dass 

Sie  ^Iten  sogar  üQr  gebrochene  in.   Der^liesondere  i^'all,  weiui 
iK=\  in  0-  tst,  wofSr  der  Verf.  seiner  WichtigkeU  wegeo  ztrei  ztt- 
rCekliiiirenda  Bildun^welsen  mittheUt,  gibt  d^  bekannte  BeraouUi- 
scke.Rtibft  und  e^  kt    / 
U 


=iA 


1    ■  g'XA»        ■■' 

S«  oft  msM  mm  'di«  hChen  Differenzfal»  md  Int^rsle  dMf 
Faucfinn  darateltett  kam,  lo  oft  Inmn'  man  uidi  Uenscfa 
X:=:a*I(dle  noch  fragliche  Fnactlon) 
X=\ex  sind  die  bSfaero  DlSerenziaJe 
tegrale  aber  sind,  so  viBl  mir  b^liiuiiil 
bstehenden  Gleichungep  werden  die 
und  das  Fehlende  ergünzen.     Es  iftt 

woria  Irl^al.S.S...;)  vnij  SC(\,'i^,..p)t-}  die  Summen  der  Ver- 
bindungen ohne  Wiederiiolungeo  aus;)  Elementen  Eur  {p — l)ten 
Classe  sind. 

Aus  3.  erbfill  man  mit  diesen  Hittela  ausgerflslet: 

10.  ^-Jt=2-Jr■^m2«-lJ^ 
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t  ./ 


•   .  '     •  •       .  '      .  ••  .4  :  ..  .     ••n.'«:      ••   1  ■       I.    ••  V     . 

•  *      •  'Z 

:  .  •   /     •  •  1  (  •    t  •  . .    "  ;  \      I  t    • 

^  j  ♦  • 

Diese  Dars(elling  gi|i' j(ur.  ^d^'s  b^Iißbige  m  un^  stelliäie  djo- 
«luven  vLvA  negativen  Aufstufufi^^.n  jeder  beliebig^^n  I^'unctiob  (also 
\^j:,j^  iOtc.}  dar.  Der  Ibi^^orider^  Tall,  wenn  m^z:  — 1^  gibt  eine 
bencikenswerthe  Reibe;  sie  ist 

11.  c-*J^=^--j^4.g-ris:3^)«T'4i;rX(ai)^ 


.17    A^a^Ji: 


Id  1.2...7^A?)'  { 

und  steht  der  Bemoullischen  Reihe  zar  Seite,  denn  sie  lehrt  die 
Poteoieureiben  mit  ab  if  e  ch  s  »1  fo  4S  u  Zf  ichea. 


♦  *.  •     -.  ti  ■ ' 


homiuireD,  wie  die  BernuuUiscbe  Reihe  die  Potenzenreihen  mit 
eiatri^i  Zeichen 'muiliiiHeii.iMlrt>  und  bat  .daher, ]ftte«0lb^t)ralc- 
tiMbe Btdehttaag  la.tiDer  Xkeitfrie  deciSumraeureebnuDg  wie 
fc  BeffDaalliacfee .  Reihe»        .11:., 

iö,  ..■•••  .        :  /    :  .  . 

ubserni  fiuaiwen  in.  karaem  Um- 
riss  die  feandtogfiiatoeir.Recboaog  mit  afidUcb«^  DiffecenzeD,  und 
zwar  fortrrt  Bm-  einibcbe  Fimetlonea..  Hieraff  rei^t  sifsh  sodiupa 
die DarateUoDg  der  positiven  und  negativen Cat^rscbieda 
and  Aufstufuogen  der  zusammengesetzten  Functio- 
nen, was  ifit  flfcbt.wc^t^r  v^rfol^ea;  fondern  nur  andeuten.  Erst 
venn  diese  Vorarbeiten  vollendet  sind,  kann  zu  einer  Suromen- 
rechnung mit  f^alacbea  uoA  'zusananf»ngesetzteu  Functionen  Qber- 
gegangen  werden.  Ueberbtickt  man  ntib  Üie  hier  mitgetheilten 
Ref«ultate,  so  zeigt  sich,  dass  die  sogenanifte  Differenzen- 
Kechnnag  den  grössten  Tbeil  des  »caidtti  direct  et  inverse 
aox  diff^rences  bei  Lacroix,  und  auch  der  Differenzen- 
QDd  Summenrecboiiiv^  dqs  Vpf-  umschliei»sf,  und  mit  Recht 

ooftchfiessen  muss,  denn   das  Zeichen  2,  wefebes  Lacroix  und 

der  Verf.   gebrau£ht^,^,'^t    nichts,  anders*  ak  das  Zeichen  A  mit 

ttoem  negativen  Exponenten.    Da  nun-  atle  Gesetze  för  A'^'^JITund 

^^X  unter  einen  Gesichtspunkt ',  fallen,  so  können  sie  nicht  von 
eiaaod^jjescbiedeu.  werden.  Eiae  Tr^ni^ufi^.  in  zwei  i^er  Natur 
ziacli  geschiedene  Abfbeiinngen,  wie  Lacroix  und  der  Verf.  vqc- 
lununt,  steht  daher  mit  einer  Theorie  dieser  Gebilde  nicht  iäi  Ein- 
klang. Dass  sie  aber  einem  und  demselben  Bildungs^esetze 
unterliegen,  kami  nach  den  hier  gegebenen  Mittheilungen  nicht  in 
Zweifel  gezogen  werden.     Endlicn  liegt  auch  der  Zusammenhang 
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zwischen  A"^jr  and  A"*X^J^  md  ^-X  «o  einfach  znTage, 
da8s  alle  Compllcationen  wegfallen,  und  dass  also  auch  der  Zwei- 
fel des  Verf.,  ob  fiberhaopt  ein  „aUgemeines  Bildangs^esetz'*  ab- 
gesehen werden  kann  (S.  118.  9-  ^)  nicht  gegiüadet  ist,  da  da 
solches  existirt. 

Mit  den  bisher  aufgefundenen  Hfllfsmitteln  kann  nun  eine  Som- 
menrechnnn^  ohne  Schwierigkeit  durchgefllhrt  werden,  worin 
die  Trennung  in  zwei  Hauptarten  von  Reinen,  mit  einerlei  und 
abwechselnden  Gliedern,  sogleich  hervortritt  Die  Betrachtaogen 
nun,  welche  derselben  eine  teste  Unteriaee  geben,  sipd  (§.  72.  n. 
IT.  u.  $.  104.  u.  ff.  Cr.  Jour.  14.  u.  15.  Ba.)  der  Lehre  v.  d.  anfst 
Funct.  niedergelegt.    Bezeichnet  man  nun  auf  folgende  Weise: 

1.  JÜq  +  JTj  -t-Xj^-^X^ ....  +  As=s  SXmf 

2.  Ao-jri+jii-^jrg...(-)-jr«=iS(-)«x.; 

so  erhftlt  man  durch  eine  elementare  ErSrterung  folgende  Gmod* 

fesetze  für  die  Darstellung  der  Summen  aller  einfachen 
'unctionen: 

3.  sjr«=A-'jr«+i-A-tJi, 

4.    S(HnXn=M^^X^i  +  t^Xo. 

Die  Auffindung  des  fraglichen  Snmmen-Ausdrucks  beruht  daher 
auf  der  entwickelten  Darstellung  zweier  Ausdrflckeder 
ersten  negativen  Differenz  oder  Aufstufnng  eInerFuoc- 
tion.  Da  nun  in  §.  3.  und  $.  4.  gezeigt  wurde,  wie  sie  f&r  alle  Fälle 
gefunden  werden  kuimen,  so  bann  auch  die  verübende  Ajafp^ 
n.— 4.)  immer  getöst  werden.  Als  Beispiel  diene  der  vwniger  ent* 
fache  Fall,  wenn  ^o==^'  '^t  Man  erhält  dann  a«s  7.  $.  4  nach 
der  Vorschrift  von  3. : 


•  •  • 

Aus  11.  $.  4.  erhUt  man  nach  4.  folgende  zwei  besondere  FlHo» 
fOr  ein  gerades  und  ungerades  n: 

6.  xP — (or + A)i»  +  (ä+2ä)p.,..  +  («  +  iiA/ = 5(-)«ii 


=  j[«+(n+l)*)'+«'I 


7.  af— («  +  A)f +(ar  +  2&)P...  -(«+«A)P=S(— )"  .¥■ 
=-j[(^+(«+l)A)«'-a*l 

+  ^  A[(x +(n+ l)A)P-»-a»-»] 

Die  ans  5.  sich  ergebendea  besondern  F&Qe  sind  bekannt.  Die 
an  6.  und  7.  sieh  ergebenden  weniger.  Wir  steilen  daher  einige 
bier  insammen ,  damit  man  daraus  die  Anwendbarkeit  der  hier 
Ditgetbeiiten  Methode  ermessen  könne: 

&  1-2  +  3-4  +  .. .±n=^ 

» 


1  _2«+ 3»- 4« + ...  ±  n«  =  2"  +  2^= -^^ 

n>      n        n(n-fl) 
~      T     2-      1.2 

M*       SM*       1 

1  „ii + 3._4»  + ...  ±««=1^  +  T"-  J 

n'      3n 
--3- — T' 

I  -  24+34  _4«  + ...  ±„4=^  4«i_  J 

l-2.  +  3.-4.  +  ...±„»4  +  *5^-^+| 
Theil  \I1I. 


II.  8.  w.  Die  ersten  AnsdrOeke  gelten  (Ur  ein.  rarides  n,  also  lur 
^ne  ungerade  Giiederanzahl ,  die  zweiten  flir '  efn  ungerades  n, 
'  also  für  eine  gerade.  Das  Fordernde  dieser  Methode  macht  sieb 
besonders  klar,  wenn  man  die  Art  hiemit  vei^let^ht,  wie  Euler 
Diff.  Rechnung  2.  ThI.  $.  178.  u.  ff.  und  nach  mm^Lacroix,  Calc. 
diff.  et  int.  T.  III.  p.  ^97.  u.  ff.  diese  leihen  behandelt  haben, 
ohne  ans  den  speoieUen  FftUen  herauszutreten. 

Die  Gleichungen  3.  und  4.  zeigen  den  Zusammenhang  zwischen 

iS  (Begriff  der  Summe)  und  A^  oder  ^^  (erste  negative  Diffe- 
renz oder  Zuzählung)  und  beweisen  dadurch ,  dass  beide  nicht 
identisch  sind,  ongleich  im  einzelnen  Falle  beide  zusammen- 
fallen kunnen.  Häufig  wird  A'~^  durch  Z""  bezeichnet ^  diess  thut 
Laplace,  der  auch  Ä^^^^Z*"  angtbt,  Läcroix  und  auch  Euler. 

Die  Bezeichnung  des  Begriffs  von  A'''";!^  durch  S'*Jl  halte  ich 
nicht  für  zweckrofissig.     Sie  verwischt  den  Zusammenhang,  der 

zwischen  A*"  JT  und  2"*jr  herrscht,  beinahe  ganz,  während  die  Be- 
zeichnung A""*  X  ihn  hervorhebt  und  die  Theorie  auf  A"^-X,  nicht 
aber  auf  Z'^JIl fährt.  Zudem  hat  Laplace  (Theorie  des proba- 

bilit^s)  sich  nur  mH  der  Darstellung  von  A"*",  durchaus  aber 
nicht  mit  Ajiffindung^  von  Summenausdn'icken  (S)  beschäftigt. 

Der  Verf.  entwickelt  S.  86.  §.  1.  der  Summenreehnung^  den 
Besriff  von  Summe  gant  richtig,  veriflsst  ihn  aber  alsbald  wieder, 
nnd  kehrt  zu  dem  gew<ihnücben  Begriff  der  „willkffhrlichen 
Con  staute''  zurück,  der  ihn  dann  zu  folgender  Darstellung  führt: 

9.  fx=i:<p(x)  +  C. 

Wir  halten  diese  Definition  im  RO^kblick  auf  3.  und  4.  nicht  för 
zweckmässig,  da  ihr  die  nöthigende  Kraft  des  innern  Zusammen- 
hangs fehlt.    In  dem  Begriffe  der  Summe  (3.  und  4.)  ist  nichts 

Willköhrliches.  Die  Ausdrücke  (A~*Jlo  «n^  ^^^o>  gewöhn 
lieh  Constante  genannt)  sind  eben  so  gut  integrireode  Theiie  des 

Summenausdrucks  wie  A"'^Xi+i  :?=2Jir«-|.,  und  ^-*An-fi,  und  daher 
weder  fiberhaupt  willkührltch,  noch  enthalten  sie  etwas  Will- 
kflhrliches.  Sie  sind  durch  tuid  durch  bestimmt,  wie  denn  auch 
diese  Bestimmtheit  in  der  Consequenz  der  Theorie  einer  Wissenschaft 
liegen  muss.  Sogar  für  die  Inteeral  •  Rechnung  sind  diese  Be- 
rn erkungen  von  Belang,  wo  der  Begriff  der  Constante  (ins  Be- 
sondere bei  dem  bestimmten  Integrale)  wieder  hervortritt,  wie 
denn  überhaupt derZusammenbangzwischen Differenzen-  undDif- 
ferenzialrechnung,  Summenrechnung  und  Integralrecb- 
nung  unbezweifelt  vorausgesetzt  werden  darf. 

«.  7. 
Ist  nun  der  Begriff  des  Summenausdruckes  einer  einfachen 
Function  gegeben ,  so  wird  man  durch  Wiederholung  auf  Sumineu 
von  den  Summen,  wiederholte  Summen,  von  dem  Verf 
vielfache  Summen  genannt,  gefuhrt.  Hier  ist  zweierlei  zu  he- 
stimmen:  a)  wie  die  SummenausdrQcke  für  sie  gefunden  werden, 
b)  was  unter  ihnen  zu  denken  sei? 
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Ofe  Beantivortang  dieser  zwei  Fragen  fllhrt  n  folnaideB  Dar- 
f^riheceD.  die  in  §.'73;  und  j.  90;;$. 91.  meiner  obengenanntenSciirift 
oKricEelt  sind: 

1.  5«  JT, = (n + 1)  A;,  +  nAi+(ii—I)Jr|i +-...  + Jti 

S»  A,=(n+1],  Xo  +  [«],  Xi  +  [«-It  Ai.....  +  X. 

= A-»  A4,  -[n  + 1],  A-*  Jli-.[n+l],Ä-*Jr,- A-»jr^ 


ssA—JKi^K-  [n+i],-,  A~*Ji;>-  [n+l]«_aÄ-*Ai— ...— A~"  Jr«_i 
■•  2.  *-(-)-Jr,,srjr^[2]«_,X,_,+(3]«_,i:«-,-...±[«+l]«-iXo 


Die  Form  der  sich  aus  S*  90.  und  §.  91.  ergebenden  Reihen  mit 
'dRa  Sammen-Ausdrficken  ist 

1  J^,+2^,+3Ji+4Jir,...  +  (n+l)Jr, 

»(ä+DA-*  X^--^-*Xn^-t-£i-*X^ 
Ji+Pi  JTi  +  [3],  A;+ [4],  X, ....  [» + 1],  A» 

=l»+tiA-*  A,+i -[n  +  l]xA-" jr„+,  +  A-» Xn+i  -  A-»  Ao. 


li + [2}«-,  Jf,  +  [3]_,  jr. +[41,_,  Jf,...[n  +  !]«_,  A, 

=tn+l],-i  A-*Jf»+,-[n+l]«_,A-*  a:«+, ... 

...(-)«-  >A— A.+1  {-;«A— a;,  ; 
*-  J;,-12]— iJri+l3]«-,A,-[4]^xA,....±[n+lV^2r» 

=±(»+1]— .r*J^fi±(n+l]._i^''j:H-»..±^'-"Xfi+^^ 

Hierin i8tU3,^y^y'*"'yjf^"y''~^^  •   Die  fr.  1.  und  2.  ange- 

gekene»  SanDien-Aiisdfilclie  ^thalten  so  viele  Conetanten  (wenn 
HHoi  diesen  Ansdrudc  gebranchen  vriU)  als  die  Wiederboloog  der 
SmAflnrechmmg  Teriangt;  die  in  3*  und  4.  angegebenen  nur  eine 
Coulaste. 

4* 
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Dm  Verf.  behandelt,  zwar  §.  &  2te  Abth.  8.  116.  die  fielfa- 
chen endlicheD  Inteerale.  Wa»  «ich  aber  de^  Leeer  daronter  für 
einen  Begriff  zu  bilden  habe»  geht  nicht  klar  und  deutlich  hervor. 
Diese  Unbestimmtheit  mochte  zum  Theil  darin  ihren  Grund  haben, 

dass  nicht  ztviscben  SXn  (Sununenausdruck)  und  £Xi  =  A-^.X^i 
(negativer  Unterschied  einer  Function)  gehörig  unterschieden  ist 

Auf  Seite  117.  ist'z.  B,  für  2^*V'=A'"a'  (vergl.  15.  $.  3.)  fol- 
gende Gleichung  angegeben : 

dabei  aber  nicht  erOrtert,  was  unter  £  a'  zu  verstehen,  noch 
wie  die  »»willkuhrlichen  Coostanten'^  Co»  C|,  C2— •d-n  gefunden 
werden.  Nach  den  hier  gegebenen  Mittheilunp^en  ergibt  sicli 
aus  15.  §.  .3.  und  1.  dieses  Paragraphen  unverzüglich 

= (Snri)= a*-i (aVlf)i--- 

(n+l)iK^^("^*)* 
(a*- !)"•-»     • 

Auch  Laplace  spricht  (Thi^  orle  anal.  d.  prob  ab.  Chap. 

1.  Nro.  II.  bei  Darstellung  von  S'^rrÄ^'"  der  Functionen  von  „will- 
kührlichen  Constaoten'^  die  man  bei  der  wiederholten  Integration  se- 
wiunt»  lässt  aber  ihretfi^griff  gleichfalls 'nnei'örtert.  Welche  Stelle 
soll  aber  ein  unerurterter  Begriff  in  einem  Systeme  einnehmen! 

Die  iu  dem  Vorhergehenden  niedergelegten  Bemerkungen  bil- 
den meines  Erachtens  die  Grundlage  für  die  systematische  Dorclf 
fShrung  einer  Theorie  der  Differenzen  und  Summen.  Ist 
nach  dieser  Grundlage  das  hierher  gehörige  Material  Tcrarbeitet, 
dann  reihen  sich  an  sie,  als  ein  organisches  Ganze ,  die  äbrigen 
Mittel  zur  Summirung  der  Reihen  (einfacher  und  zusammenge- 
setzter), welche  noch  aus  andern  Zweigen  der  Mathematik  be- 
schafft werden  können ,  .sowie  die  Kritik  der  hiebei  zu  benatxen- 
den  Mittel,  wie  Convergenz  der  Reihen  etc.,  welche  der  Verf. 
auch  gegeben  hat. 

Ich  bin  nun  weit  entfernt,  die  hier  gegebenen  Andeutungen 
fiir  etwas  anderes  als  was  sie  sind,  n Jimlich  die  subjective  Ansicht 
eines  Einzelnen,  und  daher  weder  für  besser  als  die  eines  Andern, 
noch  fiir  die  einzig  richtige  Auffassnngsweise  des  hier  einfedscUa- 
genden  Systems  zu  halten.  Doch  glaube  ich,  d^a  ^^^ 
manches  gute,  zur  Aussaat  braucKbare  Korn  und  manchen  Vor- 
zug vor  der  bisher  befolgten  Behandlüngsweise  enthalten.  Sie 
fahren  wenigstens  einen  Zweig  (Anfstafnngen  und  8umni«A 
der  Reihen  mit  abwechselnden  Zeichen)  in  das  Systeni 
and  überbieten  die  bisher  angewendeten  Metboden  an  Braucb' 
barkeit  und  in  Erzeugung  des  Materials.    Ich  darf  daher  wohl  die 
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Veberzeugung  aussprechen,  dass  der  Verf.  bei  seiner  Gewandtheit 
10  Uandhahang  des  Calculs,  eine  gehaltreichere  Schrift  dem 
Publicum  uberp;ehen  hätte,  wenn  er  von  der  hier  angeregten,  all- 
geocinern  Ansicht  in  Durchfuhrung  der  Differenzen-  und8uni- 
■eorechnung  ausgegangen  wäre^  daran  die  weiteren  Resul- 
tate geknüpft  hatte,  welche  in  der  neuesten  Zeit  von  anderen  Schrift- 
:^tellem  eröffnet  wurden ,  und  dadurch  zur  Feststellung  der  Grund- 
ni^e  einer  Wissenschaft,  ihrer  Verbreitung  und  Erweiterung  bei- 
getragen hätte. 

Die  hier  niedergelegten  Bemerkungen  sind  keiner  Nebenab- 
sicht, sondern  dem  Wunsche  entsprungen,  nach  Vermögen  zur 
«iasenschaftlichen  BeerQndung  des  von  dem  Verf.  behandelten 
Zweigs  der  Mathematik  beizutragen.  Ihr  Zweck  soll  daher  nicht 
eio  l/teres  und  unfruchtbares  Negiren  sein,  sondern  ein  gemein- 
sanes  Aufbauen.  Hiezu  ist  Anstaufch  der  Ansichten  und  vereinte 
Kntt  notfaig,  denn  nur  auf  diesem  Wege  wird  die  Wissenschaft 
gefurdert  werden.  Die  vorliegende  Schrift  soll  als  Compendium 
n|r  afauieiiiische  Vorlesmigea  dienen.  Vietteicbt  nimmt  der  Verf. 
kiebei  gelegentlich  die  Veranlassung,  das  Gesagte  zu  beachten 
■od  zu  prüfen,  ob  und  was  daran  als^  riditig  sich  bewähre;  es 
hat  ja  ohnedem  grossen  Reiz,  bei  wiederkehrenden  Vorträgen 
eineo  und  denselben  Zweig  der  Wissenschaft  von  verschiedenen 
Seiten  ans  zu  betraebteB  «nd  zu  beleuchten. 

Unter  die  Verbesserungen  sind  noch  nachtrl^licb,  ausser  den 
in  S-  3.  angegebenen,  aufzunehmen: 

S.  19Z.12.  V.  o.  A»Sin:p=+(2SinJA)»Co8(J:-^^) 

statt  (2iSin^A)*Sin(a:+^Y 


S.  178  Z.  13.  V.  o. 


X-I-2A 


statt 


d;-f3A 

— - — X* 


r 


»1  • 
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nie  eÜiiMsi  ninlma  data  quadran^olo 

clrcamscripla. 

Quaetivit 

FrancisGiis  Seydewitx. 


Perlegentinau^r,  quae  de  problemate  suprascripto  Illuatr.Ange- 
ras,  gymnasiiGea^oetifiaPiofcsaory  diMertut,  in  meotem  mihi  venit 
propositionls  caiusdam,  in  auam  pauUo  antea  incideram,  qnum  de 
persimili  re,  acilicet  de  elUpai  maxima  quadrilatero  inacribeDda 
auaererem ,  et  qua  iam  tanc  mihi  videbatiir  ad  eioadem  probiema- 
tis  aolutionem  via  ab  ilia  Euieriana  plane  diversa  aperiri.  Neqne 
ea  me  spea  fefellit;  intellezi  tamen,  postquam  proprius  ad  rem 
acceesi,  solntionem,  quam  inde  obtinoi,  ad  eas  onidem  figuru, 
ouae  ad  Universum  quadrangulonim  genus  pertinent,  accommoda- 
tissimam  esse  ac  praesertim  peculiari  geometriae  usui  magis  se 
applicare,  quam  illam,  cnius  £alerus  inventor  fuit,  paene  totam 
in  numerornm  spinis  versautem :  in  speciebus  vero ,  nt  in  trapezio, 
in  paralielogrammo  et  in  quadraugulo  decurtato  sive  triangulo, 
excepta  una,  ubi  alterutra  dia^onaiium  per  alteram  bipartitur,  omni 
plane  usu  carere.  In  bis  ieitur  ad  alias  methodos  confuglendom 
erity  quas  tarnen,  quum  nihil  diflicoltatis  babeant,  hie  praeter- 
mittun. 


§   1. 

Fineamus  (Tab.  I.  Fig.  1.),  esse  rectas  PQ,  QR,  RP  tres 
polares  narmonicas  coniugatas,  ad  eilipsin  ABCD  relatas;  reciaffi 
mZ  semidiametrum  huius  ellipseos  per  punctum  R  dnctam  et 
lineam  PQ  in  puncto  V  sectotem,   atque  MX  esse  semidiame- 
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tnmi  lioeae  PQ  parallelam:  pfimuai.iipparet»  poncta /Z  et  F  duo« 
polos  esse  harmonicos  coniugatos  rectae  MZ,  et  ob  eam  caussani 

Deiode  quam  sit  PQ  polaris  barnioiitGa  puncti  B,  eadenique 
lineae  MX  parallela,  erit  MX  semldiainetro  MZ  coniueata,  almte 
ideo  puncta  K  et  y,  ubi  MX  per  lineam  PR  et  per  liDeam  Qy^ 
ttclae  MZ  parallelam ,  secatur,  erunt  duo  poli  harmoDici  coniugati 
Kiieae  MX,  itaque 

MY.My^MX^. 

Jam  vero»  si  angulos  QRV,  PRV,  RMY  (seu  RVP),  QPR 
ti  PRQ  deinceps  literis  «,  ß^^f  y^.i^  desfgnemus,  aeqoationes 
prodenat  hae: 

MY=MR.  -s~-  «^  My—Qv=:RQ'  -. —  ^PQ- r-f ; 

am/  ^     T.  ^   aimp         ^ain^.sitt^ 

linde  «eqnjtur:  • 

[MZ.MX.sintpl^Tzz  [2^ZMXP 
=MR.MF.Mr.Mi,.B\n^=MR^.MKPQ  .filiSL^^BJß ; 

vd  ri  literis  p»  q,  r  rectae  perpendiculares  e  centro  ilf  ad  QR, 
^fi»  PQ  demissae  notentur: 

quh  p^MB. aiDu,  q=^MR,8\uß  et  r=ilfr.8in^  esse  debent. 

QuoDiam  duaruin  ellipsium  areae  nt  triangula  a  binis  semi« 
^etris  coDiusatis  earum  constituta  se  habents  si  tres  polares 
^armonicas  coniagatas  PQy  QR^  BP  easdem  dimul  ad  diversas 
eltipses  referamas^  et  literis  ii/pi;  q,  gil  r,  r^  aut,  perinde  at 
^upra^  ternas  rectal  perpendioalAres  aut  omntno'  temas  paraHelas» 
e  centris  earum  ad  nneas  QR,  RP,  PQ  demisftas  designemus, 
ex  aeqqationemodoloventaeolUgltnttS,  areaa  illaram  ellipsium  qua* 
^^^  tsse  sicut  producta  p-q^r  Bt  pi^qi^r^;  id  quod  iß  hutic 
iDodom  exprimere  possumus: 


Theorema    1. 


BiBafain  ellipsium  areae  quadratae  ^unt  intet  se, 
Qt  teraoTBm  aegjnentoram  producta,  quae«  tribuarectis 
'lAeis  utcunque  datia  paralleia,  iater  ceotra  ipsarum 


et  tres  rectas  polare«  harmonicas  coniagatas',    Garris 
ipsis  commuDes,  intercipiaiitur. 

Hinc  autem,  quoniain  lineae  PQ,  QR,  RP,  qnae  iotersecti- 
ones  P,  Q,  R  laterum  opposttorum  qaadranguli  completi  AB  CD 
inter  äe  iimgunt,  qaoad  omnes  ellipses  per  puoeta  A,  B9  C,  I) 
tranaeuntes,  polares  tres  harmooieae  cofiiugatae  sunt,  sine  ullo 
negotio  efüeitur: 


Tbeorema    2. 

Inter  omues  ellipses«  per  eadem  <|aattuor  pnncta 
transeuntes,  eiusarea  minima  erlt,  e  cuiascentro  si  ad 
eas  lineaSy  qnae  coraustorura*)  quadranguli  completii 
per  iila  puneta  constituti,  intersectioaes  tres  conian* 
gunt,  tria  aegmenta  datia  quibnalibet  rectis  paralleia 
ducantar,  iatorum  segmentorum  productum  omntam  mt- 
nimum  existet. 

Praeterea  conatat,  qood  etiam  in\omo  quarto  „Archlvi  Gru- 
nertiani''  geometrice  a  me  ostensum  est: 


Tbeorema    3. ' 

Omninm  sectionum  conicaram,  per  eadem  quattuor 
puneta  transeuntium,  centra  in  alias  sectionis  conicae 
peripheria  sita  esse,  auae  quadranguli  completi,  ftf 
lila  puneta  constituti,  latera  sex  bifariam  seeet  atque 
insupef  ooraustorum  eius  tres  intersectioaes  cod* 
tineat. 

Duobus  hisce  theorematis  posterioribus  perspectis,  cetera 
omnia  per  se  patent.  Primum  enim  aequatio  eius  sectionis  co- 
nicae, quae  omnium  ellipsium  quadrangulo  dato  circumscriptarum 
ceotra  complectitur,  quaerenda  et,  quo  facilior  theorematis  secundi 
appiieatio  uat,  ita  conformanda  erit,  ut  segmenta,  quae  tria  nn- 
mero  e  sihguiis  huius  sectionis  conicae  punctis  ad  polares  har- 
monicas coniugatas,  Ulis  ellip<»ibus  communes,  ducuntur,  simul 
coordinatarum  vices  sustineant ;  deinde  istius  aequationis  ope  opor- 
tebit  productum  trium  illorum  segmentorum  per  haec  ipsa  seg- 
menta variabilia  exprimatur  et  differentiale  eius  =0  ponatur;  quo 
facto,  assumptaque  ad  duas  aequationes  ita  ortas  tertia,  quae 
inter  tres  cuiusque  puncti  coordinatas  Intercedit,  conditiones  centri 
ellipseos  quaesitae  apparebunt 


*)  Haec  Tox,  a  lexicoffraphit  nejrlecUi,  apad  Boettaiu  Yel  potto* 
Jaliom  Frontinnm,  quem  ilTe  «equitor,  quadranguli  laCu«  haif  opposi- 
tnm ,  hie  piunino  latera  etui  oppoeita  ■igttiJleat  (C^aslee  Geedi.d.  GeoaiM 
übereetal  ▼.  Subnice,    p.  6182.), 


$T 


$.2. 

Ponaraos  i^tur»  esse  Ä,  B,  C,  D  puncta  quattuor  data,  {>er 
oae  ellipais  minima  ducatur:  ante  omnia  moneo,  haec  puncta  ita 
debere  ioter  se  collocata  esse,  nt  Dullum  eoram  inträ  triangulam 
a  rdiqilia  effectiun  cadat  Sint  pprro  P,  Q^  R  iotersectiones  co- 
nutoraro  AB  et  CD,  AC  et  BD,  AD  et  i?C  quadranguli  com- 
pleti,  quod  per  illa  puncta  constituitur;  puncta  J ,  G,  L,  £,  F%H 
Bfidietates  istorom  laterum,  et  JP|,  Qi,  Ri  ea  puncta,  nbi  liöeae 
QR,  PR,  PQ  a  Kneia  PA,  QA,  RA  secantur.  Snpponitur  autem 
Üc,  A  iUud  esse  e  quattuor  ^unctis  A,'B,  C,  D,  quod  intra 
triügolam  PQR  ae  habet.  Denique  segmenta  P/\,  QVi»  RRil 
^i9  AQi,  ARi  deincepa  literulis  Pi»  gi»  t^^  n,  tt,  q  deaig- 
neotor. 

Consentaneom  est,  coordinatarum  rounua  eia  segmentta  iniun- 
ffite,  qoae  rectia  PP| ,  QQi*  ^^  parallela  ex  quolibet  puncto 
oMiae  ad  rectaa  QR,  PR,  PQ  tendunt,  iataque,  literls  p*  q»  r 
noUoda,  aensu  aut  poaitivo  aut  negativo  accipere,  prout  punctum, 
<|«od  defintnnt,  ex  eadem  parte  iTnearum  QP,  PR,  PQ  atque 
aagofi  eia  oppositi  P,  Q,  R,  aut  ex  parte  contraria  anraatur^ 
Hoc  totem  pacto,  notum  eat,  inter  cniualibet  puncti  coordinataa 
käse  aeqaationem  exiatere: 

^+^+-=1.  (1) 

Pi     qi     ri  ^^ 

Et  quoniam  aectio  coniea,  ellipaium  Ularum  centra  eonüneba, 
per  pnneta  P,  Q  ei  R  meat,  aequationi  igitur  eins  binia  coordi- 
nata  pet^,  p  etrv^l  ^etr—O  positis  satiafieri  necesae  eat; 
praetereaqoe  quum  omnia  aectio  coniea  quinque  putictia  suia  tfatid 
ab  omni  parte  determinata  ait,  perapicuum  eat,  aequationem  iatiua 
sectionia  aic  debere  camparatam  ease: 

Qbi  fi  et  V  qaantitatea  duaa  denotant  conatantea,    quarum  valorea 
^  düonim  adliuc  curvae  pnoctorum  cQordinatia  eruendi  aunt 


§.  3. 


Coordinataa  p  et  q  omnia  puncti^    quod  ad  rectani  infinitam 
fißi  pertinet,  ledern  aequuntur  banc: 

«t  ai  e  puncto  C  ad  redan  Qit  Uofd  -CPii»    lioeae  APi  paral- 
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lela  docatur,  punctoram  Q^  A,  Qi,  C  quattaor  harmaoicorttoi  ra- 
tione  habita,  proportio  haec  evadit: 

CPu _CQ_CQi  CPu_n_  p 


CQi 


-1 


Itaqae  linearam  iniinitaruin    . 

RA  et' 


AC  aeqnationes 


«rant: 

9     -    % 

periiideqae  pro  linas  ° ' 

QA 


«t 


£  +  2  =  0; 


(1) 


I .     I 


et  pro  lineis 


PA 


et 
et 


QB  aequiktionfi; 


-+£-0; 


m 


et 
et 


PC  aequatione« : 


£+1=0 


(3) 


obiineotur. 

.   Jam  ad  determiiiatioDeiu  punctorum  A,  B,  C  et  D  ventouis. 
iBii  quidem  iam  aupra  statuimu^  coordinätas  esa^ 

p=«,      9x=jc,      ras^, 
quamobrem  aeqoatio  (I)  ad  iatiM}  pinctani  relata  io  haoc  abit: 


Pi     Vi     '1 


w 


Deinde,  quam  sit  DR:AR=DRi:ARif  siveDRi — r|:ri— f=Z)i2i:^« 
erit  DRi  =  ft  \2  *  V^^  valore  pro  r  in  aequationea  lineamm  QB 
et  PC  tranascripto»  puncti  D  coordinatae  prodeunt: 

«=— jr-i ;      crr^-^xp^ »     rasa  "^      '  > 

et  quum  ait  CQi  iAQx  =  CQ  :  ilQ,  ai 

Oft:   »  i=C«?|4*ft.-^»^t, 


aire 


m 

■M  sagnentttm  CQi  negatif e  suniMdaiii  est  et  qi  >  2x ,    efficitur 

CQi= y^o  *  indeqoe,    adhiWti«  Uoearttiu  iSCv^et  PC  aequa- 

tiottboe,  Goordittatae  puneti  C,  nimimiii: 


% 


''—Vi— 2«       *~      9i— 2»  ft-^' 

modo  GOordinatM  pfancti  B^ 


Boram  taiideai  valoram  öpe  ^t  adhibita  aequatione  (4)  facili 
Mgvtio  iam  iineamm  AD,  BC,  AC,  BD,  AB,  CD  niedietates 
i.  e.  pimcta  F,  H,L,  E,  yf,  tf  ^irleHttinari  powoot.  Procol  dubio 

«■m  emot  coordinatae 

I     > 

puBcti  JFi 

,,-V,_   »-1»  \ ,  liz-^. 


♦      .'/ 


•  •  f 

pffnctf  ,2f  1     "  , 


t».  <•       ii' 


:ij^  fjW  '  '<■    Pitt  \' '  I    •  ■"•    ^  ♦i*''*1''l*  '     ' 

'"2^1-2*     A-W""      "(Pi-2«)(ff,-2x)' 

■  ■       •  •  •        . 

*-2Vpi-^     ?i-Si/      *(;>,-2«)(»i-2«)' 
1/  ftg     .     9i9   \  Pi9iQ 

papctl  £!^     * 

''-2v«+^;r=^;-*-5r^2»' 

•  ■  '  *  •  • 

!/„  .     »1»  \  _„  »1-«  ■ 


Jl' 


!•     '»jm 


.    .    1 
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puacfi  El        ' 

'-2  V2ff-ri  ■^Pi-2«/— «(|»g-2«X2«-ri)' 

puncti  J: 
js  Pf  — -n  Pi  -^Ä 


«    ■      t 


eiifmiicti  Gl 


''"~V(7i-2«)(2e-ri)'  9-     «(^,_2x)(2«-r,)' 


,,,  »(2^-ri) 


i 

9-  *• 


\   • 


Ex  bis  posferioribus  sex  punctis  iam  ad  computandas  quanti- 
tates  fi  et  V  duorum  quoramluiet  <H»ordioatae  sufficieDt.  Ex.  gt. 
si  punctonim  L  et  J  coordiDatarüm  ntlores  io  aequationeiB 
pq  +  (i-pr  +  v.qr=zO  transscribuntiir,  praesto  aapt  a^quationes: 


e  qaibus 


et   v=-7 ^^21 r=-^ 


nanciscimur. 


Hinc  igitur  compertam  est,  i»ectionis  cooicae,  per  centra  om- 
ntum  iUarani  ellipsium  transeuntis»  aequationem  esse  hanc  quae 
sequitur :  ^ 

* 

pq .  piqi.^  irpr.pirvt^  +  fr.  qif^M^=iO , 
vel  eiegantius  scriptam: 


ftl 


+  ^+&=0.  (11) 


Ceteram  eandem  nos  aequationem  nactos  fuisse,  sipropunctis 
L  et  /  bina  quaepiam  e  quattuor  reliquis  cepissemus,  facile  ex 
eo  eomprobabitur,  quod  introductis  in  illani  aequationem  ceteris 
nJoribos,  qaos  in  fine  antecedentis  §.  invenimuSy  aeqoationia  ve- 
ritas  haud  perit 


•  J.  5. 

* 

Jani  con^tderemns  aeqaationes  bacsce  trea: 

P9iri  +  gpiTi  +  rpiqi  —p^qiTi ;  (I) 

qr.qxTi.^^pT:piri,%^  +P97^9i'P^=0;  (II) 

et 

r^^i^HpA^'^i+Pi^P*  Ä=0;  (III) 

QQae  posterior  ex  antecedente  naacitur,  litera  R  productum  j^.^.r 
dengnaote. 

Differentiemos  nDamqaamque  eariim  seeuDdum  qnantitates  va- 
riabiles  />,  q  et  r,  «et  ut  producti  minimi  R  conditio  in  rationea 
inferatiff,  diiferentiale  buias  producti  =0  ponamus.  Quod  si  fit, 
aeqaatioDea  differentiales  prodeuot  hae: 

.qxn-^  ^PifiM-^PiVi  -Sr-O;^  (IV) 

(V) 

Vi  (9fc^H*Ti«^).cjp+yi(rrirc*+ppi^a).ay+ri  (ppixH^'yi«*)  8^=0; 

Pi%\r.dp  +  y,n;«.r.a^+2(^^jcHWi«*)-^=0;  (VI) 

ad  qua«  noTa  accedit,  si  postrema  ab  antecedente  subducitur,  post- 
qaam  factore  ti  affecta  est,  videlicet  haec: 

Pi9i^*fl^3p+ftft^*p3y-'''i(Wi*HWi«*)-^=0,      (VII) 
E  duabus  posterioribus  inter  se  iunctis  colliguntur  differentialia . 
_.  (pPi*^  +  qqi  ^^)  (^PPi  Q^f  rri  Tfi) , 

PiQ^qqi^^-^Pi^^yr        ' 

Sq  _      (pp^  x^  4-  qqy  n^)  (^qq^  g*  +  rr^9f^ 

*  .    qi9^(qqi^^--ppi*^)r 

Quorum  valorum  ope  nunc  si    ipsa   differentialia   ex    aequa- 
tione  (IV.)  e;ip»ll|iDtur,   i^  aequatio  bani?  formam  induet: 


pa,  f«,   r«;   pd,  qd»  ta%   pa^  qd^  rc  ti  pd^  [qa,  rc  ternas  in 
qaattuor  punctis  a,  d,  ^,  c  concurrere. 


5-  7. 

E  mutuo  situ  pnnctoram  P,  Lf  R,  J,  Q  et  Cr,  F,  £,  qaae 
cancta  in  eadem  sectione  cooica  sunt,  concludere  licet,  priora 
quioque  ad  nnum  euodemque,  tria  reliqaa  ad  alterum  curvae  ra- 
niuoi  pertinere,  ipsamque  igitur  ex  hyperbolarum  genere  esse. 
Nam  ex  illis  nullam  iatra  triangula'  per  quattaor  reliqoa  constituta 
cadit;  at  contra ,  quoties  ex  iisdem  qainque  punctis  aut  quattaor, 
aut  tria,  aut  duo  deinceps  cum  uno,  vel  duobus,  vel  tribus  e 
posterioribus  coniunxeris,  nova  quaeque  baec  quioque  puncta  sie 
disposita  eruut,  ut  saltem  unum  eomm  in  aliquo  triaogulo  per  re- 
iiqua  constituto  iocludator. 

Istinc  sequitar,  chordara  PG  et  rectam  pdy  quae  Uli  paral- 
lela  est,  utrumque  cnrvae  ramum  perscindere,  ideoque  illud  pun- 
ctum, ubi  ramus  PRQ  a  linea  pd  secatur,  inter  puncta  p  et  i^ 
cadere;  contra  vero  rectas  PJ  et  apßb  soliim  hunc  posteriorem 
ramum  secare,  duarumque  intersectionum  alteram  a  dextra,  alte- 
ram  a  laeva  parte  puncti  p  iacere.  Ergo  maniiestum  est,  ango- 
lum.t^dy.au\  per  asymptotas  pa»  in  contrariam  partem  orolonga- 
tiMB,  et  pa  formatur,  totum  i  e.  indp  ab  altero  usque  au  altemm 
orus,  per  aliquem  Tsrni  PRQ  arcum  praesepiri,  propterea^ue  hunc 
ipsum  arcum  atque^  eum  hyperbolae  SriPqii  ramum »  qui  in  eo- 
dem  angulo  exteoditar,  quia  iofinitus  est  et  punctum  qn ,  a  curva 
PRQ  inclusum»  continet,  in  duobus  se  invicem  punctis  P  et  N 
perscindere. 

Quodsi  tandem  totius  byperbolae  SriPqn  cursum,  quatenns 
ad  asy mptotam  apab  inclinatur ,  inde  a  puncti^  q^t  et  P  usque  ad 
punctum  eins  inBnite  remotum  atque  istinc,  ad  alterum  ramun 
traiecti»  rnrsus  usque  ad  punctum  S,  mente  prosequimur,  nodo 
iliam  in  P  ab  iateriore  ad  exteriorem  rami  PQR  partem  transmi- 
grantem,  modo  ab  extmore  ad  inleriorem  reversam  videmos,  id 
quod  fieci'Boo.  potest,  nisi  euadem  raanim  in  no?o  puncto  M  per- 
rumpat 

Ex  bis  apparet,  byperbolas  SriPqn  et  PRQQE  reverasese 
invicem  in  tribus  punctis  P,  N  et  K,  et  ob  eam  ipsam  caussam 
etiam  in.  quarto  Jm  penetrare;  quod  vero  de  una  hyperbolarum 
^i^9ii>  SpiQr^i  et  SqiRpii  demonstratum  est,  idem  sine  dubio 
de  reii^uis  quoque  valet.  Atque  igitur  puncta  illa,  quae  supra  tri- 
bus istis  hyperbolis  cum  hyperbola  PhQGE  communia  esse  dixi- 
mus,  band  fictitia  sunt  sive  imaginaria  putanda,  sed  vevera  exi- 
stunt.  Plura  autem  illa  quam  tria  numero  non  esse,  ipsa  figura 
docet.  Nimirum  dao,  /V  et  ÜT,  ad  ramum  PRQ,  tertUim  vero^  Jtf, 
solum  ad  alterum  cnrvae  ramum  GFE  pertioent. 


t. 


6S 


*  • 

X 

EtiamnoDC  soperest,  ut  naturam  sectionuA  conicariun,  quae 
qoad^gnlo  ABCD  cFrcvfBflcriptae  oentfi«  üf «  N  et  K  utiiatef, 
iDfestigemas.  Ad  parabölaram  aaidem  g€nu0  eas  non  pertlnere» 
certim  est;  oam  Ufa  centra  toca  finita  obtiiient;  ntnim  autem  eilip- 
sibgg  an  hyperbolis,-  et  quaenam  qidbaanam»  adnamerandae  aifit, 
hoc  ex  sequentibiM  diiudicari  poterit: 

Onuda  pvocti  polaris  harmoirtca,  prout  ittud  extra  vel  intra 
cinran  sc  habet»  ad  ellipsin  relata  aut  eain  secat  et  ioter  cen- 
trnn  eins  atqae  illud  ipsom  punetum  migrat,  ant  extrinsecus  et 
ab  eadem  centri  parte  atque  illüd  punctum  «xlstit;  ad  hyperbolani, 
fero  relata  ant  curvam  secat  et  e  contraria  centri  parte  atque  po- 
bu  «uns  iacet,  aut  non  secat  et  iater  centrum  curvae  et  poium 
smai  transit. 

Qnae  qunm  ita  sint,  puneta  JH  et  K  dlipsium  centra,  per  A, 
B,  Cf  D  nieantium»  esse  non  possunt.  Nam  lineae  QR»  PR, 
PQ  punctorum  P,  Q$  R  polares  hannonicae  snnt  respectu  om- 
ntina  sectionnm'  coDicaram»  quae  pe^  A,  ß,  C,  J)  transeunt; 
Dcqae  tarnen  QR  aut  inter  puneta  P  et  N,  aut  ab  eadem  parte 
eestri  N  atque  P  se  habiet;  eademque  rectae  PR  et  punctorum 
Q  91  K  ratio  est  Ex  contrario  autem  neque  eentrum  M  ad  by-^ 
pcfbolam  potest  referri;  quia,  hoc  si  fierety  recta  QR^  quum  inter 
F  et  if  Intercedaty  tota  extra  cunram  caderet>  ergo  Pii,  extemi 
pooeki  Q  polaris  barmonica,  ultra  Q'  et  M  dimoveretur;  id  quod 
abstrdam  ^t  Persbasum  iglturhabemus,  M  ellipseos,  N  et  K 
duanrai  hyperbolarom  eentra  esse.  N^ue  vero,  i|uid  Istae  qui- 
iem  bic  sioi  velint,  latere  poterit ,  dum  ad  oflginem'  aequationis 
(II)  regrediamur.  Etenim  quum  expressio  MZ.mA.s\nfp,  quae§.  1. 
QsoTeait,  in  hyperbola  triangulum,  ambabus  asymptotis  ettangenti 
coÜibet  interiectum  significet,  perspicuum  est,  triangulum  istud  in 
diiabos  illls  hyperbolis  omnium  minimum  es9e. 


Fieri  deniqoe  potest,  ut  hyperbolarum  SriPgntSpiQriiSgiRpit 
ut  «aa  «nt  tros  ad  duamm  rectarum  syslemata  veOigantiir.  Quod 
«  cnim  avt 

a=:±!f,aot&=db-äut&=±i 

fi       ^       n        p^       n       9 

evesiat,  vel,  qnsd  eodem  redtt,  sl  aut  Mctarum  BC  et  AD,  aut 
CA  et  ßDf  wt  AB  et  CD  una  per  alteraro  in  partes  aequales 
«Metar,   aeqaatienes  (1X>  si«igoiae   in  binas  basce  ^Impllciores 

(Kttslviintiir: 

% 

3(pti:flr«)s=j»i«  et  pn=fq%^0; 
**(p^db*'«)=/>i^  «t  PQl^r7t=:0; 

Tkeil  \lll.  & 
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Ex.  CT.  81  ex  illis  sex  cotiflitionibns  eam ,  qiiac  sola  ad  figoram 
nostram  qoadrat,  admittimiis,  videlicet  vii  ^=-  evadat,  sWe  ut 
recta  BC  per  AD  bifariain  secetur,  erit: 

3(px  +  iy«)=7>j«  et  px— ^»=0; 

■  * 

tintt,  a^utnpris  a^quaflofffbii»  (I)  «  (II),  cehtrimim  fT,  K  ^  AI 
ctfordiiiatae  i»fYiciontur  hae: 

pnncti  Nt 

•  ' '  '. 

^=  J.^  (p-  V^#«+  ^(r,  -  ,555 ;  ,^ -r, ; 
poncti  K: 

y^  J:^  (^-  V?* +«(n  -  9^  5 

et  pirncti  Jlf : 

>  ■ 

Sub    illa  Igitar   conditione    centrun  «Uipseop  quaesUae    cum 
puneto  JF^  conAinditur 


{.  9. 


TMt»  laM  disqoMfloiils  MUtrae  baee  fer«  staskttm  i^W 


Theor^liia    4. 

Sl  in  qoadraiigsia  eompleti^  per  c«ntff«in.|^»a]ritali« 
eiua  trianguli^  quod  caraustorvm  intersectioilUbaa  4«* 
temiiiator»  tres  raotae  lateribua  parallelae  ducastar, 

frimo:  uniGuique  paralleloerammoraro,  qoae  aits  MiuB' 
ar,  byperbola  circumscribi  poterit,  cuiua  «symptotae 
coraustis»  in  ipaa  eorva  cencorrefttibas,  parallelae 
sint;  deinde:  tres  istae  byperbolae  praeter  gravitatifi 
eentrum  per  iiova  tria  eademque  pnncta  tranaibant, 
et  ea    quidem  ^pitncta«  aimtfl    i»  qoarta   byperbola  aita 
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I 


er«rit>  q»ao  eorausftomioqart^raHituli  et  iil«dietate«  et 
iitersA^tl4nte  colnplattttuf ;  dctilqitey  id  qotfd  gimviscimuiii 
est:  si  ^uattaof  puneta,  q^bva  q«adran|f«ftu]ii  conatt- 
tiitar,  ita  diapoaita  fuerint;  ut  nulluni  eorum  intratri- 
aBgulam  a  reliquis  effectuni  ca^at,  nnuni  e  tribus  illia 
poRctisy  qood  intra  ipaum  quadranguhim  aat«  centrum 
erit  •llipseps»  omniuni,  quae  huic  ouadrangulo  circum- 
«cribi  possonty  n^iaimae;  et  4ao  reiiqua  duarum  byper- 
bolarum,  eidem  quadraugulo  circumacriptarunif-centra 
ernaty  in  qaibua  triangula»  inter  asymptotas  et  tan» 
^entca  quaaiibet  interiecta»  omnium  miniaia  et  ob  eam 
ipsam  caasaaro  interse  aequalia  «xisteot 


Theoremaö. 

Quodai  in   quadrangulo   aimplici  una   diagonalium 
per  alteram  bifariam  aecetur,  inter  onines  ellipaes,  ei 


qaadranguio   circumdcrlptaa,  'illa    minima  erit,    cni^ 
centrom  nedietatam    dhr^fmaHs    inaequaliter   divisi 


ins 

iae 

obtiDoerit. 


§.  10. 

Ilhst  Anger  US  problematia  nostri  inTentionem  ad  reaolutio- 
aeqaationis  cubicae  redegit  atque  ita  ellipsin  quaesitam  per 
irrationale^  siye    per    aipropinquationeiii    determinaviL 
aolotionis  aimilia  ratio  ^\    tentum  qnod  duarum  byper- 
boiarum  inteesectione  maebinamur ,  quod  ille  duarum  radicnm  cubi- 

tMffe  9zincti#iie  efitk  ,  QiiutD  uiteai  ftcilior  Ibt  g^ettidt 
descripÄ»  nupierorom  iata  computatione  evadat,  praesertlm  ai  ab 
Mfia  ^Nlj^is  li&n  «oniDdfari  sed  driht^ari  tnssa  fu^rit,  facite  ^1 
eo  pccspicitnr,  quod  av  mv^iimdboi  iltam  Interaectionem  perpau- 
em  dontazat  pnnctis  determinatis  opus  est.  Nani  quum  is  byper- 
bolae  SfiRp%i  ramns,  qui  punlitaiii  M  continet,  inter  rectaa  AD 
et  rd  porrigator  oportaat,  et  qunni  eiusdaai  bypeibtolae  curvatura 
prope  cantrnm  ^aatfe  eiäeua  i^it,  totum  negotidiin  in  eo  consi- 
■tet,  nt  byperboiae  PRQGR  ea  particula,  quae  inter  F  punctum 
et  rectam  rd  interiacet,  punctatim  deseribatur,  et  praeterea  duo 
puncta  byperboiae  <S^]  Rpw  stra  Sti  Pqu»  Spi  Qr^i,  quae  in  ea 
regione  sunt»  per  rectam  lineam  coniungantur. 


A  n  IT  o  t  a  t  i  o. 


Qoam  in  compafatione  probleroatum  aibi  invi.cem  eognaAomm 
multdtt  aaepe  utilitatis  iiisit»  haud  abs  re  puto,  alterius  quoque 
Hliiis,  d€  Mo  iMtio  mentfonem  fecl,  problematis  solutionefli.  quod 
KÜMn,  adnc  idcognitam  prapewcr«,    culus  tafiones  vel  e  iheof'ef- 

5* 
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«ale  1.,  qood  sopra  demonstraviraiis »  vel  ex  iis>  quae  Claris. 
Gauss  ia  Zachii  ,,M^naU.  Corresp.  A^ugost  1S10.|^.  11^2 
-^]2f  de  eadem  problemata  4«»ouit,  repetefidae  saat: 


«Theorem  a. 

Si  in  quadrilatero  conipleto  super  titbos  segmentis,  quae 
trium  dlagofialluni  medietates  coniungunt,  toHdeni  mangula  ae<|tti' 
latent  erigantur«  circulus,  qni  per  gravitatis  eenträ  {«torum  trian- 
guljorum  fransK,  rectam  medietates  lllas  contiuentem  in  duobus 
punctis  secat»  quotum  aHernm  elÜpse<M9  centrnm  est,  hiter  omnes 
illi  quadrilatero  inscriptas  niaximae,  alterum  hyperbolpte,  eideni 
quadrilatero  inscriptae,  cuius  inter  asymptotas  et  tangentem  quam- 
libet  triangulum  omnium  maxbnuin  IntereifNlur. 


lieber  das  Battonalmachen  ▼•n  HTen- 
aern  mit  anbestiraait  Tielen. Irrationa- 
len 011ed«rn. 

r 

Van  dem 

Herrn  Doctor  E.  W.  Grcfce, 

GymnMiallehrer  «a  CsMel. 


1. 

Da$  Rationalmachen  solcher  Nenner,   in  wekhen  lauter  hraUo- 
nmle  Quadratwunebi    entweder  allein  oder  m  Ge$elUckaft   mit 
/       einem  rationalen  Ausdrucke  als  Glieder  vorkommen. 

Man  behandelt  \n  den  Elementen  zum  Zwecke  des  Rational- 
machens  gewuhnlich  nur  Nenner  von  den  Formen  aizbVB  und 
a\rA±byrB,  und  wendet  dabei  den  bekannten  Sata  von  dem  Pro- 


dacte  der  Sanae.uiid  OiSNeiui  «o.    Di«  Bemerkung,  liegt  dann 
nicht  fem,  dass  man  doirch  Mriederholle  Anwendung  <M^»e8  Satzes 

aoch  Nenner  Ms  za  den  Formen  a-^^iVB  +c^C+dV^D  und 

aVJ-i^STBrj'eW^dVD  ^  es  «fird  nicibt  nOthig  erscbetnen,  hier 
*ttsd  im  FoMttdctt  stets  di^  doppelte  Zeichen  «wischen  die  ein« 
zefaien  Glie&r   su  setzen  —  ratienal. zumachen  im  Stande  ist. 

Ha«  man  nun  aber  schon  die  tom  »-t^V B+cVT+dV^ D+eV^, 
50  eriiUt  man,  wenn  nicht  durch  den  spekielien  Werth  der  ge- 
Imwdbten  Buchstaben  eine  Vereinfachung  eintritt,  im  aanstigsten' 
Fall  wieder  einen  Ausdruck  von  derselben  Form  und  Gliedersahl» . 
und  man  Terzweifelt  an  dem  Gelingen  4er  Arbeit.  Und  doch  seigt 
eine  genauere  Betrai^htung,  dass  das  Bationalmachen  auch  bei 
dieser  und  jeder  grSssem  Anzahl  von  Gliedern  itimer  noch  mftg- 
iicfa  ist 

Wir  wolleil  Jetzt  annbhiiijsn ,  dass  in  dem  Ausdrucke 

« 

die  g;d>rauchteu  grossen  Buch^tab^n  keinen  quadratischen  Factor 
mehr  enthalten,  und  mit  ß,  y,  d,  t,  ^,/.... »  von  denen  dasselbe 
eelten  soll,  und  ausserdem  noch  vorausgesettt  werden  mag,  dass 
Iwine  zwei  dieser  Elemente  einen  gemeinschaftlichen  Factor  haben, 
«itweder  identisch  oder  durch  Multlplication  aus  mehreren  von 
iksen  sosaiMienff «setzt  seien.  Es  ist  dann  Uar,  dess  der  eben 
bisgestellte  Ausoruck  ein  besonderer  Fall  von  einem  andern  sein 
nMNS,  weicher,  wetis  wir  «ns  z.  B.  auf  drei  Elemente  bescbräu-* 

ken^  ausser  dem  rationalen  Gliede  noch  Cijlieder  mit  \/^ß,  V^y> 

yi,  ^Py»  V~/M,  V^  und  STßyS  haben,  im  Allgemeinen  aber 
tis  Radicanden  sSmmtKche  Unkmen,  Binionen,  Ternionen  u.  s.  w. 
ohne  Wiederholung  bis  zu  dem  Product  sämmtlicher  vorbände* 
neu  Bkemente  anmhren  wfirde.  Wir  betrachten  einen  solchen 
Aaedmck  wie  den  zuletzt  gedachten  etwas  nfther.  Derselbe  hat 
offenbar  die  Eigenschaft,  dass  wenn  er  mit  einem  oder  mehrereh 
aodcr^  Ausdrficken ,  die  sich  von  jhm  nur  dtirch  den  besonderen 
Werth  des  rationalen  Gliedes  und  *der  Coefficieuten  der  irrationa- 
len Glieder  nnteracheidee,  mnltiplicirt  wird,  immer  wieder  Aus- 
drAcke  von  derselben  Form  und  Gliederzahl  zum  Vorschein  kom- 
men. Die  Anzahl  'der  Glieder  eines  solchen  Ausdrucks  betrSgt. 
tber  bei  ii  Elementen 


•+f+=^+='=T^^  + 


^CTf    da  dieses  die  BinomialcoetBcienten  der  nten  Potenz  dind, 
^.   Einen  rational  zu  mischenden  Nenner  mit  lauter  Quadratwar'^. 
x^  kSnnen  wir  also  Immer,  wenn  wir  In  den Sadicanden  nEle-** 
nente  unterschieden  haben,   durch'Einfiihrung  der  Null  als  ralio^ 
nales  Glied-  oder  ab  CoefBcient  eines   oder  mehrerer  irrationaler* 
fernem  2"gliederigen  Ausdrucke  vervollständigen,  und  es  hau < 


delt 


ren.   Sendern 


mithin  jettt  nur  um  das  Rattonalmactien  dieses  letzte- 
lem  wir  ein  Element,   etwa  ß,  von  den'»— 1  fibrigen 


70 

Elementen  ab;  so  bedingvn  diese  Miteiiea  ffir  «Mi  nnr  eiacn 
2"^^glieileri^en  A»8(lniek,  welehev  mit  M  liesieiebnet  wende.  Das 
Blemeat  )9  Homtiit  alsa  in  dep  2"—^  «hrig^n  l*iie<lerii  vor,  und  da« 
Aggregat  dUeaet  tuest  sieb  d»rch  Nyffi,  de?  %B^tß  3"glH^deri|9e 
Ansdritelc  a^e  (Ifircli  M<|-iVV7  darsteden.  Erweitert  aiaii  mra 
den  gegebenen  Bruch  mit  Mt-NV^^  i$e  erbhit  man  ala  «enen 
Nenner  At^*-N^ß,  welcher  offenbar  nur  2*-<^iederig  sein  kann. 
Ebensio  irie  man  sich  aus  einem  2"  gliedengen  A^aner  einen 
!2"^*gliederlgen  verschafft  hat,  gelangt  man  nnn  weiter  von  diesem 
zu  einem  l^-^liederigen,  und  bei  gehliriger  Fortsetzang  suletzt  von 
einem  sHeigliedrigen  Nenner  zu  einem  nitieaalen.. 

• 

B  el  s  p  i  e K    Es  sei  ein  Bruch 

42-2Vj-40V6^^29ViÖf^\^15^t0Vl0 
7V2--3V^5-5V6f2Vl0+V^3Ö 

vorgelegt,  der  so  umgeformt  werden  soll,  dass  sein  Nenner  rati- 
onal wird.  Da  in  dem  vor«;eIegten  Nenner  nur  die  Zahlen  2,  3 
und  5  als  Elemente  der  Radicanden  vorkommen,  so  wOrde  der- 
selbe bis  auf  acht  CrUeder  vervollständigt 

«f7V2+0V^3--3V^6^^Vtt+2V"lttfOV^W+VlB      . 

lauten.  Sondert  man  die  Glieder,  welche  <leii  Factor  V^l^  haben, 
von  den  Obrigeo  ab,  ^e  kam  man  de«  Neaaer  aaeh  scl»eibeo: 

(7V2^  V^6)+ (-^+?V2+V^6)V^  . 


Erweitert  man  nun  den  g^naen  Brucb  mit  der  di^er  ^umave  ent- 
spr^benden  Differtna  und  reducirt,  so  erhält  mm 

8924-639  V^a-^SdOV^^^^lOBQV^S-^y^V^S-tSQVTg^ 

ld3 + 60  V^2-l«»\^3^30  V^ 

Erweitert  mair  abermals  mit  (133-|-60  Vf)-|-(180.-^'9QV^  V*3i, 
so  kon^mt 

1953164^  164307  Väi^ltte422Vl5^ie87?aV^ 

— 77711  +  84360^^2 

und  wenn  man  diesen  Bruch  abermals  mU  77711 +84360  V^Mvi  ei* 
tert;  so  entsteht  ein  Bruch  mit  rationalem  NenaM*»  der  aiob  dann 
leicht  z«  dem  EndresoUat     ^ 

4+3V2— 2V^ß 
umwandeln  lässl. 
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£•  irt  9Mt}Mcb  in  dein  "BMartten  atiiertit  geseilt  u'ordan« 
daiw  »Mi  Ratioualaiacben  eio^«  Nenoei»  mit  l»iiter  Quaclri^witr* 
leli  der  S«ts  voir  dem  Pnnivcie  d^r  l^ntMuie  uod  DiSe^enz  aliein 
»cboo  inoreicht.  Doch  nfirde  man  aach  hier  durch  ein  Verfah- 
re» foo  allgemeiiiec  AiiwemlbarlLeit  buhen  zum  Ziel  cetanj^^nr  kiln- 
Ben,  nämlich  durch  die  Methode  der  unbeatiramten  Coefficienten. 
Hitte  mma  Um  das  gegebene  Beispiel  angenommen,  der  Werlh 
lies  rorgelegtea  firodba  aei 

und  hStte  um»  Min  diesen  Aasdrook  mit  dem  Neaner  mnlttplkirt; 
M  wilrde  man  wieder  zu  acht  Gliedern  gclaagt  aein,  die  man  ihit 
dem  verwiegten  Zähler  hätte  rergieichen  können.  E»  würde  aich 
aoch  d^nn  ergeben  habent 

^4=4;  ;r2±:3;  0:32=0;  x^=0; 
^Ä— 0;  *«=:0;  A>=5-:2;f8=0. 


Cafere  Aufgabe  in  ihrer  AUgemeinheit  mU  4er  einzigen  besckrän» 
kenden  Bedingung  ^  dqss  die  Wunele:vponenten  der  vorkommen- 
diu  irrationalen  Glieder  rational  seien. 

Sollen  wfrdeii Nenner  ehies  Bruche  ratlonaf  machen ,  desseh  s^mmt- 
liebe  Glieder  auaaer  einem  etwa  vorhandenen  rationalen  von  der  Form 

f 
pSn  aind,  «nd  gestatten  wir  nur  rationale  Werthe  für  den  Wur- 
zelexponenten fj'j  so  können  wir  durch  bekannte  Umformungen  et- 
waige negative  und  gebrochene  Wurzelexponenten  beseitigen ,  und 
wir  braucheD  demnach  unsere  Betrachtungen  nur  auf  ganze  posi- 
tive Wurzelexponenten  zu  erstrecken.  Sind  ferner  die  in  demsel- 
ben Nenner  vorfconAnenden  Warzelezponenten  alle  oder  doch  zum. 
Tbeil  onffleich;  so  koniien  wir  wieder  so  umwandeln,  dass  ein 
überall  gleicher  Wurzelexponent  entsteht/  der  dem  kleinsten  Di- 
vidmu  der  frAheren  Exponenten  eatspricht  •  Ist  dieses  alles  gc- 
Kbeken,  ao  sei  unser  Nwner 

Legen  wir  auch  hier  den  Buchstaben  ß,  7,  6,  e,  (,....  eine  ähn- 
liche Bedeutung  wie  oben  bei,  nur  mit  dem  Ünters'*.hiede ,  dass 
jeUt  jeder  der  Buchstaben  K,  C,  />,  £,  F,....  auch  die  Poten- 
zen von  ß,  y,  i,  f,  (» bis  zur  (m— l)ten  Potenz  einschliess- 
lich als  Factoren  enthalten  darf;  so  läset  sieb  auch  hier  wieder 
behanpten»  der  rational  zu  machende  Renner  sei  ein  besonderer 
Werth  dnes  allgemeinen  Ausdrucks,  der  die  F/isenschafl  hat,  mit 
andern  Attsdrficken  derselben  Art  rauitipliclrt  Jedesmal  wieder  nur 
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Aiifidrifcke  ron  derselben  Besehaffeebeit  and  GltedenaU  betror- 
znbrint^n.  Die  fraglicbe^Giiederzabl  ist.  aber  eben  so  gross,  ab 
die  Zahl  der  Glieder  in  der  Entwickelnng  des  Produets 


y 


also  fllr  II  Elemente  ;=]nP.  Die  Regel  fflr  das  RatioBalmadien  des 
gegebenen  Nenners  ijBt  nun  die,  dass  man  sich  den  ecforderiichei 
m^eliederiffen  Ausdniek  mit  unbestimmten  CoefBcienten  bilde,  deo- 
selbes  mit  dem  Nenner  mqltipUcire  und  das  Product,  welches 
ebenfklls  m"giiederig  seinmuss,  mit  dem  Zähler  oder  einem  Factor 
des  leti^ren,  wom  man  der  Einfachheit  wegen  immer  die  Zahll 
'nehmen  kann,  Tergleieke. 

Beispiel*    Man  soll  den  Nenner  des  Bntchs 

I 

rational  machen.    Man  setze  den  Werth  dieses  Bruchs  gleich 

xx  +^a  V2+:r,V"3+jC4^4+jr^^+a:eV8+avV15 

+  araVT8+af9V3B. 

Midtiplicirt   man   diesen   Ausdruck   mit  I  +  V^l^    und   setzt 
i^  Prodnct  gleich  1 ;  so  erhUt  man  die  neun  Gleichungep 

^4+  a:a  +  3ar9=0, 

^6+^3+  Jra=0, 
^r+  ^•+  a?4=0, 

x^^^  x^  +  arr=0; 

« 

aus  welchen  folgt:     / 


1 

*«=f§^ 

.1 

t 

■     ^=4 

r 


7a 

I 

Der  TWfdäegte  Bruch  bt  also  an  Wertli  gleich  dem  Ausdrucke 
oder  dem  Brache 

« 

— 8■^^^Vä^^\^4-^:2V^2V15-|•1^iä— v^ää 

6- 


V. 


BetnuttkUsats  sweler  Hiesondereii  Ar- 
tes  Ton  €(l^cbiuiir«B  und  Ihre  Anwen» 
dUHT  MV  Herlelliiii9  4er  Haniitgrlei- 
chniiffeii   der  ebenieii  Trfffonoinetrle. 

Von 

Hcm  Dr.  Wilhelm  MaUka,      . 

ftofpMor  ier  IJIalhftnufik  sa  Taniow  (v  Galisioi. 


E0  wir«  wdiisdiienflwerth,  da««  die  Lehrbücher  der  Alsebra 
mandM  h  der'AnwenduDg  hXafiger  vorkdnmieAde  aosgesetcniiete 
Alten  Töh  GleicbaDgen    allgemm   und   umatlndiich   erforsehen 


74 


mochten,  damit  die  Ergebnisse  in  der  Folge  au  den  gemneten 
Stellen  sogleich  v#rtheiniaft  benutzt  werden  konnten.  Vnm  ich 
dies  meine  9  wird  aus  dem  Folgenden  vullig  klar  werden. 


2. 

A.    Betrachtung  gleichartiger  Gleichungen. 

Bekanntlich  heisst  ein  algebraischer  Ausdruck,  der  mehrere 
Grossen  A^  J9>,  C«..%  derselben  Art  enthält,  gleichartig  (ho- 
mogen), wenn  alle  seine  Glieder  die  nämliche  Abmessung  (Di- 
mension) ,  d.  i.  einerlei  Summe  der  Exponenten  der  in  je  einem 
Gliede  vorkommenden  solchen  Grössen,  herben;  und  man  nennt 
diesen  Ausdtuck  von  der  so  vielten  Abmessung,  als  diese 
Summe  angiebt.  Eine  Gleichung  ist  gleichartig,  wenn  Ihre 
beiden  Thede  sowohl  einzeln  als  auch  unter  sich  gleichartig  sind. 

Lehrsatz.  Sind  die  in.  ehier  gleichartigen  Glei- 
chung vorkommenden  Grossen  A,  Ü,  Ct—  derselben 
Art  proportional  gewissen  anderen  a,  6,  €,....  der.nem* 
liehen  oder  einer  anderen  Art,  ist  neralioh 

A:B:  C:...=a:6:c:...; 

so  ist  es  gestattet,  jede  der  ersteren  Grossen  durch 
ihre  proportionale  aus  der  letzteren  zu  ersetzen. 

Beweis.  Seien  erstlich  wenigistens  die  Grossen  der  zwei-' 
ten  Art  Zahlen,  und  sei  der  Quotient  A:a=Q,  so  ist  auch 
Bi^^Q»  C;^^Q..^,  imd  Q  ist  ein« C^osw diff  n<Nh;h<^Gtl> 
tung  wie  A^  Ä,  C, .-  so  wie  auch  A=^aQ,  B:=bQ,'C^=cQ,,^ 
Enitst  mim  nun  In  ifer  ecitan  fiMehisg  die  GrOMMP  dp  ß,  tV- 
durch,  die  Producta  aQ,  bQ,  cQ,,..^  und  fuhrt  man  dieRechnuu- 
geii  «All  Ibis«  <^  Je  nachdem  ts  angeht  ^  #lrllicti  iMhr  unt  cun- 
bio«tQciscb  ^symbolisch)  aus;  so  ouis«  in  beideci  Theile|PL.4ec Gjsi- 
drang  diejenige  Potenz  ron  ^  ab  gemeinsdiaMicher  r  arlor  iMet 
Glieoer  heraustreten,  als  von  welcher  Abmessung  sämmtliche  Glie- 
der, also  auch  beide  Gleichunffsthvile  sind*  Danach  fiillt  nun  die- 
ser gemeinsame  Factor  aus  der  Gleichung  heraus«  und  an  die 
Stellen  der  Gtüsscs  jtf,  R^  C,...  skid  dNi  ifea«»  fi-oportronirten 
Zahlen  a,  6,  c,....  getreten.  Wäre  die  Gleichung  insbesondere 
von  der  nullten  Abmessung,  so  wffrde  «Heser  Factor  schon 
aus  jedem  einzelnen  Gliede  herausfallen. 

Da  hiebet  auch  A:Q=a,  B:Q=b,  C:Q=e,...  ist,  so  sind 
cf,  6,  c,  die  Zahlwerthe  (Werth-  oder  Masszahlen)  der  GrSssen 
A,  B,  C,...  in  Bezug  auf  Q  als  Masseinheit  dieser  Grlissen- 
gattung.  Mithin  ist  es  gestattet,  in  jeder  gleichartigen  Gleichung 
,  die  vorkommenden  Grossen  durch  ihre  Werthsahlen  zu  ersetzen. 
Dana  abec  ist  es  -^  weil  dier  Riickschritt>  wenigstens  bei  c^nbi- 
natodscbec  Rechmina;,  unvsrwebct  Ueibt  -*-  auch  erUuhl,  im^e* 
kfihct  die  WnffthzsUen«    in.  Beuig  nuf  wekh«  «m  QleiqiHsig 
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deldurtig  Ist,    durch  dte  Gr<Ui$6ii  •ellMit».  denen  sie  angehören, 
ka  ersetzen.  * 

Zweitens  seien  beide  Arten  der  Gnissen  noch'  ungern  es- 
sen, siso  SB.  B.  Winkel ,,  Strecken ,  Flächen-  oder  Kurperränme, 
Zeiten,  Gewichte  u.  dercL  seihst,  poch  nicht  durvh  Zahlen  vor- 
gfsteltt —  Sind  sie  zng^lch  von  einerlei  Art,  so  darf  man  noch 
«Fie  vorher  jede  der  ersteren  Art  dvrch  ihre  pr<»portionale  aus  der 
zweiten  Art  theilen,  nur  ist  hier  der  Quotient  Q  eine  Zahl,  und 
CS  [pK  4thef  «vi«d#r  di^.vQfige  S^lussweise  lui  Bew({ii|e.-n  Sind 
jedoch  die  Grossen  von  verschiedener  Art,  z.  o.  die  einen  .Fla- 
chen, Zeiten,...,  die  anderen  Winkel,  Strecken,...;  so  ist  jenes 
Tbeilen  nicht  mehr  erhittbt..  Seieii  dwn  ff»  ß,  y,...  die  Zahlen- 
ireithe  der  Grossen  /l,  B^  C,...  in  Bezug  auf  was  imnier  för 
eine  ftlasseinheit ,  die  von  jeder  ans  ihnen  verschi«»^a  ist,,  m» 
dass  kein  Zahlwerth  =1  wird;  f&o  können  diese  durch  jene  ersetzt 
werden,  und  die  C^eichung  bleibt  nooh  .gleichartig.  Weil  aber 
J:B:C:...=  as6t«;...  vorausgesetzt  iat»  ßo  moss  such  a:/};}^:... 
=  a:6:e,...  sein;  folglieh  können  a,  j3,  y,....  auch  als  zQsaninien- 
i;ehorige  Zahlwerthe  von  er,  6,  c,...  angesehen  und  daher,  ver«» 
mvge  des  Obigen,  auch  wieder  durch  diese  Grossen  ersetzt  wer- 
den. I)miv  aMr  sinil  die  nrspHhi^lichen  GWteseo  A^  Bj  C,.... 
«ner  Gattung  •iffentüeh  durah  die  ihnen  ppqpsftionale»  t%,  0,  e,...) 
einer  anderen  Gattung  ersetzt. 

Ba  sonach  alle  rougKchw  Ffilto  «rsebOpft  «nc|>.  w  gilt  der 
Satz  ganz  allgemein. 


3. 

AA.    Benfitzung  dieser  Gleichungen  zur  Ableitung  von 
Hanptgieichungen  4«r  ger|t<|lintgen  Trigonometrie. 

Sind  a^  hi  c  die  Seiten  eines  geradliiiieen  Dreieckes  und  o» 
^1  7  in  dersetbeaOrdnuiiKjbre  Geg^t^winkeU  s«  erweist. man  be- 
KtiMiClich  höchst  einbcb  die  beiden  folgenden  SStze: 


(2) 


(i)  «  +  ^+y=180«. 


sin  a       smß      ^in  y 


hm  Ihnen  «ykr  fauMW  siiih  vermoga  des  ««  ehen  emieaenen 
Lehrsatzes  nacinitehende  andere  Uauptglelchungen  sehr  leicht 
ibleitMi. 

1.    Ans  (l>  M^  sincr23iil«(|BI-|-r>  eder 
(0)  sin  tt=;  sin  ^  cos  f  ^  sin  y  cos  ^ . 

Ersetzt  man   nun  hierin  -die  sin  durch  die  ihnen  vermöge  (2)  pro- 
poTtionaleo  Seiten,  so  erhält 'man 


(3)  as=&c08/+cco8|l» 

bekanntlich  die  GruodgleicIiaDg  der  gesanitiiteD  ebenen  Trigo- 
nometrie. 

11.^  Die  Gleichung  (0)  giebt  ferner 

sin  a= sin  ^  (cos  y -|- 8tn  y  cot  |3) 

folglich,  wenn  man  sin«,    u^nß  dorch  ihre  IVopettionalen  a,  6 
ersetzt, 

a=freo8]f-f  Asiny.eet/}, 

'  woraus  man 

findet. 

HI.  Erhebt  aum  die  Gleichung  (0)  aar  aweiten  Poteiiz  «i4 
umstaltet  diese  in  fefgonder  leicht  an  fiberschaiiendeo  Weise,  so 
erhält  man 

sina*=sin/Poo8y* -f  siny^os/P  ^  2sin^sin}f cos/f cosy  ' 

=sin/P(l— sin/*)  -|-  sin7*(l  —sln/3*)  -fSsin^  sin/cos^  c^ 
= sin^-f  sin  )^ -f-^iu/^^siny  (cos^  cos/ — sin/f  sin /) 
s=  sin/S^ -f  siny* -|- ^siD/}  sin/ cos  (/} -f /)  > 

oder  well  TermSge  (1) 

ist,  ^'  ' 

sina*=:sin/P-f-sin/* — 2sin/)sin/.^08a. 

Seist  man  abermals  statt  der  sin  die  .  Ihnen  proportionirten 
Seiten,  so  erfolgt 


\  • 


(ß)  a«=6«-|-e>*-26ecos«, 

der  bekannte  erweiterte  Pythagorische  Lehrsata. 


IV.    Allgemein  gelten  für  jede  awei  Winkel    o  und  ß  die 
Gleichungen  * 

sin«— sin/}='2eos^(o+/})sin^(o-^/I); 
daher  Ist  auch 


r 
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GckOrtn  niiD  diese  Winkel  einem  geradlinigen  Dreiecke  an, 
and  ereetst  auin  ihre  Sipo«  durch  ihre  proportionalen  Gegenseiten, 
»o  erh&lt  man  den  bekannten  Satz 


«+6     *«iigj(«+ft 

X     1 

taogg-(«-^/3) 


<^  s^6-:m 


AoMerkung.  Aas  denselben  zwei  Grundgleichungon  (1) 
imd  (i)  hat  auch  schon  Canchy  in  seinem  Cönrs  d*analyse, 
Piris,  1831.  S.  436.  437. ,  deutsch  von  Hu  zier,  Königsberg.  * 
1838.,  8.  306.  —  310.,  so  wie  Herr  Prof.  Grnnerft  im  Archiv, 
II.  Theii,  1842,  %  Heft.  S.  315.  -318.  die  Haupt-  und  mehrere 
UMlere  wichtige  Gleichungen  der  geradlinigen  Trigonometrie  ab- 
geleitet 


B.   Betrachtung  zweier' und  dreier   erstgradiger   Glei- 
chungen mit  drei  Unbekannten. 

4. 

Das  Folgende  einleitend  betrachten  wir   zuvorderst  folgende 
sw«  erstgradige,  die  ,drei  Unbekannten  jr,  y,  x  enthaßende  . 
^leidbungen : 

a)  tfJT  +  Äy  +  cx=:0, 

a'x  +  6'y  +  c'2=0. 


Diese  GteichuDgen  kOnnen  nicht  die  voNstindigen,  sondern 
(vensOge  des  Art  2)  nur  proportionale  Werthe  der  Unbekannten 
bestimmen,  weil  sie  in  Bezug  auf  diese  gleichartig  sind.  Zur  Er- 
■itteking  dBsser  l^porttonalen  etiminiren  wir  je  eine  der' drei  Un 
bekannten»  indem  wir  die  erstere  Gleichung  mit  einem  unhestinm-. 
teo  Mttltiplicatör  X  miiltipliciren,  und  im  Unterschiede  beider  Gleic 
nsBgen 

{tl-l»)a  +  (*'.-i*)y+(c'-Ac).=0 

^  Factor  der  zn  eliaiinireDdeD  Unbckanoten  Null  macben. 

Setzen  wir,  x  eliminirend,  a'  =  Aa,  so  wird 
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•Mb 


daher,  vreiin  irir  di#  NeiiiMr  mit  a  iiiulti|iliciren  und  iUi  durch  n' 
ergebe  en. 


z 


Setzen  wir,   v  eliminirend«    6'=X6,    oder  vertauschen  mr  in 
der. letzten  Gleichung  g  nAt  ac,  ^sH  6  mit  a;  so  erhalten  wir 


Diese  Ausdrücke,  gleich  stellend   Knden  wir  w  den  Gleichun- 
gen (I)  'lio  ihnen  gleicn  geltenden  Verhältnissgleicbungen 

/Av  a:  jf  ». 

f  W I  ■■■  I    «  1       ■  lil  ■  «*~  ^   .    ,..W         I  t  ■  I  — ^    —         ■    ■      ■  n        _ 

W  6e'— A'c""  CO'  - c'«""  aß'  -fi'*' 

in  denen  die,  den  Unbekannten  x,  jf,  i  proportioiiirten ,  Unter- 
schiede aus  den  Coefficienten  der  Gleichungen  (1)  nach  einem 
leic;ht  überschaulichen  Gesetze  gebildet  werden. 


Ö. 


Untersuchen  wir  als  weitere  Vorbereitung  auch  noch  die  fol- 

f enden    4*'®^   erstgradigen  Gleichungen  eben  der  drei  Unbe 
adiiteti: 

-(3)  dx+bif+ez=^0,       ' 

so  erhellt  auch  hier,  dass  aus  gleichem  Grunde  wie  vorher  selbst 
lUese  drei  Gleichungen  blos  t>r<$portionale  Wertke  derUnbekann- 
leif  sub^timnien  geeignet  sind,  und  auf  zwei  ihnefi glelcbg^ltende 
Vel'häKnisSfdeichvngen  zurfickgebracht  werden  können ,  wm  denen 
iedsöb  für  die  dreimal  drei  GoefBeiente»  eine  B4^ingwi^g|ei^bo<iS 
MBSfikoHkmen  hmss. 

Diese  Bedingungs  gleich  uns  ergibt  sieb  leicht,  w^nnmao 
aus  zwei  Gleichungen,  z.  &.   aus  den  beiden  ersten  mit  den  olii- 

§en  (1^  übereinkommevlden^  die  Propertinnalei  (2)  bestimmt,  und 
lese  in  der  dritten  Gleichung  substituirt;  sie  wird  sonach 

(4)  o6'c^-a''Ä'c+ a'Vc^a'Vc'  +a''6c'-a'Äc''==0 .  ^ 

Weil  jedes  der  drei  aus  den  drei  Gleichungen  (3)  sich  ergebenden 
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Paare  ?oa  Gleiclinngen  drei  Proportionalen  tm  de«  Uobelcannten  lie- 
fert, soiHlfde  man  dte!  mal  drei  solche  Pmpörtiomilen  6iiden,  von 
deieo  aber  jtd«  mir  au«  den  4/eeOi<äent«ii  J0  streif r  Gleichmi' 
gM  gebildet  iTäre. 

Um  Jedotfa  -^  wo  tnog^fc  «—  PropoMlnniileii  «o  timleii .  «ff« 
tM  dea  CWNMentea  aller  d^el  Gleicfcufi^fi  symmefrlsf!!!  xii- 
saramengeiitellt  werden,  setzen  ivir 

(4)  Lx+Hfyi-Nitiiu,- 

indem  Wir  L,  M.,  N  ^püter  passlicb  zu  wählen  uns  vorbehal- 
ten and  eine  neue  UnbeKatinte  u  elnfiihren. 

Maltipficiren  nir  sofort  die  Gf^icbun&eo  (3)  mit  den  unbe- 
stimmten  Slultiplicatoren  iL,  fi,  v,  nnd  Ziehen  die  Produete  von 
der  Glelchnng  (4)  ab,  so  flndeu  wir« 

•«=  (X-iUi)ar +  (*—!*)  y  +  (2V-JUr)  z 
=(£-fia')^+(V!#— ^')y+(^-f*c')* 
=(L-vaV+(^— vft*)y  +  (iV— VC*")! . 

WfireD  nnn  die  Multiplicatoren  Lf  M,  N  und  1,  f»,  v  so  be- 
messen, dass  im  ersten  Ausdrucke  von  u  nur  x,  im  zweiten  nur 
9  and  im  dritten  nur  2  bliebe,  daher 

(5)  j|t=(i^W)«»(Jf-*^')yrfx:(i\r-W^)j 
ttisiiele;  90  mflsste 

(6)  i=:^'=:V«^   iH^VÄ^rrlÄ,    iV=Al?=-^' 

sein.    Dies  kano  jedoch  nur  geschehen,  wenn 

vt,  also  ii»  weileie  B«duigungt>glei«huBg 

b«stffct    £itgieie&  (ktMfe  man 

-.  L_ J»_*         M      V      l       N l     n 

Um  aber,  wie  es  die  Gtelehliai|^eii(3}  erheischen,  die  seclA  un- 
timmten   CoefBcie'nten   unter   sich    zu  verknüpfen,   setzen  wir 

entweder  -rn»  gleich  einer  der  24ahlen  b,  c,  denen  in  den  bei- 
den anderen  Gleichungen  v  und  fi  proportional  sind; 

M 
odetgy^  gleich  *  ein^r  ifet  Zahleti  e' ,  ü',  d#nen  iti  d'^it  df^deti 

uidermi  GleichoDgen  A  und  v  proportional  sind; 


/     ' 


«0 

N 
oder  endlich ~r gleich  einer  der  Zahlen  a\  &^,   denen  In  de« 

zwei  übrigen  CrMchnngen  fi  und  X  proportional  sind; 

Danach  ergehen  sich  Jene  Coefficienten  leicht,  und  sind  nnr 
noch  in  die  Gieichunnn  (5)  -tu  setsen»  um  die  gevrüiHMliteii  Ver- 
hältnissgleichungen als  Stellvertreter  der  vorgeleglen  Oleichnngen 
(3)  zu  erhalten. 

BeispieL    Setzen  frir  -^/^ssA  so,  wird 

iV^=a'*-'c  =  «^6c'; 
folgliiih  sind  die  gesuchten  Verh&ltni»sgleichungen: 
(9)  (a*'6-a6Var=(a'4"'-a^60fty=(<?'«*— c^flO&i. 


4 

I  4 

Eine  hesondere  Art  der  allgemeinen  Gleichungen  Q)  Ist 
diejenige  y  iiei  w€lclier  der  Bedingungmletchulig  (7)  dadurch  ent- 
sprochen wird,  dass 

(10)  »«"nrc^^^,  c^a'^si?,  a'=i=C 

ist.    Hier  üliergehen  die  Gleichungen  (8)  in 

» 

Schreibt  man  nun  die  Gleichungen  (3)  mit  Beachtung  der 
Gleichheiten  (10)  und  (11)  ab,  und  lilsst  b^i  den  Buchstaben  V, 
e"  die  jetzt  entbehrlichen  Striche  weg,  so  erhSit  man  folgende 
merkwürdige  und  in  vielen  Forschungen  auftretende  All  von  Glei- 
chungen*): 

(12)  aar  +  Cy  +  Bz=0, 

Ar-f  i^y-f  ezssO. 
Sie  sind  demnach  vermOge  (4)  an  die  Bedtngnngsgleichung 


*)  Caachy  dArfte  wohl  der  Ecfte  sein,  dei;  «ie  so  anordset,  f.  B. 
in  (KiUM  fixercicet  de  math^nati^ne«t  1827,  t  II.  p.  87.  M  dea 
Trägbeitemomenien ,  1898. ,  t.  III.  p.  6. ,  10.,  IT.,  83.  bei  den  Flacbci 
der  S.  Ordnung. 
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(B)  abe-^u4*—bB^^cO  +  2ABC=0 

gebondm  oBd  den  VerbältoisägfeichungeD 

(14)  (ÄC—  aA)x  ^(CA--  hB\y = (4  Ä-  eC)t 

glekligeKend. 

Diese  Verhältoieegleichungen  lassen  sicli  noch  wie  folgt  um- 
gestalten.   Setst  man  f&r  einen  Augenblick 

(15)  BC'-aA^lk,  CA'-'bB^Tb,  ^Ä-irCbsC; 

wodurch  eich  die  Gleichungen  (14)  auf  ^ 

(16).  2Ur=»j=C« 

rereinfauJien ,  eo  findet  man  durch  Multiplication : 

(OLz^B^CA— BcC—BaJI* + eaCA , 
aS=:  C?AB  -  CaA*—  übB^  -f  nbAB. 

Seht  man  bieiTon  die  der  Reihe  nach  mit  ^1,1?,  CmultipHcirte 
fiedtogongsgleichnng  (13^  ab,  so  erhält  malT: 

TM,=hc(BC^aAy-A\BC—aÄ)  =a(Ac— i<«), 
0=ca(C2i  — 6Ä)— Ä*(C^— 6Ä)=Ä(c«— Ä«), 
ai»=aMÄ-cC)—  C»(^J?-cC)=:C(a6-C*) . 

Seilt  man  noch  fl3r  einen  Augenblick 
a?)  6c-2P=«,  ca-Ä»=/J,  a6-C«=y; 

io  tteigeben  die  letzten  Gleichungen  in 

Ä  — «»  jj  — P'  (E  — r» 

K^elche  paarweis  malUplicirt 

(18)  aP=ft',  Ä»=ya,  €«=«1» 

ad  Mmaeh 

(19)  «a«=/J©«=yC«=a^y. 

Itigikh 

[(eben;  wofSr  man  bequemer 

Theil  Uli.  6 


82 


setzeiK  kann. 


In  den  Gleichungen  (K)  wird  man  demnach  Ü,  J^,  iE  durch 
ihre  Proportionalen  -^  »  --g ,  —    ersetzen ,  und  Erhält  sofort 

X  y 2_  . 

oder  naeh  den  Gleichungen  (17) 
(20) 


als  die  neue  Form  der  VerhSltniasgleichungen. 

Fahrt  man  noch  in  den  Gleichungen  (18)  und  (19)  an  die 
Stelle  der  Hilfszahlen  Ht  JB,  <C;  et,  ß,  y  ihre  AusdrQdce  (16)  und 
(17)  ein  9  so  ergeben  sich 

(21)  (BC-0.<)«={ca-Ä«)  (oÄ-O, 

iCA^bä)^:=  («6— C«)  (bü-A^) . 
(Ji?— cC)*=(Äc--4«)  (ca  -  B^ 

und 

(22) 
(6c-^»)  (BC-«/l«)«=(ca— iB^(Cil'-*Ä»)«=i=  (ab^C^)  {AB-^cCf 

==  (ftc— il»)  (CÄ  -Ä«)  (oÄ-  (?) , 

als  andere  Gestalten  der  Bedlngungsgleiehung  (13). 

Diese  Bedingungsgleiehung  gestattet  noch  eine  andere  ffierk* 
wflrdtge  Darstellung.    Theilt  man  sie  durch  ABC,  so  wirü  sie 

"  -  ABCBC^  CA^AB  +  ^ 
und  man  sieht  sieb  aufgefordert,  zur  Abkilntnng 

SU  setzen.    Dadurch  wird 

aA      ^'         bB     .     .     cC     . 
5&=1-«'  ^=1-*''  l»~l-< 
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nd  it»  Praduct- <li«ier  AnsdrOcke 

^=(l-a)(l-b)l~c) 

Sobstituirt  man  oben,  so  wird 

0=bc  +  ca-f  ab— Abc 

Tbetit  man  diese  Giekhung  durch  Obc,  so  übergeht  »ie  in 

oder,  wenn  man  die  frfiberen  Aosdrflcke  wieder  herstellt,  in 

1        .        l        .        l 


(23) 


aA 


,  ,  „     ,      5B^,       cC 
*^äC     *~ca     ^^AB 


,=  1. 


welches  die  gesuchte  bemerkenswerthe  Gestalt  der  Bedingungs- 
gleicbuig  (13)  ist. 


•  7. 


Will  man  die  eigenthamlich  geformten  Gleichungen  (12)  un-  , 
mittelbar,    ohne  von  einer  allgemeineren  Form  zu  ihnen  herab- 
nwteigen.   In   Behandlung    nehmen«    so   dürfte  der  folgende 
Vorgang  vor  anderen  den  Vorzng  verdienen. 

Tbeilt  man  diese  Gleichungen  der  Ordnung  nach  durch  BC, 
CA,  AB,  so  lassen  sich  ihnen  folgende  Formen  ertheilen: 


(24) 


«^      E4.9     ,      *'_A 

A^  CA'B^C~^' 

f  +  J+ilftf-^ 

Diese  Formen  fordern  aber  sogleicfi  sur  Einführung  nachste- 
heoder  Abkürzungen  auf: 


(25) 


(26) 


aA  *Ä«^/»\^_ 

BC^'^'fJÄ'^P'  AB-^^' 


6* 
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durch  deren  EinfShrang  die  leiiten  CHeicIrangen  die-  höchst  «d- 
fache  Gestalt 

(27)  «|+,+t=0.      ' 

aanehnieD,   in  der  sie  sogar   Dur   noch  drei  CoefBdenten  anstatt 
der  frflheren  sechs  enthalten.  ' 

Setzt  man  noch  fflr  einen  Aogenblick   , 

zieht  hievon  die  Gleichungen  (27)  einzeln  ab,  und  benutzt  die  Ad- 
dition der  Verhiltniesgiieoer;  so  erbXit  man 

a=a-«)  J= (1-/J)  ij=(l:-y)  J; 

j 2 :_ 

=    1     -     1     —    1 


+  1— s+ 


Mithin  lassen  sich   die  Gleichungen  (HT)  dur<^  die  Verhilt 
nissgleichungen 

(28)  (1-«)  !=(!-«, =(l-y){: 

ersetzen  .-»und  ihre  Coefficienten  sind  an  die  Bedingungsgleichong 

(29)        r4-„+r^+i4-,=^i 

gebunden,  welche  durch  Beseitigang  der  Nenner  die  Form 

(30)  «ftf— «-/J-y+2=0 

annimmt. 

Ans  eben  jener  Bedingungsgleichnng  findet  man  anderweitig 


oder 


1  _,_    1 1 ßr-i 

r^-'      r^      l-y-(l-/J)(l-y) 


(31)  (l—ß)(l-Y)=(i~a)(ßf—l),  and  nachgebildet 

(l-y)a-«)=(l-/J)(y«-l). 

(l-«)(l-/J)=(l-7)(«^-l). 


SS 


•  I 


Die  Producto  j^- zweier  solcher  Gleicbungen  'liefem  sofort 

(350     .  (l-o)»=(«^-l)(«y-l). 

(1  - /J)«=(jS)—l)  (/»«-!) . 

a-r)«=(r«-i)(r/J-i). 

MahipUcirt   omd    aber  jede    der   Gleichungen   (31)    mit  dem 
cntea  Factor  Ihres,  zweiten  Theiles,  so  findet  man 

(33)  (l-«)«(ftr-l)=r(l-/J)«(y«_l)=(l-y«)(«^_l; 

=a-«)(i-/^(l-y). 

■■d  hitnuts 

(34)         (l-«)\'^^=(l-ftV7^=(l-j')V*S^'=^. 

Sofort   fcSanen  in  den  Gleichungen  (28)  die  Factoren    1  — «, 
1— /},  I— y  darch  ihr«  Proportionalen 

1  1  1 


ersetit  werdea,   wodurch  jene  VerbältiüssgleichuDgen  die  Form 

^    '^  Vft?=^      y"y«^l      V^«/^-i   ' 

aoaehmeD. 

SUMi  man  nun  endlich  in  den  Gleichungen  (28).  (29;,  (30). 

2,  (33),  (35)  fllr  I,  fi,  i  und  a,  ^,  y  >^re  Ausdrucke  aus  (25) 
(iß)  wieder  her;  so  erhält  man  mittels  eanz  leichter  ZurGck« 
leitaiigen  die  Torher  in  Art.  6»  genannten  Gleichungen  (14),  (23), 
(B).  (21),  (22),  (20). 


1 
8. 


BB.   Verweodang  dieser  Gleichungen  cur   Aufstellung 
voo  Hauptgleichungen  der  ebenen  Trigonometrie. 

Beietchnen  a^  b^  c  die  STeiten  und  a^  ß,  y  die  ihnen  gegen- 
über liegenden  Winkel  eines  ebenen  Dreieckes ;  so  findet  man  da- 
<lorch,  dass  man  die  dasselbe  begrenzende  geschlossene,  dreiglie- 
drig gebrochene  Linie  abc  der  Reihe  nach  auf  drei  Axen  projicirt, 
deren  positive  Richtungen  denen  der  Seiten  a,  b,  e  selbst  ent« 
gegtogeaetzt  sind,  geradezu  die  Gleichungen 
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(3Ö)  -^«-^6co0y-f0CO8|}=r:O,- 

a  cosy  —  6  +  c  cosa=0, 
aco»|54-6cosa— c=0. 

Hält  ni9D  sie  an  ile  obigeo  Gleichungen  (1^,  so  hat  man  zu 
ersetsen 

die  dortigen  x,  g»  z;     a,     6»       c;        A,        B,       C; 

durch  die  hiesigen    a,  b»  e;  — l.  —1,  —1;  cos«,  cos/J,  cosy. 

Dadurch  gewinnt  man  aus  den  Gleichungen  (t3)»  (21),  (22)  uod 
(23)  durch  geringe  Vereinfachung  die  folgenden  einander  gleich 
geltenden : 

(37)  ceso*  -f  cos^  -f  cosy*-*!  -f  9cosa  oos/3  co8f=0 ; 

(38)  costt  +  cos^cosy^sin^siny, 

cos/}  -i-teosy  coscr  =:  slny  sinu , 
eosy -|- cos«oosj3=sina  sin^ ; 

(aSo)  cot/}  coty  -f  cetycota  -f  cotoeot  /}=  1 ; 

weiche,   Tornehmlich  die  (3S),   weil  sämnitlichd  dieser  Dreiecks- 
winkel hohl  sind;  auf  die  bekannte  Gleichung     . 

.    (39)  «+/J+y=:180ö 

zurfickfiihren. 

Endlich  geben  die  Gleichungen  (14),  verbunden  niit  (38),  oder 
die  Gleichungen  (20)  altein,   die  Proportionen 

^  sin  a        sin  /}^      siti  y 

Bemerkune.  Wer  demnach  in  einem  Lehrbuche  der  reinen 
Mathematik  in  der  Lehre  von  den  Gleichungen  die  Gleicfaun^D 
(12)  ertorsohen  würde,  der  konnte  in  der  ebenen  Trigonometrie, 
sobald  er  die  Gleichung  (36>  erwiesen  hätte,  aus  ihnen  vermuge 
der  Ergebnisse  jener  Forschungen  die  Gleichungen  (39)  und  (40) 
sogleich  in  der  hier  gexetgteo  Weise  folgern. 


9.   ^ 

Es  dürfte  vielleicht  nicht  unangemessen  sein,  hier  noch  zu  j^' 

§eu,  wie  auch  ohne  solche  Vorbereitung  aus  den  Gleichungen  06) 
ie  beiden  Hauptgleichungen  (39)  und  740)  der  geradlinigen  Tri- 
gonometrie höchst  leicht  und  zugleich  abgeleitet  werden  können.*) 


*)    Ich  habe  diese  Ableitung,  ohne  aie  irgend  wo  ändert  gefoodeo 
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Eliminirt  niao  au«  den  Gleichungen  (36)  eine  Dreiecksseife, 
etwa  die  c ,  v^as  am  einfachsten  gescnieht,  wenn  man  ihren  Aus- 
druck ans  der  letzten  Gleichung  In  die  beiden  ersten  setzt ;  so  er- 
hSk  man 

asin^ = b  (cosa  cos/?  -|-  cosy) , 
b  sina^ = a.(cosa  cos^  -f  cosy)  . 

Aus  diesen  Gleichungen  leuchtet  ein,  dass  der  gemeinschaftliche 
Schlossfactor  weder  Null  noch  negativ  werden  kann,  weil  «i,  b 
als  Dreied^sseiten ,  und  sina,  sin/}  als  von  (hohlen)  Dreieckswin- 
kelo  berstanunendy  positiv  und  von  Null  verschieden  sind. 

Multipliciren  wir  demnach  dUso  Gleichungen  erstlich  wie  sie 
über  einander  stehen,  dann  flbers  Kreuz,  theilen  dann  durch  die 
Die  ver^h windenden  Factoren  ab  und  cosa  cos/3 -|~<!<>sy9  und  zie- 
bes*  endücli  mis  den  Produeten  die  zweiten  Wurzeln  >  die  nur  p<^ 
sitiv  ausfallen  können ;  so  erhalten  wir 

mnuakaßss  oosoicos^  -i-  cosy 

QDd 

V  II  sin/3 =6  sin  er. 

Die  erstere  Gleichung  gibt: 

cos  y  =r —  (cosa  cos/3  -—  sina  sin^) 
=— cos(c+P), 

folglich,  well  a,  ßy  y  hohl  sind, 

(30)  Ä  +  p  +  y=lW>; 

die  andere  aber 

gm  L  gt 

(40)  .  ■    =  ■  .  o  uod  nachgebildet  noch  =  -r-—  - 

^   '  sinft       sinp  ®  siny  - 


III  haben,  In  (.  557.  meiner  Ueberarbeitnng  de«  2.  Bd«.  von  VegaV 
Voriesttngen  Aber  d.  Mathematik.  Wien.  1.  Anfl.  1835., 
2.  Anft.  1848.  gegeben.  Unmittelbar  davor  in  $.  556.  zeigte  Ich  nach 
Jl.  1.  Littimw*«  Elementen  d.  Algebra  o.  Geometrie.  Wien 
1897.  &  SOS.  $.  1.  die  von  Herrn  Dr.  Eideil  Im  Archiv*  1.  ThL  4^ 
&  1841.  8.  444.  mttgeUlicilU  Her|eitang  de«  erweiterten  Pjthiigori- 
•diei  Lebrtalaes  ((5)  in  AA)y  die  aber  andi  schon  Ca r not  In  «einer 
Giondtrie  de  posItion.  Parle.  1893.  t.  II.  num.  251.  gelehrt 
hat. 
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VI. 

Zwei  Ibemerkenswertli  einfache  Aer^ 

leltungren  der  Hauptfirlelchansen  der 

sph&rfeelieii  Trifronometrie* 

Voo  dem ' 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka,, 

ProfaMor  der  Haihematik  la  Tarnow  in  GaUsien. 


Bekanotlicb  gibt  es  mehrere  (darunter  eine  aogar  von  La- 
grange herrührende)  Ableitungen  der  in  der  sphärischen  Trigo- 
nometrie zwischen  den  Seiten  und  einem  Winkel  eines  Kugel- 
dreieckes  bestehenden  Grundeleichung,  aus  der  alle  Qbrigeo 
Hauptgleichungen  blos  analytisch  hergeleitet  werden  können.  Jede 
derartige  Ableitung  %vendet  auf  die,  «weien  geradlinigen  Drei- 
ecken  gemeinsame  Seite  den  erweiterten  Pythagorischen  Lehrsatz 
an.  Eine  solche  Ableitung  wird  jedoch  unbrauchbar,  wenn  ent- 
weder eine  Seite  oder  ein  Winkel  des  Dreieckes  =  90*^  wird ; 
auch  unterlSsst  man  f^ewubnlicb  die  Gtitigkeit  der  Gleichung  fiSr 
alle  muelicheii  Falle  nachzuweisen.  Im  Folgenden  theile  ich 
zwei  Anleitungen  dieser  Grund-  und  Hauptgleichungen  va\U 
welche  der  Beachtung  der  Geometer  nicht  unwflraig  sein  dfirfteo. 
Die  erste  stellt  jene  Gruudgleichung  spgleich  mit  Toller  Ali* 

femeingiltigkeit  nach  der  bisher  zu  wenig  beachteten  uikI 
arum  auch  rCicksichtlicb  ihrer  unschätzbaren  Vortfaeile  gar  nicht 
gekannten  Lehre  von  der  t'echtwinkligen  Pfojection  auf,  fiber 
welche  ich  —  vielleicht  in  nicht  ferner  Zeit  —  eine  ausführliche 
Abhandlung  veröffentlichen  zu  können  hoffe.  Die  zweite  leitet 
sämmtliche  Hauptgleichungen  geometrisch  und  zwar  aus  einer 
einzigen  Figur  ah,  üozu  die  Projectionslehre  gleichfalls  einen 
höchst  schätzbaren  Beitrag  liefert. 


A.    EVste   Herleituhg. 


1 


1. 


GroodgleichuDi^.  Sei  (in  Taf.  L  Fit;.  2.)  ABC  ein  Ku- 
geldreieck  oder  OAhC  das  ibm  am  MittelpoDlcte  O  der  Kugel 
eots^echende  dreikimtige  Eck;  danach  seien  il=a»  Bz=ß,  C==y 
fMoe  Winkel  und  a,  bf  c  deren  Gegenseiten.  Im  Kugelmittel- 
puokte  O  steile  man  auf  den  Halbmesser  OA  einer  Spitze  A 
des  Koseldreieckes  oder  auf  die  eine ,  Kante  OA  des  Eckes  die 
•eakre^te  Ebene  3C  anf,  projicire  (winkelrecht)  in  diese  die  Halb- 
■esser  OB,  OC  3er  beiden  anderen  Dreiecksspitzen  oder  die 
zwei  fibrigen  Kanten  nach  OÄ',  OC  Dann  ist,  wenn  man  etwa 
noch  sor  leichteren  Einsicht  die  Seiten  AB=zc  und  AC=b  zu 
Quadraoten  bis  D  und  E  verlängert,  BOB'=BDr=AD^DB 
=«F— c,  COC=CJS=^l£— .4C=90ö-6,  und  B'OC=a. 

Von  einer  der  beiden  letzteren  Kanten,  etwa  von  OB,  f^^£' 
cire  man  ein  beliebiges  in  O  anfangendes  Stflck  OMzzzr  (worar 
man  auch  die  Längeneinheit  also  0^=1  nehmen  kann),  mltt^- 
bar,  und  zwar  benfitzend  die  Ebene  2,  auf  die  Projection  OC 
d^r  anderen  Kante  OC,  folglich  seinen  Endpunkt  M  nach  N  und 

Dann  Ist 


t 


ON=  OMcosBOB^rBinc, 
NM=OMs\uBOB'=rc.o8c; 
OP=  ONcosB*  OC=r  sinc.coscr , 
Pi\r=  OiVsinÄ'OC=rsinc.sina. 

Nun  projtcire  man  jene  Strecke  oder  den  Radiusvector  OM 
in  der  ersten  Kante  O^  einerseits,  und  die  zwischen  denselben 
Grcnzpnnkten  O  und  M  begriffene  dreigliedrig  gebrochene  Linie 

OPNM  andererseits  auf  die  zweite  Kante  OC  selbst;  so  sind 
ihre  algebraischen  Projectionen  einander  gleich»  und  es  haben 
hiebe! 

die  Strecken:  OM,  OP,  PI9,  NM 

die  Projectionswinkel :  BOC=s  a ,      COC=90<^-  6,  90<>,  COAz=:b . 

Mithin  ist  —  ganz  allgemein  giltig  — 

r.cosa=:r8inccosa.cos(9(K' — b)  -|-rsincsin«.cosfiO^  -|-  rcosc.cos6 

oder  wenn  man  durch  r  theilt  und  sonst  reducirt,  sogleich 

(1)  cosa=co8a.6inAsinc-f  cos6cosc, 

die  in  vollständiger  Allgemeinheit  bestehende  Grund- 
fflcichung  zwischen  den  Seiten  und  einem  Winkel  eines  Kugel- 
dreieeks. 


w 


2. 


'  I.  Erste  Hnuptgleichang.  Bildet  man  zur  gefondeiieii 
Gleichung  (1)  eine  gleichgestaltete  durch  Venvechsehing  von  a 
uikI  b,  so  wie  Ton  a  mit  p;  so  findet  mao 

cos  6 = CQS/S .  siDC  siaa  4*  G^fttf  cosa . 

Subatitiiirt  mao  di^seo  Ausdruck  tou  cosA  in  (l)»  so  wird 

co8a(l :— cosc^=cofi«slnc^;:^(co8«sio6  4-  cQs/}coscsiaa)sioc« 

Weil  keine  Seite  eines  Kugeldreiecks  0  oder  180^  sein  kann»  folg- 
lich^ siDc  nie  ==0  ist«  so  ist  es  gestattet  durch  ihn  die  letzte 
Gleichung  zu  difidiren;  und  sofort  erfolgt 

(2)  co8adinc=cosasin6-f-co8/?coscsina,  • 

die  zwischen  den  Seiten  and  zwei  Winkeln  bestehende  Hsup^lei- 
chung. 

IL  Eine  Hilfsei  ei  chung  zwischen  allen  sechs  Stücken  des 
Dreiecks.  Vertauscht  man  in  (2)  a  und  c  unter  sich,  und  a  mit 
y,  ao  erscheint 

coscsina  =  cos/siuA  -|-  cö»ß  cosa  sine . 

Schreibt  man  nun  diesen  Ausdruck  von  coscsina  in  (2),  so  über- 
geht diese  in 

cosa  sine  (1  —  cos/3*)  r=cosa  sinA  -f  cos^  cosy  sinö 

odef  in  , 

(3)  cosa  sine  sin  j3*  =^  (cosa  -f  cos  j9  cosy)  sind .    . 

III.  Zweite  und  dritte  Hauptgleichung.  Wenn  man  in 
(3)  die  ß  und  y  so  wie  die  b  und  c  unter  einander  verwechselt, 
so  verwandelt  sie  sich  in 

cosa  sin6  siny* = (cosa  -|-  cos/?  cos/)  sine . 

Multiplicirt  man  diese  zwei  letzten  Gleichungen  mit  einander,  und 
zwar  zuerst.  80  wie  sie  über  einander  stehen  und  dann  kreuzweis, 
und  zieht  man  aus  den  Producten  die  zweite  Wurzel  f  so  erhSU 
man 

±  cosa  Binß  Biny  =  cos  a  -f  cos  ß  cos  y ,. 
J:  sin/3  sine = siny  sinft . 

In  diesen  Gleichungen  kßnnen  Jedoch  nur  die  oberen  Vorzei- 
chen gelten.    In  Aer  ersten,  weil  f^r  ß — y — ^90^,  wie  man  ans  der 
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Lehre  von  den  sphärischen  Winkeln  weiss,  a  =  a  sein  muss;  in 
der  zweiten,  weil  nnr  solche  Kugeldreiecke,  in  deoeo  Seiten  und 
Winkel  Bwischen  0  und  180^  Üq|en,  betrachtet  zu  werden  pflegen. 
Dassch  wird  die  erstere  Gleichung 

(4)  cosa=:cosasin/}siny  —  cosß  cosy, 

die  zweite  Hanptgletcbung  ^wischen  den  Winkeln  und  einer 
Seite; 

die  lelstere  Gleichung  aber 

sinfr aini? 

mmß-'mwf' 

•dtr  darck  Verwechselung  von  b  mit  a  und  ß  mit  «  yerroU« 
•tliidigt: 

^.  sinn     sin6     sine 

^  ^  sina      sinp      siny 

die  dritte  Hanptgleichung  zwischen  je  zwei  Seiten  und  ibteo 
Gegenwinkeln  *). 

IV.  Vierte  HauptgleicliuDg«  Setzt  man  in  der  ersten 
Hanptgleichung  (2)  für  sin6  seinen  aus  der  dritten  Hauptgleichung 
(5)  erk^eaden  Ausdruck 

.  .  .    •     mß 
sin6=sinc-r-^> 
sina 

om  6  aas  diesen  zwei  Gleichungen  zu  eünuniren ;  so  ergibt  sich 

eosasinc  =  sin/^cota  sina  -f  cos^  cosc  sina , 

daher  wenn  man  durch  den  nie  verschwindenden  sina  theilt: 

(6^  sine  cota=sin/}  cota.-f  cosccos|3 , 

oder  symmetrischer  geordnet:, 

(S)  cose  coBß  =2  sine  cota — sUnßeoia 

m 

als  die  vierte  Hanptgleichung  zwischen  vier  unmittelbar 
nach  einander  foleenden  Dreieclcsstücken  o»  c,  ß,  a,  von  denen 
zwei,  c  und  ß,  Mittel-  oder  eingeschlossene  Stficke,  die 
beiden  anderen»  a  und  a  Aussen*  oder  äussere  Stücke  und 
zueinander  Gegenstücke  sind. 


*)  Diese  gleichseitige  Ableitnng  der  swelten  und  dritten  Haqpl^ 
(^ImchoBg  habe  ich  —  vielleicht  der  Erste  —  in  meiner  Ueberarbeitnng 
4f  zveiFen  Banden  von  Vega'a  Vorles.  ober  d.  Mathem»,  Wien. 
1.  Anfl.  1886.,  a.  Aufl.  1848.,   in  $.  567.  o.  &68.  gegeben. 
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B.    Zweite   Herieitung. 

"3. 

Grund^lelcbuDg  und  erste  Hauptgleichane.  Indem 
man  die  obigen  Bezeichnunj^en  beibehält  und  nur  noch  des  Kugel- 
halbmessers Zahlenwerth  wie  fiblich  =1  setat,  projiclre  man  (w 
Taf.  I.  Fig.  3.)  eine  Dreiecksspitze  A  mittels  senkrechter  Ebe- 
nen auf  die  Halbmesser  oder  Kanten  OB,  OC  der  zwei  anderen 
Dreiecksspitzen  B  und  C  nach  E  und  F,  und  dadurch  zugleich 
mittels  der  als  Durchschnitt  dieser  zwei  projicirenden  Ebenen  sich 
ergebenden  senkrechten  Geraden  AD  auf  die  Ebene  BOC  jener 
zwei  Kanten. 

Danach  ist 

O£=cosc,        U^=sinc,        AED^r=:ß 
ED=EAco8AED=:: siDccosß f  DAzzL EABiüAED=Bmc sinS 
OF=cosb,       FA=8\nö,        AFD-y 
FD=zFAcoB AFD=:s\nöcosY y  DA  =  FAsioAFD^zmnbslüY. 

Projicirt  man  nun  den  Umfang  des  .(ebenen)  Viereckes  OFDE, 
in  welchem  EOFzma^  £=<»«= i'V  also  £;Z>F=l80»-a  ist, 
auf  die  Seite  OE  (als  Hauptaxe)  und  auf  ihre  Sferfkrecbte  (als 
Nebenaxe  der  Projection);  so  haben 

die  Vierecksseiten        OEyOF,  FD,    DE 

die  Projectionswinkel     0,    a;    a — 90^«  — ^90^; 

und  sonach  erhält  man  für  die  Haupt-  und  Nebenprojection  der 
Seite  OE  den  Doppelansdruck  . 

Substituirt  man  den  Seiten  ihre  obigen  Ausdrficke,  vereinzelf  die 
Gleichungen/  reducirt  die  goniometrischen  Stamm functionen  und 
versetzt  die  Glieder  in  geeigneter  Weise ,  so  erfiäit  man  eines 
Theiis 

(1)  cosc = cos/  sina  sin6  +  cosa  cos6 

die  Grundgleichung,  und  anderen  Theiis 

'  (2)  cos6  sina = cos/}  sine  4*  cosy cosa  sinft 

die  erste  Uauptgleichung. 

Anmerkung.     Die  Projection  auf  OF  liefert  ein  Paar  ver- 
wandte Gleichungen. 
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f.  Dritte  Bäuptgleichuiip;*  Setzt  man  die  vorher  für 
DA  J^efandeneii  zwei  Ausdrficke  einander  gleich,   so  ist 

*  8incsin|3=8in6siny, 

dflo 

»infe  __  BJiw? 
•top      sin/ 

oder  darch  Vertauschong  von  6  mit  a  und  |9.|nita  vervoUstfiodigt: 

fK\  ging     Biub     sine 

^  '  sino      sinp      sin/ 

irddies  die  dritte  Haoptgleichung  ist. 

11.  Zweite  Hau p t g I e i ch u n g.  Projicirt  .man  in  den  recht- 
winkrigen  Dreieclcen  ADE,  ADF  die  Spitze  D  des  rechten  l¥iii> 
kels  mittels  der  Senkrechten  DG,  Du  auf  die  Hypotenusen  AE, 
AF^,  so  sind  bekanntlich  die  Winkel  ADG=AEDz=ß  und  ADH 
^APD^iy,  Zugleich  stehen  diese  projicire'nden  Senkrechten  auch 
auf  den  beiden  Seitenebenen  AGB,  AOC  der  Kante  OA  im  drei- 
kantigen Ecke  OABC  senkrecht. 

Denn  weil  die  Ebene  .^^D  auf  OB  senkrecht  steht,  so  ist 
sie  loch  auf  der  Ebene  AGB  senkrecht;  und  weil  in  der  erste- 
no  Gbeve  auf  die  Darchschnittslinie  AE  beider  Ebenen  die  DG 
senkrecht  geCallt  ist,  so  muss  diese  auch  auf  der  anderen  Ebene 
AOB  seuKrecht  stehen.  Eben  so  ervi*eist  man,  dass  auch  die 
DH  auf  der  Ebene  AGC  senkrecht  steht. 

Der  Winkel  GDU  0er  Normalen  DG,  DH  der  zwei  Ebe- 
Deo  AOB,  AGC  ergänzt  sich  aber  mit  der  Schmiege*)  dieser 


*)  Nit  Bezugs  auf  den  von  Herrn  R.  Wolf  lüid  mir  im  Archiv. 
Theil  3.,  H.  4.,  S.  446.  und  Th.  6.,  H.  2.,  S.  120.,  Note  f,  npsgetiiro- 
ebenen  Woonch  bemerke  ich,  da^n  ich  für  den  ••  g.  „Winliel  iweier 
Ebenes"  eine  ganz  pSMcnde  Benennung  gefunden  so  haben  glaube.  Ich 
•chlftge  nemlich  vor  so  nennen:  die  Ablenkung  (der  Streckungen)  zweier 
Ebeoee  oder  genauer  iweier  Halbebenen  (Ebenenhälften)  an  ihrer  Durch- 
idinitttliaie  von  einander  die  Schmiege  (frans,  le  biiiie)  dieeer  Halb- 
ebcaen;  ihre  Dnrch«chnitt«linie  die  Schneide  oder  Schärfe,  die  Halb- 
ebenea  ■elbet  aber  die  Wände  oder  Wen  gen  der  Schmiege.  —  Zur 
i^htfertigiiog  diene  Folgeodet :  Nach  I^e  i  n  •  i  u  •  und  H  e  j  •  e  iet  „  die 
Schmiege  1.  bei  den  Worklenten  ein  Winkel  sowohl  über  al«  unter 
M  Grid,  welchen  zwei  Lioien  oder  Flächen  (Ebenen?)  bilden  (auch 
^cboleip sog),  2.  ein  Werkzeug,  Welches  in  einem  beweglichen 
Wiakelmsanee  besteht,  das  sich  mittels  einer  Stellschraube  öffnen  und 
eistebltgeii  lieet  und  zum  Messen  der  gedachten  Winkel  voa  den  Tisch- 
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zwei  Ebenen  zn  190^;  was  man  leicht  einsieht »  wenln  man  seine 
auf  diesen  Ebenen  und  also  auch  auf  ihrer  Durchschnittskante  OA 
senkrechte  Ebene  bis  zum  Durchschnitt  mit  ihnen  'erweitert  Mit- 
hin ist  6/)^  =180<>~a.  « 

Elndlich  ist  der  Winkel  EDF,  den  wir  oben  =lS0O~a  fan- 
den, gleich  der  Schmiege  der  zwei  Ebenen  AED  und  AFD,  weil 
AD  auf  der  Ebene  BOC,  also  auch  auf  DE  und  DF  senkrecht 
steht.  ^ 

In  dem  an  der  Spitze  D  entstandenen  dreikantigen  Ecke 
DAGH  hat  man  demnach  die  Seiten  ADG=iß,  ADH^=^yxaA 
GDU=\W^-n,  und  den  Winkel  an  der  Kante  DA  gleicb 
EFD=V&0^'--a,  Wendet  man  daher  auf  dieses  Eck  oder  aaf 
ein  ihm  entsprechendes,  auf  einer  un  D  als  Mittelpunkt  gelegten 
Kugelfläche  gebildetes ,  Kugeldreieck  die  bercTits  gefundene  Grund- 
gieieinnig  (1)  an;  se  indet  man    - 

cos  (180  —  a) = cos  (180  --*  o)  sin^  sin/  -^cos/3  cosy , 

folglich  nach  leichter  Reduction 

(4)  cos« = cosa  sin/3  sin^r — cos/3  cosy , 

die  zweite  Hauptg&eichuDg« 

ni.  Vierte  Haoptgleicbung.  Zieht  man  die  Terbio- 
,ddn^sgerade  OD^^  so  sind  die  Strecken  DE,  DF  Katheten  io 
zwei  Paar  rechtwinkligen  Dreiecken,  von  denen  das  eine  Paar 
ADE,  ADF,  die  *  zweite  Kathete  AD,  das  andere  Paar  0£A 
OFD  die  Hypotenuse  ÖD  gemeinsam  hat.  Das  erstere  Dreiecks* 
paar  gibt 

DE  DF 
DE\DF^-^^-^r=L\zxi%DAE\\x[i%DAF 

=  cot^ED:  cotilFZ>=cotjS:cot)^, 

das  letatere  aber,  wenn  man  filr  einen  AngenUick  EOD=n*, 
FOD  SS  q!'  setzt. 


lern,  SchloMem  n.  dergl.  gebraacht  wird  (der  Winkellappen,  du 
Sehr ftff man« •)/*  (Vergl.  Karmarach,  Grondr.  d.  meehan.  Teckaal 
8.  Bd.  S.  98.)-  R<>llin  (Noav.  BieU  de  poche,  Berlin*  1822)  nbeneCst 
Schmiege  mit  le  biai«  und  umgekehrt  dietet  mit  Schriee,  Scrhiefe; 
biait  grat,  maigre,  afen  stampfet,  ■charfer,  ■pitsigef  Winkef.  Bei 
„ichmiegen'*  tafft  Heintiut:  ,,die  Werkleate  ■chmtegea  (meclie« 
genau  anpSMend)  eine  Wand,  wenn  sie  dieselbe  nach  einem  Winkel  über 
oder  nhter  90®  renaa  nach  der  Schmiegre  anfllahren/*  Nach  Kalt- 
Schmidt  heisst  die  Kante  (aweier  Ebenen  an  einem  ebenflAchigen  Kör- 
per) so  Tiel  als  die  Seh&rfe,  die  Schneide.  Beide  letateren  Kind  ti- 
gleich  analog  der  Spitse  beim  Winkel.  Als  Analoron  flir  Sehenkel 
am  Winkel  passt  bei  der  Schmiea-e  am  besten  Wand,  well  die  Maaer- 
und  andere  so  genannten  Wände  rast  Immer  eben  sind  iind  Tielfllcigtieh 
dnrehschneiden,  auch  Jioch  Wange,  insofern  diese  Rorpertheile  bei Tbie- 
ren  meist  ceiryerglren ,  anjch  manche  Scitenebenen  an  Nas^hienbesCaBJ* 
theilen  so  heissen. 
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DE   DF 
BE'.DF-j^'.  g^  sin£OZ> : »mFOD 

=  8ina':8!na*, 
(olgTich  der  Verein  beider  Verhflltnissgleichheiten : 

cot/? :  cot/=:siDa' :  sino'' . 

E«  ist  aber  a'+a^'rrii,  also  a^^a  —  a'y  und 

coty  rcot/J = sin  {a^a') :  aina' 

=:  sina«O0o''-co8a  sina' :  sina^ 

folglich  wenn  man  theilt: 

taog/}cat|^=6in«cota'  —  comi. 
£«  gibt  endlich  das  an  iE  coohtWlnkllge  Dreieck  OED 

.   .      OE         cosc         cotc 
£D     amccQsß     cos/3 

daher,  wenn  man  snbstituirt  und  den  Nenner  eosß  weg  mnltipll- 
ctrt,  erhält  man 


sinp  coty  rr  sina  cotc  -^  cos<i  cosj? 


oder  Tcrsetat 


((Q  cosa  cosß^  sinn  cote^sin/)  coty, 

dw  Tierte  Hauptgleichnog. 
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Heller   die   mittlere   Entfemniiff  des 
-    Ackers  Tom  Hofe,  in  Uexng  auf 

Amweadmis. 

Von  dem 

Feldmesser  Herrn  C.  Wasmund 

sn  StraUund. 


E 


In  der  vor  Kurzem  unter  dem  Titel:  Ueber  die  mittlere 
^utferoung  einer  Figur  von  einem  Punkte,  oder  über 
die  sogenannte  mittlere  Entfernung  des  Ackers  vom 
Hofe.  Von  J.  A.  Grunert.  Greifswald-  1848*)  erschieneoen 

*)  Um  Letem,  denen  obige  Schrift  etws  noch  nicht  sv  Hinden  ge- 
kommen eein  eollte,  wenigstens  ansndenten«  worum  es  sich  handelt,  will 
ich  den  Begriff  der  mittlem  Entfernung  der  Kurse  wegen  in  der  Sprache 
des  vorigen  Jahrhunderts  hersetsen :  IJnter  der  mittlem  Entfernung  eiaer 
Linie,  Fläche  oder  eines  Körpers  von  einem  Punkte  wird  verstunden  iu 
arithmetische  Mittel  ans  den  Entfernungen-  s&mmtlicher  Elenitate  der- 
selben vom  gedachten  Punkte,  oder  hieraus  herrorgehend  und  noch  be- 
unemer  für  die  Anknüpfung  der  Rechnung:  Die  mittlere  Entferanag  i<t 
die  Summe  der  Entferanngsmomenie  sammtlicher  Elemente,  diridirt  durch 
die  Summen  sammtlicher  Elemente,  unter  Entferaungsmoment  das  Pro- 
dnct  des  Elements  in  seine  Entferanng  verstanden. 

Ist  also  |f=/^  die  Gleichung  einer  ebenen  Curve  für  rechtwinklige 
Coordinaten,  so  ist  die  mittlere  l'ntfemnng  des  Cnrvenstncks  an  iem 
Abscissenintervall    a  —  a    vom     Anfange    der    Coordinaten    ab:    M=: 


7W 


0/^ 


■+© 


wo  der  Neoner  naturlich  das  CorTco- 


stnck  selbst  ist.     Für  die   gerade  Linie   ab^  af^  deren  Gloichnog  ^ 
.^JzIx^lSt^   ist,   gioht  dies,    weU   hier  ^     constant    Ul, 
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Sckrift  giebtder  HerrVerfasser,  nacbdem  zunüebst  der  Begriff  festge^ 
«tcttl  worden  ist ,  Formeln  ftir  die  mittlere  Entlernung  eines  Drei- 
eck« von  einem  Punkte,  und  zeigt  dann,  wie  sich  hiernach  die 
mittiere  Entrernong  jeder  geradlinigen  Figur  durch  ihre  Zerlegung 
iD  Dreiecke  finden  lasse.  Die  Formeln  silid  jedoch  etwas  com- 
piidrt,  aod  fiberhanpt  hat  man  es  in  der  Praxis  auch  mehr  mit 
ganz  gesetzlosen  Curven  zu  thun.  Ich  suchte  deshalb  nach  einem 
iDugiich^t  einfachen  Verfahren  för  diese  Fälle,  wo  man  sich  doch 
lediglich  mit  Näherungen  beheifen  niuss,  und  kam  dabei  auf  fol- 
genden Satz: 

Für  den  concentrischen  Ring  mit  den  Halbmessern  r  und  q, 
oder  einen  Ausschnitt  desselben,  ist  vom  Mittelpunkte  abgerechnet 

die  mittlere  Entfernung  ^=:^(^*'  "^^"*"^^),  woraus  för  ^=0,, 
luT  den  Kreis  oder  Kreisausschnitt  vom  Halbmesser  r,  hervorgebt 
Jlf=3r.  ;  . 

Hieraof  lässt  sich  nun  das  nachstehende  Verfahren  grfinden, 
welches  mir  lur  die  Praxis  genflgend  scheint     Soll  die  mittlere 

Entfernttog    der    FIfiche   aaa ( Taf.  I.    Fig.  4),     deren  In- 

"»lt=r  F,   vom  Punkte  C  ermittelt  werden,  so  theile  man  die- 

JII;=z^—^J    arVarH(/i)',  oder  entwickelt: 

Sind  femer  %=zf^  und  S=y^  die  Polargleirhangen  zweier  Cnrven, 
•o  i«t  die  niCClera  Entfernung  de«  Ftächenstöcke  zwiseh^en  beiden  Car> 

▼€■  fiff  das  Bogenintervall   ä— «  vom  Pole  ab:  .y=  ^    — ytjjr' > 

*«      ftp 

vo  der  Kenner  das  Ffachenstöck  aelbst  ist. 

Ffir  den  concentritchen  RingauMchnitt  mit  den  HalbmeMern  r  und  ^ 
ud  den  Nittelponktswinlcel  ff,  sind  für  den  MiUelpnnkt  als  Pol  die  Glei- 
chongeo  der  beiden  Kreise  z=3:f*^=f  und  s==:/^  =  ^,  daher  dessen 
mittlere  Eotfemang  vom  Mittelpunkte  ab: 

Od 

weiches  der  oben  benntste  Satz  ist  Dies  möge  zur  Anden tang  des  Be* 
grilTs  hier  genSgea. 

Tbell  \\\\.  '  7 
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selbe  von  C  ann  in  concentrische  Ringe  1,  2,  3, ii,  ermittele 

die  FIfichengrössen  fi,  ^,  /S, ^,  so  wie  nach  obigem  Satif 

aacb  die  niittlern  Ennermmgen  fii| ,  w^,  m^,.*..:>mn  dieser  Ring« 
Ton  C  ab,  dann  ist  der  GesaninitflSche  mittlere  Entferonng:  ^^ 
it|A+m.,A+m3A....+iiin/;  (^^„^^^j  ^  ^.  0.$.  17.).  Liegt  der 

Pnnkt  6^  innerhalb  der  FISche  nan ,  so  wird  bei  der  Einthci- 

liing  auch  noch  ein  voller  Kreis  ^  oder  ein  Kreisausschnitt  vor- 
kommen, was  jedoch  in  der  Berechnung  keUien  Unterschied  macht 
Betreffend  die  weitere  Anwendung  der  mittlem  Entfernung, 
halte  ich  es  noch  (lir  eine  sehr  schwer  zu  losende  Aufgabe,  selbst 
unter  Voraussetzung  einer  ganz  speciellen  Nutzun^sart,  die  Funk- 
tion der  FlSchengrössc  F,  Bonität  B  and  mittlere  Entlemung  .V 
eines  Grundstiirks  von  einem  Punkte  zu  ermitteln,  welcher  die 
Werthe  mehrerer  Grundstucke  in  ^ezüg  auf  diesen  Punkt  propor- 
tional zu  nehmen  sinii.  Mamentlich  würde  man  der  Praxis  sehr 
widersprechende  Resultate  erhalten,  besonders  für  extreme  Werthe 

von  F,B  und  Af,  wollte  man  diese  Funktion  = -jö"  «^^zen.    Wenn 

auch  vielleicht  der  Zähler  FB  sollte  bleiben  können,  so  wfirde 
doch  dann  der  Nenner  'ausser  von  AI  auch  noeh  wieder  yoo  F 
und  B  abhängig  sein  mGssen,  wie  dies  auch  schon  zum  Theil  ai» 
Herrn  von  Thiinen's  Bemerkungen  aber  diesen  Gegenstand  in 
seinem  isolirten  Staate  hervorgeht.  Bei  der  Schwierigkeit, 
weifte  die  Herstelkmg  einer  solchen  stichhaltigen  Funktion  hat,  wird 
die  ökonomische  BerQcksicbtigung  der  Entfernung  bei  derW^b- 
bestimmung  von  Grundstöcken  wohl  nur  in  der  Art  Statt  fihdeo 
können,  dass  man  Grundstücke  in  verschiedenen  EntfernnngeD 
veranschlagt ,  und  dadurch  eine  Progression  von  Werthreductioot»- 
factoren  ermittelt  ftir  stufensweise  wachsende  Entfernungen.'  Hier- 
bei u  ird  dann  aber  die  Kenntnis  der  jnittiern  Entfernung  von  er- 
heblichem Nutzen  sein. 

Ganz  naturlich  wird  mau  bei  Betrachtungen  obiger  Art  noch 
zu  der  Aufgabe  geleitet,  iiir  den  Acker  den  vortbeiinaftesten  Ort 
des  Hofes  zu  ermitteln,  rCIcksichtlich  der  Entfernung,  d.  h.  für 
eine  gegebene  Fläche  den  Punkt  zu  bestimmen,  von  welchem 
ab  die  mittlere  Entfernung  derselben  ein  Minimum  ist.  Für  ein 
Dreieck  wird  aber  hierzu  schon  ein  beträchlicher  RechDUBSsanf- 
wand  erfordert  werden ,  so  dass  man^  bei  wirklichen  neuen  Hofan- 
lagen  wohl  auf  eine  mathematische  Losung  wird  verzichten,  uim) 
sich  damit  trösten  niOssen,  dass  in  den  aHermeisten  Fällen  doch 
auch  noch  andere  Umstände  als  die  Entfernung  eine  entschiedene 
Mitberücksichtigung  verlangen. 


Nachschrift  de»  Herausjgebers. 

In  meiner  Schrill:  Ueber  die  mittlere  Entfernung  einer 
Figur  von  einism  Punkte  oder  über  die  sogenannte 
mittlere   Entfernung   des  Ai:kers  vom  Hofe.  Greifswald. 
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1 84& ,  auf  welche  sich  die  Bemerkungen  in.  dein  obigen  Aufsätze 
beziehen,  habe  ich  voraugsiveUe  die  geohietriBcfae  oder  eigentlich 
aberhaupt  die  theoretische  Seite  dieses  Gf'genstandes  in  s  Auge 
gefasst,  und  habe  versucht,  mit  völliger  matnematischer  Strenge, 
welche  bei  derartigen  Untersuchungen  leider  nur  zu  häufig  ver- 
nacblSsaigt  wird,  zu  Resultaten  zu  gelangen,  welche  sich  sowohl 
durch  ihre  Allgemeinheit,  als  auch  durch  ihre  Eleganz  auszeich- 
nen und  empfehlen ,  und  glaube ,  dass  auf  diese  beiden  Prädicate 
insbesondere  der  Ausdruck  8.  79.  J|.  ]1,  Nr.  71.,  welchen  ich  als 
das  in  dieser  Schrift  cewonnene  Hauptresultat  betrachte,  Anspruch 
machen  zu  dürfen  vollkommen  berechtigt  ist.  Wenn  ich  deshalb 
anch  dttgleichen  eleeante  Ausdrücke  nicht  mit  dem  Namen  ,)Com- 
plidrf*  bellen  mdcbte,  so  bin  ich  doch  mit  dem  geehrten  Herrn 
Verfasser  des  obigen  Aufsatzes  darin  vollkommen  einverstanden, 
dass  die  Rechnung  nach  den  in  meiner  Schrift  entwickelten  Aus- 
drücken ungeachtet  ihrer  Deganz  flir  die  geivöhnlicbe  Praxis  in 
den  meisten  Fallen  noch  zn  weitläufig  ist,  und  habe  daher  auch 
6cbon  in  der  im  Literar.  Ber.  Nr.  ALU.  S.  602.  gelieferten  Au- 
z^e  der  obigen  Schrift  die  Leser  des  Archivs  zur  gefälligen 
Mihrirkung  bei  der  weiteren  Vereinfachung  des  fraglichen  Gegen 
Standes,  und  desiten  Gestaltung  f3r  den~  gewöhnlichen  praktischen 
Gebrauch  aufgefordert.  Es  kann  mich  demnach  auch  nur  freuen, 
dazu  in  dem  obigen  Aufsatze,  ungeachtet  der  gr<)ssen  Einfachheit 
seines  Inb'alts»  einen  nach  meiner  Meinung  recht  zweckmässigen 
Anfang  gemacht  zu^seheu,  und  hoffe,  dass  es  dem  geehrten  Herrn 
Verfasser  desselben  nicht  unangenehm  sein  werde,  wenn  ich  mir 
erlaube,  seinen  Betrachtungen  noch  die  folgenden  Bemerkungen 
binznzoftigen,  indem  ich  Ihn  zusleicb  zu  weiteren  Untersuchungen, 
zu  denen  ihm  vielleicht  seine  Praxis  Gelegenheit  darbieten  dürfte, 
aalznlbrdern   mir  erlaube. 

Der  von  dem  Herrn  Verfasser  angegebenen  Methode  liegt 
haoptslcblich  ein  Ausdruck  ftir  die  mittlere  Entfernung  eines  zwi- 
schen z%vei  concentrischen  Kreisen  enthaltenen.  Rings  von  derc^n 
gemeinscbaftlichera  Mitte|poi»kte  zum  Grunde.  Dieser,  Ausdruck, 
fvekhen  der  Herr  Verfasser  In  einer  Note  durch  die  Integralrech- 
nung ableitet,  ist»  wie  ii^h  jetzt  zeigen  werde,  eine  unmittelbare 
oder  wentgsftens  leichte  Folge  aus  den  in  meiner  Schrift  enthalte- 
nen Ausdrücken,  wenn  er  auch  in  dieser  Schrift  nicht  selbst  ge- 
geben worden  ist,  was  nicht  nfithie  war,  weil  ich  keineswegs  die 
Absicht  hatte,  '  in  derselben  den  fraglichen  Gegenstand  ganz  zu 
erschöpfen. 

Wenn  wir  die  Grundlinie  ei^nes  gleichschenkligen  Dreiecks 
durch  a,  seine  beiden  gleichen  Schenkel  durch  b\  seinen  Inhalt 
durch /i,  die  halbe  Summe  seiner  Seiten  durch  i,  und  seine  mitt- 
lere Entfernung  von  feiner  Spitze  durch  Jf. bezeichnen,  so  ist 
nach  der  Formel  Nr.  79)  auf  S.  104.  meiner  Schrift,  wenn  wir. 
in  dieser  Formel  6=c  setzen: 

Weil  aber  in  diesem  Falle 
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a  2a         26— HB 


oder 


1-- 
a^* 2& 

•  +26 


Ut,  ao  ist 


NvR  ist  ferner,  wie  man  leicht  findet: 

1  l         iA«     **— j«* 


ako 


I  a 


Denken  wir  uns  jetzt  in  einen  mit  dem  Halbmesser  r  bescbrie 
benen  Kreis  ein  re^lSres  Vieleck  von  n  Seilen  beschrieben,  ud4 
bezeidinen  lede  Seite  desselben  durch  a,  so  ist  för  jedes  der  n 
gleichschenkligen,  im  Mittelpunkte  des  Kreises  zusammenstosBeD- 
den  Dreiecke  9  in  die  sich  dasselbe  zerlegen  ISsst,  In  Bezug  auf 
den  Mittelpunkt  des  Kreises  nach  dem  Vorhergehenden: 

M    1  ^       /      2r 

und  folglich  immer  in  Besag  auf  den  Hittelpunkt  des  Kreises  filr 
das  ganze  reguläre  neck  nach  8.  111.  meiner  Schrift: 


d.  i.  eben  so  wiö  vorher: 
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Ä=|r 


4       ^ 2ir 


«der 


r«     *  «.    1+^ 


M=^r+~ 


Ako  ist,  da  jedenfalls  iouner 


3a 


/ 


2r 


1 


2r 


ist,  luidi  einer  sehr  bekannten  logarithmischen  Reihe  (m.  s.  u.  A. 
meioea  Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  ho- 
bern Inalysis.    Leipzig.    1838.    S,  6i.): 

d.  i. 

und  ivenn  man  nun,  aih  M  för  den  Kreis  selbst  zu  erhalten,  n 
10  0  Dnendliche  wachsen,  also  a  in's  Unendliche  abnehmen  iSsst, 
uod  in  der  vorhergehenden  Gieichnng  zu  den  Gränzen  Obergeht» 
so  ergiebt  sich  fiir  den  Kreis: 

üf=Är+Är*«^>  d.  i.Ä=Är. 

Für  einen  Kreisausschnitt,  d^r  j  ^^^  ganzen  Kreises  ist,  sei 

jetzt  M  die  mittlere  Entfernung  vom  Mittelpunkte  des  Kreises, 
60  ist  nach  S.  111.  meiner  Schrift  offenbar 

wie  für  den'  ganzen  Kreis^  was  sich  auch  von  selbst  versteht. 

Endlich  sei  die  mittlere  Entfernung  M  eines  ringförmigen 
Stucks  wie  ABA'B'  in  Tat  L  Fig.  5.  von  dem  gj^meinschaft- 
liehen  Mittelpunkte  C  der  beiden  Kreise,   zwischen  aenen  dieses 
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ringförmige  Stück  enthalten  ist,  zu  finden.  Za  dem  Ende  seien 
r  und  r'  re^pective  die  Halbmesser  des  grosseren  und  des  klei- 
neren Kreise«;  die  FlSchenrfiurae  der  beiden  Kreisausschnitte 
ACB  und  ACB  seien  respective  B  und^',  «ind  m  und  W 
seien  deren  mittlere  Entfernungen  von  C\  so-  haben  wir  nach 
S.  111.  meiner  SchrKlt  die  Gleichung: 


Aber  bekaiinttich .  da  die  Sectoren.@»  0'  demselben  Winkel  am 
Mittelpunkte   entsprechen:- 

e:»=:r«:r'«,  also  e:,S-©'=r*:r«~r'«; 
und  nach  dem  Verberge hendei>: 

2  2 

folglich  nach  ileiii  ObigeA 
oder 

woraus 

« 

,,     2  r»-^'»     2     r»— r»         2  iJ+iV'-fr*» 

^*^^S^»  I^Aiiz  wie  der  Herr  Verfasser  des  obigen  Aufsatzes  auf  an- 
derem Wegev  gefunden  hat,  wenn  man  nur  in  der  dohigen  Formel 
r'   für  o   setzt.     Auch  ist 

«=5K-17)=3-('^  +  ^)- 

Dass  Ableitungen  von  Formeln,  wie  die  obiee,  durch  strenge 
Gränzenbetrachtungen  aus  anderen  Formeln ,  zu  den  instructivsten 
Betrachtungen ,  namentltch  fär  Anfönger ,  gehCren ,  wenn  sie  auch 
von  einer  gewissen  Weitläufigkeit  zuweilen  nicht  ganz  frei  zuspre- 
chen sind,  dürfte  wohl  jetzt  ziemlieh  aligemein  anerkannt  sein» 
und  ich  selbst  bin  der  Meinung,  dass  AnOins^er.  welche  in  der 
Mathematik  weiter  zu  eehen,  und  namentlich  die  Analysis  in 
ihrem  neuesten  Zustande  kennen  zu  lernen  beabsichtigen,  nicht 
hSaflg  genug  sich  mit  dergleichen  Betrachtungen  bekannt  machen 
und  dieselben  selbst  anzustellen  versuchen  kdnnen. 
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r 

So  wie  im  vorhersehenden  Falle  wird  man  auch  fast  in  allen 
io  der  Praxis  sich  vielleicht  darbietenden  Fällen  die  erforderlichen 
Formeln  au«  den  ii>  meiner  Schrift  entwickelten  Ausdrflcketi  ohne 
Sf^wierigköit  abzuleiten  im  Stande  sein. 

Bei  der  wirklichen  Anwendung  der  von  dem  Herrn  Verfasser 
des  obigen  Aufsatzes  vorgeschlagenen  praktischen  Methode  wird 
man  häufig  in  den  Fall  kommen ,  die  Flfichenräufbe  ringfiirmiger 
Stilcke  wie  ABA'ff  bestimmen  zu  mGssen.  Deshalb  wird  es 
vielleiebt  aweckmässie  sein»  auch  darüber  noch  ein  Paar  Bemer- 
kungeii  dem  Obigen  hinzuzußigen. 

Bezeichnen  wHr  den  Flächeninhalt  des  ringförmigen  Stücks 
ABA'B'  durch  F,  und  einen  den  Winkel  ACB  oder  A'CB  am 
Mittelpunkte  messenAen  Kreisbogen  in  einem'  mit  der  Einheit  als 
Kadios  beschriebenen  Kreise  durch  cd;  so  ist  nach  bekannten 
Sätzen 

Bezeichnen  wir  nun  die  Sehne  des  Bogens  AB  durch  -(Sy  so  ist 


Tolglieh 


o     •    1  ^  ^  . 


\  0  c 

rt«  =«=  Arcslo-s-,*    w  =5  2 Aresin  Y"- 


Weil  aber,  da  jedenfalls 


0<f^<l 


iHt,  nach  einer  bekannten  Reihe  (m.  s.  u.  A.  meine  Elemente 
der  DifferentiaU  und  Integralreebanng.  Zweiter  Tbeil: 
Leipzig.  1837.    S.  92.)      . 

.     .    «      *^ll/tfV.1.31    /«Y.  1.3.8  i/«Y. 

*''=«"5;=.5;+2tW  +0-8AV  +£i6nw+ 

iot,  ao  ist  nach  itm  Obigen 

1.3.5  1  (9\  ,    r 


d.  i. 


p     (>-V)(rV)«t.      1    /«V.l.   (l\  .A-(«\\     \ 
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I 

oder 

Von  Hieseo  Reihen  wird  man,  immer  nur  so  viele  Glieder  bei- 
behalten, als  die  bei  der  Rechnung  beabsichtigte  Genauigkeit 
erfordert. 

FQr  das  Product  des  ringförmigen  Stacks  ABA'B'  io  seine 
mittlere  Entfernung  vom  Mittelpunkte  C  hat  man  nach  dem  Vor- 
hergebenden den  Ausdruck 

j-      \.^y# —  .(r--r')(r  +  r')  Aresin  ^f 


d.  i. 


|(r-r')(r*fiT'+r'»)  Arcsin^, 


^ßm^mm^ 


i<(s)'*mG)'*--i' 


also  nach  dem  Vorhergehenden 

1  (r— rO(r«+rr'+r'«)a 
3' 

oder  auch 

|^(.-i)!Hf+(^)'if<(0'+ra(7r+~-i- 

Diese  Ausdrticke  scheinen  mir  bei  der  AusAhrapg  der  durch 
die  Anwendung  der  von  dem  Herrn  Verfasser  des  obieen  Auf- 
satzes angegebenen  fiir  die  Praxis  recht  zwerkroässieen  Methode 
nOthig gemachten  Rechnungen  die  meisteBequemÜeblkeiMarzabieten. 

Rficksichtlich  der  in  dem  letzten  Absätze  des  obigen  Auf- 
satzes gemachten  Bemerkung  stimme  ich  dem  Herrn  Verfasser 
desselben  vollkommen  bei.  Üeb6r  das  aber,  wasln  dem  ▼orletz- 
ten  Absätze  dieses  Aufsatzeei  bemerkt  worden  ist,  muss  ich  die 
Entscheidung  den  Landwirthen  und  Nationalukonomen  anheim 
stellen,  und  bemerke  nur  noch,  dass  einige  auf  den  in  diesem 
Absätze  angeregten  Gegenstand  bezfigliche  Bemerkungen  schon 
von  dem  sehr  emsichtsvollen  Recensenten  meiner  Schrift  in  deo 
Heidelberger  Jahrbüchern.  1848.  Nr.  29.  S.  459.,  Herrn 
Doctor  J.  Dienger,  früher  in  Sinsheim  bei  Heidelberg,  jetzt 
Vorstand  der  höheren  Bürgerschule  zuEttenheim,  gemacht  wor- 
den sind,  worauf  ich  daher  die  für  diesen,  namentlich -in  der  jetzi- 
gen bewegten  Zeit  bei  der  Beurtheilun^  des  Werths  der  Grund- 
stücke mit  Berücksichtigung  aller  dabei  in  Betracht  kommenden 
Elemente,  wie  Areal,  Bonität,  aufzuwendende  Arbeitokraft  u. 
dergl. ,  gewiss  der  allgemeineren  Beachtung  in  landwlrthschaft- 
licher  und  überhaupt  national -Ökonomischer  Rücksicht  sehr  wer- 
then   Gegenstand,   sich,  etwa   interessirenden  Leser  des  Archivs 
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ZU  yerweiseD  mir  erlanfie.  Die  am  Schluss  und  In  der  Vorrede 
raeiner  Schrift  bloss  ganz  in  der  Kurze  angegebenen  Verhältnisse» 
über  deren  Ricittigiceit  oder  Unricbtigiceit  Untersuchungen  ganz 
ausserhalb  ^es  Ztvecises  meiner  zunächst  Jediglicb  eine  geometri- 
sche Tendenz  habenden  Schrift  lagen,  sind  in  der  That  auch 
nur  deshalb  von  mir  hingestellt  worden ,  um  zu  einer  sorgföitigen 
Dntorsuehnng  dieses  practisch  sehr  wichtigen '  Gegenstandes  zu 
Feranlassen;  und  Tielleicht  wird  das  Archiv  bald  eine  Abhand- 
luDg  über  denselben  bringen.  Eine  andere  sanz  ebenso  einsichts* 
volle  Reeension  meiner  Schrift  von  Herrn  Böttcher  in  Hudol* 
stadt,^  die  von  allen  denen,  welche  dieselbe  bei  ihren  etwaigen 
theoretischen  oder  praktischen  Arbeiten  fiber  den  mehr  erwlän- 
ten  Gegenstand  zu  /henutzen  beabsichtigen ,  wegen  verschiedener 
sehr  zu  beachtender  theils  allgemeiner,  Iheils  specieller  Bemer- 
kungen gleichfalls  nicht  unbeachtet  gelassen  werden  darf,  findet  sich  in 
einem  der  neuesten  Hefte  der  Jahrbilcher  für  Philologie 
und  Pädagogik,  das  Ich,  —  weil  ich  in  diesem  Augenblicke 
dazu  nicht  Im  stände  bin  und  diese  Zeilen  Oberhaupt  nur  aus  dem 
Gedächtnisse  schreibe,  — -  seiner  Nuitimer  nach  später  noch 
eete^entlich  angeben  werde ,  und  fSr  jetzt  nur  dem  geenrten  Herrn 
Veriasser  (Qr  seine  hOchst  einsichtsvolle  Beurthellung  verbind- 
lichst zu  danken ,  die  hier  sich  dargebotene  Gelegenheit  nicht  un- 
benutet  voräbei^eben  lassen  will. 


¥^111. 

Beltragr  zur  Tbeorie  der  iiuadra- 

tischen.  Formen. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gjrmnatinm  in  Stralsund. 


In  den  art  213.  und  214.  der  Disquisitiones  arithme- 
ticae  findet  man  eine  Losung  des  Problems:  „Zu  heurtheilen, 
ob  eine  Form  (F)  von  der  Determinante  D  eine  andere  (/)  von 
der  Determinante  jD^e  eigentlich  einschliesst,  oder  nicht,  und  im 
erstenPalleaile  eigentllchenTransformationenausFin/*zu  berechnen/' 

Nach  der  von  Gauss  hiezu  angewandten  Methode  muss  man 
vorerst  alle  die  Formen  ( A)  entwickeln ,  welche  aus  F  durch  die 
Transformation   m,  A^  0,  n  entstehen,  do  dass  m  jedweden  posi- 
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tiren  TheiWr  von  a,  k  jedwede  zwiscben  d^  Grenzen  0  und  m—l 
incl.  eingeschlossene  ganze  Zahl,  n  den  Quotienten -i    bedeotet. 

Hierauf  hat  man  mit  allen  Formeur  A,  deren  Anzahl  offenbar  der 
Summe  aller  Theilcr  Von  e  gleichkommt,  den  Versuch  'anzustellen, 
ob  sie  mit  f  eigentlich  aeouivalent  sind»  oder  nicht,  und  nur  die- 
jenigen unter  ihnen»  St\  U",  Sl"*,  eta»  welche  es  wirklich  sind, 
in  Betracht  zu  ziehen,  in  Bezug  auf  die  erste  derselben  j^',  welche 
aus  F  durch  die  Substitution  m',  k',  0,  n'  entstanden  «ein  mag, 
stelle  p9  q,  r,  s  jedwede  eigenUiche  Transformation  aus  Sl*  in  f 
dar;  man  wird  mehrere  eigentliche  Transformationen  aus  F  \q  f 
unter  der  Form  m'p  +  A'r,  m'q-^Wt,  n*r,  n's  erhalten,  und  wenn 
man  mit  den  übrigen  Formen  ^",  Ü*",  etc.  ebenso  verfahrt,  so 
gelangt  man  zu  den  sämmtlicheo  eigentlichen  Traneformationen 
aus  F  in  f. 

Man  wird  nicht  verkennen,  dass  das  angedeutete  Verfahren 
in  der  Ausübung  sehr  weitläufig,  in  den  meisten  Fidlen  so  gut 
wie  unausführbar  Ist,  und  dies  hat  mir  Veranlassung  gegeben, 
eine  andere  Auflusung  des  obigen  Problems  zu  soeben»  welche 
sieh  in  practischer  Beziehung  durch  Kürze,  in  theoretischer  durch 
mehrere  Bemerkungen,  zu  welchen  sie  Gelegenheit  giebt»  zu 
empfehlen  scheint 

Die  Form  F  von  der  Determinante  D  sei  (A,  B,  C},  die 
Form  f  von  der  Determinante  Dee  sei  (a,  6,  c).  Wir  nehmen 
zuvorderst  an,  dass  F  in  f  durch  die  eigentliche  Substition,a,  ß, 
y ,  d  übergehe,  und  sehen  zu,  was  daraus  folgt.  Man  hat  folgende 
Gleichungen: 

[1]  .  .  .  Aiut  +  '2Bityi-Cyy=a, 

'    [2]  .  .  .  ^«/J  +  Ä(««  +  /Jy)  +  Qr*=*. 
[3]  .  .  .  ^/J/J +2Ä/M +C8d=c, 

[4] txd--*py^0  (ü  positiv  und  >  I). 

Die  Zahlen  a  und  y  können  ein  grusstes  gemeinschaflliches  Alaass 
ft  haben,  welches  positiv  genommen  wird,  so  dass  tt==Hifif  Zr^^J^* 
€fi  und  /^  relative  Primzahlen  ^d;  nach  [4]  wird  n  ein  Theiler 
von  e  sein,  oder  wenn  e=znm  gesetzt  wird,  so  ist  m  eine  ganze 
Zahl,  und  die  Gleichung  U]  reducirt  sich  auf  afiä-^ßy^zzmi.  Be- 
stimmt man  nun  zwei  ^andere  Zahlen  ß^,  d^  so,  dass  cfiä^  —  ß^ 
=  !  wird,  (was  auf  unendlich  viele  Arten  muglich),  so  rouss  be- 
kanntlich ß-=ß^m-\-k€p,  ^^=^i^m-\- k/^  sein,  wo  k  eine  beliebige 
ganze  Zahl  bedeutet,  und  man  kann  zugleicir  |3^,  d^  so  nehmen, 
dass  k  zwischen  den  Grenzen  0  undm  — 1  incl.  enthalten  ist.  Stib- 
stituirt  man  nun  die  för  a,  /3,  y,  d  gefundenen  Werthe  in  [1],  [2], 
[3],  so  kommt 


nn 


mniiui 
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Hienuu  sieht  man,  das«  JL,    *!!=«*,    *^-^*+<'**  ganze 

rm         mnn  mmnn  ° 

Zabien  sind,  welche  wir  resp.  durch  A'^  &\  O  bezeichnen,  nnd 

da»  die  Form  F,.{A,  B^  C)  b  die  Form  F*..{A',  Bf,  C)  durch 

die  Sobstitiition  tfi,  ß^,  A  ^,  flir  welche  i/>ao*-  ß^^  1  ist,  über- 

v^,  folglich  mit  derselhen  jeigentlich  aequivalcnt  M,    Aas  den 

Wertbea  von  A'  end  B  folgt,  das«  n  in   6  aufgeht,  setzen  wir 

if=nb',  80  Ibigt 

nn  m  mm  '       *  ^ 

and  da  B^^-A'C^B^^AC^  D,  so  kann  V  auch  aus  der  For-' 

B*B' — /^ 

fflfi  C  := -p- — '  bestimmt  werden,  felis  A'  nicht  verschwindet. 

Aas  diesen  Betrachtangen  ziehen  wir  den  ersten  Schlussr 
bestimmt  man  alle  die  Theiler  von  e,  nämlich  n,  deren  Quadrate 
die  Zahl  a  messen,  nnd   weiche  felglich    wegen    der  Gleichung 

^-^acszDee  in  ö  aufgehen,  und  findet  (^z=zm,  ^^-z:sA\  .-c=:6' 

V^  vn  n 

gesetzt)  für  keinen  derselben  eine  Zahl  k  unter  m,  die ^, 

m 

i-, zu  ganzen  Zahlen  macht,    so  ist*  die  Form  f  un- 


ter der  Form  F  nicht  enthalten.  Findet  man  aber  Wertlie  von  it 
Q&d  il,  fiir  welche  alle  diese  Bedingungen  erflSllt  sind,  so  ist  zu 
mtersocken,  ob  eine  oder  mehrere  der  resultlrenden  Formen  (A', 
B\  C)  mit  F  eigentlich  aequivalent  sind,  oder  nicht;  ersieht 
sieb  keine  solche  Form,  so  ist  f  unter  F  nicht  enthalten;  fandet 
äch  wirklich  eine  (JP),  so  wird  f  von  F  eigentlich  eingeschlossen. 

Denn  bedeutet  cfi,  ß^,  v^,  d^  eine  pieentliche  Transformation 
aas  F  in  f*,  so  «ind  die  Gleichungen  [o\  vorhanden,  und  man 
findet,  dass  die  Gleichungen  [1]  bis  [4]  durch  die  Werthe.  a=ncfi, 
ß^mf^-t-ktfi,  yzrznf^y  o=md^+ A:/' befriedigt  werden,  weshalb 
'>  h  f  >  ^  cme  eigentliche  Transformation  aus  F  \n  f  sein  wird. 

^  Diese  Resultate  bahnen  uns  den  Weg  zur  Auflösung  des  Pro- 
UeiDs:  „Alle  eigentlichen  Transformationen  ^der  Form  F  in  die 
Form/*,  welche  unter  jener  eigentlich  enthalten  sein  soll,  zu  finden.^^ 

Mao  stelle  alle  möglichen,  im  Vorhergehenden  charakterisir- 
tea,  Formen  (^',  iS*,  Ö)  auf,  und  ziehe  diejenigen  unter  ihnen, 
weldie  mit  F  eigentlich -aeouivalent  sind,  in  Betracht;  man  be-» 
leiekne  dieselben  mit  F,  t^,  F"^  etc.  Hierauf  suche  man  alle 
»geotlicheii  Transformationen  aus  F  in  F,  n&mlich  cfi;  ß^,  y^,  i^; 
es  entstehen  auf  diese  Weise  ebeo*  so  viele  eigentliche  Transfor- 
Dutioneo  aus  F  in  f  uhter  der  Form  ncfi,  mp^  +  ka^f  ny^f  md^ 
^l^f  und  wenn  man  mit  den  übrigen  Formen  F',  F^,  etc. 
eWnsQ  varfiUirt,  so  wird  man  xu  allen  eigentlichen  Traasformatio« 
■to  MS  F  in  f  gelangen. 


IMe  Richtigkeit  dieser  AuflOsuDff  erhellt  aus  dem  Vorheize'* 
kenden.    Man  kana  femef  aeigen ,  oass  alle  auf  die  obige  Weise 
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bestimmten  Transformationen  nnter  einander  verschieden  sind.  Dass 
zwei  verschiedene  TransformaHoben  aus  F  in  dieselbe.Form  F 
nicht  dieselbe  Transformation  aus  F  in  f  hervorbringen  können, 
wird  man  sogleich  bemerken.  Es  seien  also  vfi,  ß^,  /^^  d^;  tfi', 
ß^t  V^9  ^  Transformationen  aus  F  in  die  verschiedeneu  Formen 
F,  F",  zu  deuWerthen  n',  m',  ifc' gehörend,  welche  die  nämlichen 
Werthe  von  a,  ß,y,  d  geben.  Dann  ist  ncfi^n'tfi' ...(i)»  mß^ 
+  ki^ z=  m'ß^  +  Wa^^ ...(2),  nyO  =  «'/>'. ..(3),  mö^  +  kv^  =  m'6^ 
+  WyO' ...(4),  m«  =  mV  =  e...(5).  Aus  (1)  und  (3)  folgt 
«  nn'(cfi'/^'-v^€fi')  =  0,' folglich,  da  wir  annehmen,  dass  n,u'  nicht 
verschwinaen ,  o^y^  — /^«^'=0,  aber  «r**  und  y®,  so  wie  a^  und 
y^'  relative  Primzahlen,  folglich  azszofi*,  y=y^»  mithin  auch  ii=fi', 
»1=1»';  daher  nach  (2)  und  (4):  m (/JO-fio') =(*'-*) o«,  m(i^^»^) 
=i(i8r'-jt)yö,  folglich  sind  (Jfc'— A-)«^,  (ifc'— i5r)yO,  mithin  auch 
(ifc'-Ä)iMo.  (i^—k)p'f,  also  die  Differenz  (V -k)(tfii^'-ßY) 
=  ^— X-  durcn  m  theilbar,  was  wegen  j^<m,  Ar'<m  unmoghch 
ist  Deshalb  ist  k'-k,  ß^=zß^,  i^=io',  und  die  Formen  F,  F' 
werden  somit  identisch. 

Die  vorhergehende  Methode  mag  nun  an  einem  Betspiel  ei»- 
llintert  werden,  welches  zugleich  nach  der  Gaussischen  Methode 
behandelt  werden  soll,  um  den  ^Unterschied  beider  deutlicher  her- 
vortreten  zu  lassen.  . 

Es  sei  F...(A  Ä,  C)  =  (2,  7,  15),  wo  />=:19;  /...(«r,  6,  c) 
=  (—9,  12,  60),  wo  bb — flc  =  19.6",  also  e  =  6.  Die  ^emeia- 
schaftlichen  Theiler  von  e  und  a  sind  1,  3  und  beider  Quadrate 

gehen  in  a  auL    Für  n^^X,  m=:6  kommt  ^'  =  —9,   6^=12,  die 
ledlngung  y^A'k—i^  (mod.  m)  siebt  A;=0,  2,  4;  i^' =  2,  5,  8 

resp.;  C  = -^ —  =  ^3^»  ZZ^^  ""^*  ^^   kommt  nur  die 

^ine  Form  {A\  R,  C)  :=  (—9,  8,  -5).  Mao  indet,  dass  sie  mit 
F  eigendich  aequivalent  ist,  und  daraps  durch  die  eigentliche  Sub- 
stitution +  3,  —2,  — 1,  4*1  hervorgeht;  daher  sina  nach  4en. be- 
kannten Formeln  Disq.  Arithm. 'art.  162.  p,  181.  sämmtiiche 
Transf.  aus  F  In  (J', Ä',  C)  begriffen  in  3f — 611,  -2/— «,  — <— «, 
t  +  Zu,  wo  t,  u  alle  \Verthe  bedeuten,  welche  der  Gleichung 
<*--19tf*=l  genügen.  Hieraus  folgen  die  zu  den  Werthen  it  =  i» 
A=4  gehörenden  Transformationen 

[rj...«,/J,y,d=r3£-6ii,  -30»,  — «— a,  2^+14«. 

För  w=3,  m=2  kommt  ^'=—1,  6'=4,  — *=4  (mod.2),fc=0, 
B=i,  e=:15.  Die  Form  (--I,  2,  15)  ist  mit  F  eigentlich  aequi- 
valent, -^i,  — 25^>— 3,  -|-i9  eine  eigentliche  Substitution,  folg- 
lich alle  Substitutionen  in  4^-f  17ti,  -^e— llOtc,  -3l— 13«, 
19f -f  83»  enthalten,  daher  die  folgenden  Transformationen  aus  Fin  fi 

[r]...a,ß,f,d=\2t+5lu,  -50*— 220if,*— 9<— 39a,  38H166tc 

Nach  der  Gaussischen  Methode  bat  man  folgende  12 Formen 
Sl,  welche  aus  F  durch  die  Substitutionen  1,  0,  0,  6;  2,  0,  0,  3; 
2,  1,  0,  3;  3,  0,  0,  2;  3,  1,  0,  2;  3,  2,  0,  2;  6,0,  0,  l;  6,  1,0,1; 
6,  2,  0,  1;  6,  3,  0,  1;  6,  4,  0»  1;  6>  5,  0,  1  hervorgeheni 


109 

<S,42,540)(8,42,I35)(8,46, 179)  (18,42,60)  (18,48, 90>(18,64, 124)  ' 
^2,42.15)(72,54,31)(72,66,51)  (72,78,75) (72, 90, 103) (72, 102,135)*) 

Voo  diesen  Formen  sind,  wie  der  Versuch  zeigt,  nur  die  foi- 
eenden  vier,  welche  den  Substitutionen  6,  0,  0,  1;  (5,  2,  0,  1; 
6,  3,  0,  1;  6,  5,  0,  1  entsprechen,  mit  /  eigentlich  aequivalent: 
(72,  4^  15)  (72,  66,  51)  (72,  78,  75)  (72,  102,  135),  und  man  fin- 
det die  sämnitlichen  eigentlichen  Transf.  aus  diesen  Formen  in  f 

1247--1061C7,  195T-^1700ü,  -1317'+ 1142 ü,  — 2067+179617; 
39057-1878817,  61417--53536t7,  -r-3051 7+26598  C7, 

—479874-4182817; 
-7+17,  7+24t7,  7+2f7, -.27-28P; 
167—13917,  257  +  12017,  -97+78C7,  —147+12417; 

wo  7,  17  aHe  Werthe  bedeuten,  welche  der  Gleichung  7" — 7617* 
=  1  Genage  leisten.  Daraus  r^jsultiren  endlich  die  folgenden  vier 
Fotmein,  in  denen  alle  eigentlichen  Transformationen  aus.  F  in  / 
li^^Sen  sind: 

[r]... 7447— 648617,  11707—10200^7,  — 1317+1142Ü, 

-2067+1796t7; 
M... 173287-6073217,272607-23766017,    -30517  +  2659817, 

—47987+4182817; 
[^...-.3r+ 1217,  6017.  7+2C7,  -27— 28C7; 
[f^...517— 444t7,   807+134017,    -97+78t7,   — 147+124t7. 

Wiewohl  die  erste  Methode  nur  zwei  allgemeine  Formeln  [7^, 

17*1  lieferte,  wSihrend  die  zweite  deren,  vier  giebt,  so  giebt  es 
oco  keine  in  den  letzten  Formeln  begriffenen  Werthe,  welche  in 
den  ersten  nicht  ebenfalls  enthalten  wären;  es  würde  sich  flbri- 
geos  leicht  zeigen  lassen,  dass  die  Formel  [7^  die  Formeln  [tJ 
nttd  \f\,  \T\  die  Formeln  [t'I  und  [t^J  zugleich  nmfasst.  Die- 
ser Nadweis  darf  dem  Leser  füglich  überlassen  werden. 

Einige  besondere  F^lle,  welche  nicht  selten  vorkommen,  ver- 
dienen noch  besonders  betrachtet  zu  'werden. 

P.    Es  sei  a==0.  so  dass  66=Z>^6,  mithin/)  eine  Quadrate 
zahl  hh  ist,  und  b=ke  gesetzt^  werden  kann,  wenn  man  das  Zei- 
chen voi^  h  so  nimmt,  dass  es  mit  dem  von  6  übereinkommt.  Für 

diesen  Fall  ist  nun  A'=0,  B'=^—=k,  6^=^'"^^'*  ,  fpiglich  c 

mn  mm  ° 

dareb  m  theilbar,  oder  c^smc' ,  mithin  C  = Die  Con- 

m 


*)    Wie  man  «ich  die  Berechirang  dimer  Formen  «ehr  erleichtern  kann, 
wM  der  Erfahrene  leicht  finden. 
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^i^roenx  SM^e*  (niod.  m)  ist  tiar  lösbar«  webft  24  tind  m  entiTe- 
der  relative  Primzahlen  sind,  oder  ihr  crOsstes  ffenieinscilaftliches 
Maass  ^  die  Zahl  &  misst,  und  im  letztem  Falle  lässt  4>  ver- 
schiedene Werihe  von  k  unter  m  zu. 

2^.    Ist  e  gegen  a  prim,  so  hat  n  nur  den  einen  Wertb  1, 

und  es  kommt  2l'=a,  B*=-^ — ,  C=  ~ — .  Die  Conem- 

e  a  ^ 

enz  ak^h  (med.  e)  ist  immer  Idsbar,  und  lässt  nur  e  i  n  e  n  Werth 
von   k  unter  e  zu;   fiir  diesen  Wertb,   der  durch   k^  bezeichnet 


werde,  Ist 


eine  ganze'  Zahl.     Ferner  wird  be- 


hauptet, dass  e'  ebenfalls  eine  ganze  Zahl  wird.  Denn  es  ist 
ei?^^6Cniod.  o);  multiplicirt  man  diese  Congruenz  mit  f,  und  be- 
stimmt diese  Zahl  so,  dass  ef^\  (mod.  a),  so  kommt  W^bf^ 
B'B'^B=by^^D(mo^.  a).  Da  nun  hb-^ac^zDte.b^^Deey 
(mod.  a)   U^f^=D{ef)^=D,  so  folgt  Ä'Ä'-/>sO  (mod.   a). 

n'  R*  —  /J  *        "  ^ 

~*'^-- eine  ganze  Zahl.  Dies  führt  zu  dem  allgemeinen 


mithin 


Theorem:  Wenn  e  ge'gen  ü  prim  ist,  und  /"...(ii,  6,  e) 
eine  Form  von  der  Determinante  Dee,  so  giebt  es  Im- 
mer Formen  F,.,{A,B,  C)  von  der  Determinante  D,  wel- 
che die  Form~/eigentlic1i  einschliessen,  aber  sie  sind 
alle  der   Form   (a,  B*,  O)  eigentlich    aequivalent,  oder 

geboren  in  eine  Klasse,  indem  B  =  -^ — ,  k    die  .Zahl 

unter  e  ist,  welche  b  —  ak  durch  e  theilbar  macht^. 

Beispiel.  F...(i4,iB,C)  =  (3/2,5),  Z)=s-!I;  f...(a,6,c) 
=  (44,  165,  1125),  ^--ac=— ^.45^  also  e±z45.  Da  e  gegen 
a  prim  ist,  so  hat  man^  44^:^165  (mod.  45),  A:  =  15,  folglich  Ä*, 
»i  C  resp.  =  44,  —11,  3.  Die  Form  (44,  -11,  3)  findet  man 
mit  F  eigentlich  aequivalent,  und  es  giebt  nur  zwei  eigentliche 
Transformationen,  nämlich  — 3,  1,  —I,  0;.  und  -|-3,  —1,  +1, 
0,  daher  auch  nur  zwei  eigentliche  Transformationen  aus  F  in  A 
n&müch  —3,  0,  —I,  -15;  und  +3,  0,  +l>  +15. 

Die  Kahl  e  hat  die  Theilcr  1^  3,  5,  9,  15,  45;  nacK  der 
Gaussischen  Methode  mdsste  man  aMo  1 +3+ 5 -|-9-f  16445=378 
Formen  {Sl)  aus  der  Form  F  durch  die  Substitutionen  1,  0,0,  45; 
3,  0,  0,  15;  3,^1,  0,  15  etc.  herleiten,  und.jede  derselben  In  Be- 
zug auf  ihre  Aequivalenz  mit  f  untersuchen  —  eine  harte  Probe 
für  die  Geduld  des  Rechners! 

3^.    Es  sei  a  durch  kein  Quadrat  theilbar,  und^  das  grflsüte 

Semeinschaftltche  Maass  zwischen  a  und  e,  assOa',  e=^e'9  so 
ass  a'  und  e'  relat.  Primzahlen  sein  werden.  Da  nun  bb  —  ac 
=  Z>ee,  so  wird  ^  in  bh  aufgehen;  aber  ^^  Ist  durch  kein  Quadrat 
theilbar  (da  a  keinen  quadratischen  Factor  enthält),  folglich  geht 
9^  in  ^anf,  oder  br=M\  Daher  kommt  ^*b'  ^i3fcz=iD^€^t\a*c  durch 
^  theilbar;  nun  ist  9  gegen  a'  prim  (weil  sonst  a=da'  einen  qua- 
dratischen Factor  enthielt^),  folguch  c  durch  ^  theilbar,  oder  — '^  ' 


*)     Etwa«  Aehnliclies  gilt  für  den  Fall»  in  welchera  €  ^gen  C  prim  Ist. 
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and  ^'6'  —  a'-c'ssiDe^e',  Hieraus  Met,  dass  Z>  quadra^scher  Reat 
Ton  o'  Ist  Ist  nuB  die  Form  f  unter  F  enthalten  ^  so  daas  sie  da- 
raus *chirch  die  Substitation  or,  ß,  y*  ^  hervorgeht,  folglieb  ^oro^- 
2Httf-i'Gyy^=ia  sein  wird,  wo  a  uud  y  relative  Primsahien  sein 
mGssen,  Indem  n  'durch  kein  Quadrat  thellbar,  so  Ist  BB-^ 
AC=^D  quadratischer  Rest  von  az^^a^  (Disquisitiooes  arith- 
meticae.  Sect.  V.  art.  154),  mithin  auchRest  von^.   Daher  das 

Tkeorem:  Es  sei  f.*.(a,  b,  c)  eine  Form  von  der'De- 
terminante  Des,  a  durch  kein  Quadrat  theilbar,  d  das 
grünste  gemeinschaftliche  Maass  von  a  und  e.  Istdann 
1}  ein  Nichtrest  von  ^/  so  kann  keine  Form  von  der 
Determinante  D  die  Form  /  einschliessen. 

Es  werde  mm  angenommen,  dass  D  Rest  von  &  sei.  Nach 
dem  Vorhergehenden  ist  von  selbst  a=^a',  €  =  ^e^  6=d6S  cts&c* 
(o'  und  e'  relaf.  {'rhnzahlen ).  Die  Congruenz  aA^b  (mod.  e)*) 
weiche  mit  a'k^b*  (mod.  eO  zusammenfallt,  ist  immer  lösbar,  una 
lisst  ^  verschiedene  Werthe  von  k  unter  e  zu^  nämlich  k»  k-{-e*9 
A'  +  4c',.  ..A:'+(^ — \)e'y  indem  k*  den  positiven  Werth  von  k  un- 

ter  «'  bedeutet.    Für  jeden  dieser  Werthe  ist  JB' = : —     eine 

gatize  Zahl.  Man  hat  nua^e'^'=6'  (mod.  aQ,  folglich,  wenn  man 
mit  /  multipndrt,  und  !?*/•=  1  (mod.  a')  macht,  B^bTs  B'B'-^D 
=f^fn^l)  (mod.oO.  Nun  war  ^'•=Z>e'*(mod.  «0,  folglich  6'*/* 
=l>,  also  B'B'^-I^d  (mod.  a*)  für  Jeden  der  obigen  Werthe  von  k. 
Im  Atigemeinen  aber  werden  diese  Werthe  von  %  nicht  säromtllch 

Seel'vnet  sein,  um  B'B'—D  durch  ^a'  theilbar  2A\  machen,  und 
ie  dieser  Bedingung  wirklich  genflgenden  Werthe  ergeben  sieh 
durch  folgendes  Verfahren : 

Da  vorausgesetzt  worden,  dails  D  Rest  von  ^ist,  so, hat  die 
Congruenz  2S^/>  (mod.  ^)  mehrere  verschiedene  Wurzeln  r,  K, 
r^,  etc.  Sind  diese  Werthe  sXmmtlich  bestimmt,  so  suche  man 
z.  B.  in  Bezug  auf  den  ersten  derselben  den  kleinsten  positiven 
Werth  von  k\  welcher  der  Congruenz  u'A;  =  6' — te*  (mod.  ^b*) 
Genfige  leistet**),  und  verfahre  ebenso  in  Bezug  auf  die  Werthe, 
r',  r^  etc.,  so  werden  die  resultirenden  Werthe   von   k  alle  mtig- 

liehen  sein,  fflr  welche  B'  =-— ^^,  C= — —  ganze  Zah- 

e  a 

len  werden.  Denn  zaerst  ist  offenbar  B'  eine  ganze  Zahl,  sodann 
kommt  ^B'^te*  (mod.  ^e'),  oder  B'^r  (mod.  ^),  B^=r^=l} 
(mod.  ^);  da  nun  B*^ — D  auch  durch  af  theilbar  ist  (was  vorher 
bewiesen),  und  <^  gegen  «^  prim,  so  wird  A'^—Z) durch  ^'theil- 
bar sein,  ist  endlich  A  so  beschaffen,  dass  B*  und  6\ganze  Zah* 
len  werden,  so  muss  es  der  Confgruena  a^k^b* — re'  (mod.  ^') 
Genfige  leisten,  so  dass  r  eine  Wurzel  der  Congruenz  zz^lJ 
(mod.  &)  bedeutet,  wie  man  leicht  linden  wird ,.  folglich  hat  man 
anch  alle  geeigneten  Werthe  von  k  erhalten. 

Dies  Resultat  ist  in  folgendem  Theorem  enthalten: 

Es  sei  f.,.(a,b,c)  eine  Ferra   von  der   Determinante 


t)    Da  a  durch  kein  Quadrat  theilbar,  co  mnic  n  =  l  sein. 
*')    ^^  i«t  n&mlich  prim  gegen  a\ 
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1/ee,  a  darch  kei^  Quadrat  theilbar,  ^  das  gr^sste  ge 
meinschäftliche  Maas«  zwischen  a  und  e»  welches  folg- 
lich ebenfalls  keinen  quadratischen  Factor  enthtfiten 
wird.  Ist  nun./>  quadratischer  Rest  von  ^»  und  man  be- 
zeichnet die  verschiedenen  Werthe  von  x,  welche  der 
Congruenz  zz^D(mod,&)  Genüge  leisten,  durch  r^'V^,  r^, 
etc.,  ihre  Anzahl  durch  i\  so  existiren  imnier  t  Formen 
(a,  B*,  O)  von  der  Determinante  D,  welche  so  beschaf- 
fen sind«  dass  jede  Form  F  von  der  nämlichen  Deter- 
minante, welche  f  eigentlich  einschliesst»  einer  (oder 
mehreren)  derselben  eigentlich  aeqnivalent  ist.  .Setzt 

man  a=^^a',  c=^c',  h^^&b',  so  werden  -. — , — , 

e'  tr 

- — ^—  etc.  die  sSmmtlichen  Werthe  von  S'sein«  indem 
t' 

kf  k,  Vi  etc.  die  kleinsten  positiven  Werthe  bedeuten, 
welche  den  Congruenzen  a!k^h*^rtf{T^oA*^€')yütk^/ — r's' 
(mod.deO>  o'A:^=6'— /VOnod.^eO  etc.  Genfige  leisten. 


Beispiel,  (a,  6,c)=(35i  10,20),  66-ac=-6.10*,  e=10, 
b=-6.  Hier  Ist  ^=5,  a'=7,  6'=2.  i?'=2.  Die  Congruenz  i% 
^--6(mod.5)  giebt  r,  r'=2,  3;  7i^=— 2  (rood.  10)  giebt  k^K\ 
7A'=-4  (mod.  10)  giebt  Ä'=8;  daher  »=—13,  —27;  C=5, 
21.  AUe  Formen  von  der  Determinante  —-6  also,  welche  die  Form 
(36,  10,  20)  von  der  Det.  — 600  eigentlich  einschliessen ,  sind  mit 
einer  der  Formeta  (35,  -13,  6),  (35,  -27,  21)  eigentUch  aequi- 
valent,  und  da  man  diese  unter  einander  eigentlich  aeqnivalent 
findet,  so  werden  alle  jene  Formen  in  eine  Klasse  geboren,  de- 
ren Repräsentant  (3,  — 1,  4)  Ist,  ^ie  man  leicht  findet. 

^  Aus  dem  Vorhergehenden  ersieht  man,  dass  esflberhaupt  im- 
mer eine  endlicbe'Anzahl  von  Formen  der  Determinante  D  giebt, 
deren  einer  wenigstens  jede  Form  der  nämlichen  Determiifante  ei* 
gentlicb  aeqnivalent  sein  muss,  wenn  sie  eine  gegebene  Form 
von  der  Determinante  Dee  eigentlich  einschliesst,  und  man  kann 
alle  einschliessenden  Formen  in  ebenso  viele  Klassen  theilen,  so 
viele  verschiedene  Klassen  es  giebt,  welchen  die  sämmtlichen 
Formen  (A\  B*y  C^,  die  wir  oben  auGEUstellen  gelehrt  haben,  an- 
geboren. 

Zum  Scbluss  wird  bemerkt,  dass,  wenn  man  den  Fall,  in  wel- 
ehern  die  Determinante  66— nc  verschwindet'  (wobei  BB^^AC 
Null  oder  nicht  Null  sein  kann),  nach  unserer  Methode  einer  be- 
sondem  Betrachtung  unterwirft,  man  zu  denselben  Resultaten  ge- 
langt, weleheGanss  im  art.  itl5  der  Disquisitiones  aritn- 
meticae  entwickelt,  und  an  Einfachheit  nichts  zu  w 
übrig  lassen. 
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Berechnniis  der  Fehler  der  HoriaBon- 
talwlnliel  liei  geneigter  Ebene  des 
Messtlselies  oder  des  Horlzontalkrei- 

ses  am  IVinlLelmesser. 

V«a    - 

Herni  Dr.  Wilh.  Matzka, 

k.  k.  Prafewcr  der  Ibthematik    and    prakt.   Geoaetric  an  der  ttiad. 

tecba.  Lebranitalt  ■■■  Prag. 


I. 

Die  Lehrer  der  praktischen  Geometrie  sind  über  die  Grosse 
des  Fehlers  in  den  Horizontalwinkeln»  welche  eine  vom  Horizonte 
abweichende  Stellung  der  Ebene  des  Messtisches  oder  des  Hori- 
xontalkreises  an  einem  Winkelmesser  verursacht,  nicht  einig;  was 
woU  zmneist  nur  daher  röhrt,  dass  sie  zu  wenig  genäherte  Aqf- 
liisongen  dieser  Aufgabe  aufstellten,  die  jedoch  gerade  bei  jenen 
Hobenwiokeln  der  Visnren  anrichtig  worden ,  welche  bei  dem  Ge- 
brancbe  des  Mesj>tisc!  es  oder  Theodoliten  am  gewuhnlichsten 
vorkommen.  Jene  Ungewi«sbeit  und  die  eigenthilmlichen  analyti- 
schen Schwierigkeiten  dieser  Aulgabe,  welche  die  Bestimmung 
des  möglich  grOssten  Fehlers  mit  sich  fahrt,  eaben  ihr  in 
meinen  Augen  einen  foesoiNlereo  Reis,  der  mich  antrieb,  sie  mog- 
Bebst  amsändlich  und  scbavf  zu  iSsen. 


•2.   ' 

Die  Ebene  eines  Messtisches  oder  Horizontalkreises,  von  de- 
nen jener  die  Winkel  zeichnet,  dieser  sie  misst,  sei  gegen  die 
Heriaontalebene  unter  einem  gewissen  Winkel  f  geneigt;  wess- 
wegen  sie  diese  in  einfr  bestimraten  Geraden  CO  (Taf.  II.  Fig.l.) 

Th«il  XIII  i  8 
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schneidet.  Eine  Visur  CM,  mittels  eines  Diopters  oder  Feri 
rohrs,  auf  den  Horizont  selbst  (winkelrecht)  projieirt,  fall 
in  die  eigentlich  geforderte  und  dchtige  Gerade  CP;  während  sl 


auf  die  geneigte  Messtischebene  projicirt  in  die  fast  inimer  ui 
richtige  Gerade  CQ  zu  liegen  komme.  l>anach  werden  im  Allg< 
meinen  diese  Projectionen  mit  jener  fixen  Horizontailioie  CO  ui 
gleiche  Winkel  OCP=a  und  OCQ=a'  machen ,  deren  Unterschie 

(1)  af^a==Ja 

der  eigentlich  gesuchte  Fehler  im  Horizontalwinkel  a  Ist. 

Zur  ßestimmunff  desselben  legen  wir  um  den  Scheitel  C  di 
betrachteten  Winkel  eine  Kugelfläche;  diese  werde  von  dem  H« 
lizonte  in  denKKreisbo^en  OA^  ygh  der  Messtischebene  im  Böge 
OB  und  von  den  die  V  isur  CM  prqjicirenden  Ebenen  in  MP  un 
MQ  geschnitten.  Danach  ist  AOß=e,  OP=:a,  OQ=ff'  uo 
tisr  HOhenwlnkel  MCP^MP  seA.^h. 

'  Sieht  tnm  olt  Hlfe  noch  dtoo  Kreiaiioeen  OM,  «nA  ^ 
W^OU=zi,  9(y^AiOA=v;  so  gibt  das  an  P  reehtwinkli^ 
Kugeldreieck  OPM 

(2)  tang  fj = sifi«  cot  A 
und 

tanga  ==  cotA  sini; , 
das  bei  Q  rechtwinklige  Kugeldreieck  OQM  aber 

tang  o' = cotA  sin  (17  -f  0  • 

Elimlnirt  man  aber  aus  den  beiden  letzten  Gleicbaogen  dei 
Hilfsbogeii  A  durch  Theilung,  so  findet  man 

„  tang«*      mn(ri+s)  sin(iy-|-t) 

W  41;;^=  "^^irf^ — ^^  oder  laogir= — .      ~  tang«. 

tanga         sini^  ®  sin^  ® 

Man  wird  demnach  aus  a  und  A  nach  (2)  zonächst  den  Hilf» 
winke!  tj,  dann  hieraus  und  aus  e  nach  (3)  den  unrichtigen  Horv 
zontafwinkel  a'  und  endlich  nach  (1)  seinen  Fehler -i^a  berech- 
nen ;  wobei  man  die  Logarithmen  vortheilhaft  benutzen  kann ,  weil 
t  immer  nur  sehr  klein  ist,  also  1;  und  fi  +  e,  daher  auch  «  und 
ü^,  in  der  goniometrischen  Tafel  nicht  weit  von  einander  abstehen. 

Will  man  a^  unmittelbar  dorch  die  Aagabes  (Daten)  !•  a»A 
ausdrücken,  so  wird  man  aus  (2)  mid  (3)  ^eUnfoiren;  wonack 
man  findet 

ma\                a        j             .          .  sin?tangÄ 
(4)  tang  or  =  cosc  tanga  -| ^  . 

Diese  Gleichung  erhält  man  unmittelbar  und  einfacher,  wenn 
man  noch  den  grüssten  Kreis  AB  AI  Bf  der  Pole  i?  and  X  des 
Horizontes   und   der  Messtischebene    beniUst.    Denn    da    ist  in 
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KHeUnieelE«  KIM,  wie  leicht  nacfcweicbar,  KL^AB-—t,  MK 
=*>•— 4,  MtKL\=A'0  +  OP=gOO-f  a  nad  KLM=OB-  OQ 
=  W»-a';  datier 

eo6tco8(90O-t«)=8Ui«cot  (900-^)^8iii(W>+a)  cot  (W-a'). 
<^%lieh 


(4)  tango'  =  cosf  tang  «  +  -— -  tang  h 

°  C08O         ° 


3. 


Suchen  wir  noch  deo  unnittolbaren  AnBdraok  tod  Ju^  bo  fin- 
den wir  ~ 

dmlier-  nadi  der  Sabstitution  Ar  tgo',  wenn  wir  abkflrzend 
(5)  sinctangA — alnvesinas« 


tax  i^       ^  «cos« 

(6)  tangifa=Yqj 


ai8ina 


Ana  dieeen  Gleichungen  eraieht  man  mit  WichtiglKeit  in  Be 
treff  der  algebraischen  Beziehungszeichen  der  vorkommenden  Gros- 
sen Folgendes: 

.  ,1.  Wenn  die  Winkel  a  nod  h  zugleich  ihre  Vorzeichen  än- 
dern, erfolgt  dasselbe  auch  bei  tf,  dagegen  bleiben  die  Vorzei- 
chen Ton  cos«  und  nsincr  ungeändert,  mithin  ändert 'sich  das 
Vocxekshsii  des  Fehlers  Ja, 

9*  Wenn  der  Winicel  er  In  seinen  Supplementswinkel  180^ — o 
Obei^hty  bleiben  sina  und  ü  ungeändert«  aber  cosa,  daher  auch 
/lUf  indem  ihr  Vorzeichen. 

Man  wird  demnach  wie  gewöhnlich  den  Neigungswinkel  ( 
nur  spit»  und  positiv,  die  Winkel  a  und  h  zwar  auch  nur  spitzig 
aber  eben  sowohl  positiv  als  negativ  voraussetzen. 


Da  die  Neigung  %  der  Messtischplatte  nur  immer  sehr  klein 
ist,  #•  wird  man  leicht  versucht,  Ju  in  eine  nach  den  Potenzen 
von  t  aufsteigende  Reihensumme  zu  entwickeln.  Thut  man 
dies,  so  findet  man,    wenn  man  den  Gehren  (d.  i.'den  Winkel, 


»' 
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I 

dessen    bestimmeiMler  Kreisiiogen  so  lang  tri«  sein  Halbmesser 
ist)   durch  P bezeichnet ,  und  zur  Abkfirzung  tangA=a  setzt,  zii- 


nSchst 


tang  Jtt=  pacosa—  (  pj  (  «*+7  )  «>"«  cos  a 

+ 

und  sofort 

(7)  ^cr  =  f.iiGosa^€. -pfa^-f  ajsinocosff 

+  e.^^y  |^a*(l— 2siD««>-a«(2sina«-|)--ysina*+2^^         cosa 
.      /«Vr  .6sina*-.2sina*+l.    -^^  .     .    1  •  «a^ 

3  11     l**^^* 

+  ydin«*- jsln««  +  j^ 


leb  habe  diese  Reibensumme  in  so  viel  Gliedern  entfriekelt, 
um  ersichtlich  au  machen,  welchen  namhaften  Einflua«  auf  den 
I  Fehler  Ju  des  Horizontolwinkels  der  Huhemvinkel  k  >  der  Visar 
äussert,  und  «vie  unfugsam  diese  Glieder  gestaltet  sind,  so  dass 
man,  selbst  wenn  man  nur  noch  das  zweite  Glied  ausrechnen 
wollte,  weit  mehr  zu  thnn  h.Htte  als  wenn  man  die  ganz  scharfe 
Rechnung  nach  den  Gleichungen  (2),'  (3)  und  (I;  ausfflhren 
mOchte.  *)  • 


'^)  Dieter  Fall  tritt  auch  bei  maDchen  anderen  Reibenentwiekelan- 
gea  nnd  näberanfffeweisen  Rechnnngtfonnen  der  praktischen  Geometrie 
ein.  Zameict  encnt  man  dabei  die  Aawendang  der  Loi^aritbaMB  oder 
geaiometrieeben  Functionen  lo  omgehea  y  die  (so  wie  die  Üceimalbriche), 
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5. 

lo  dmi  geschriebeoeii  Heften  der  Vorträge^  des  Herrn  Profes- 
sors StampJej'  fiber  praktische  Geometrie  am  polytechnischeu 
lifstitttte  SU  Wien»  finde  ich  iu  zwei  Exemplaren  anstatt  des  zwei- 

gfiedrigen  Factors  a*  +  o*  ^^^  zweiten  Gliedes  nur  den  eingliedri- 

gens^.     Dies  rShrt  von  einer  unrichtig  eingeleiteten  Abkürzung 

her,  indem  er  zwar  richtig  9xnJ(c=Ja,  aber  unrichtig  cos^o:^! 
setzt»  also  in  der  Grundanlage  zwar  die  zweiten  Potenzen  von 
Ja  ond  €  vernachlässigt,  in  dem  Endergebnisse  sie  aber  gleicfi- 
wokl  noch  mit  bestimmt. 

Er  macht  femer  die  Unterschiede  zweier  solcher  Fehler  ^a, 
OB  den  Fehler  des  Winkels  aweier  Visurprojectionen  auf  dem 
Messtlsehe  zu  bestimmen.  Allein  weil  hierbei  sowohl  zweierlei 
a  als  auch  zweierlei  A  vorkommen»  rouss  dieses  Unterschiedes 
Aosdrock  sehr  complicirt  ausfallen.  Zudem  kommt  es  doch  haupt- 
sfteUidi  Mos  darauf  ai|,  den  äussersten  Betrag  des  Fehlers 
Ja  '  in  erfahren.  Desswegen  ziehe  ich  es  vor,  zuerst  zu' erfor- 
sdben»  wie  jedes  eiAzeiiie  der  RechüiMiipwIemente  a>  A»  a  auf 
diesen  FeBIer  Ja  einwirkt»  und  dann»  weil  derselbe  in  Bezug  auf 
sSmmtliche  Werthe  von  a  ein  Grosstes  zulässt,  dieses  zu  be- 
stimmen. 

Dabei  bleibt  aber  noch  au  erwfigen»  dass  man  de«  mögllel» 
grSssten  Fehler  des  Winkefs  zweier  Visurproiectio- 
neo  dem  Doppelten  dieses  gr&ssten  Fehlers  Ja  ^feicn  halten 
•fisse,  wenn  oer  eipeii  Visur  derjenige  Winkel  a»  Rir  den  dieses 
GrSsste  ven  Ja  eintritt,  der  anderen  Visur  ,aber  der  WiiAet 
HO— a  zugehört;    was  durch  Nr.  2.  iu  Art.  3.  gerecht  fertiget  ist. 


6. 

• 

I.  Wächst  der  Neigungswinkel  s  allein»  so  muss,  weif 
mit  o  and  A  vermöge  der  Gleicnung  (2)  auch  ti  unverändert  bleibt, 
10  Gleichang  (ß)  das  fast  immer  positive  Verhältnies  sinCij-fOssini?» 
daher  auch  das  ihm  gleiche  tBng(a-\-Ja):tan^a^  desto  menr  sich 
veräadem,  je  mehr  £  wächst;  darum  muss  auch  der  absolute  Be- 
trag  des  Fehlers  Ja  um  so  mehr  zunehmen.  —  Dasselbe  zeigt 
Taf.n.  Fig.  2.  Denn  bleibt  a  beständig,  so  bleibt  P  und  PK  an 
seiner  Stelle;  bleibt  dann  aucli  noch  h  beständig;,  so  ist  auch  der 
Punkt  M  fest  Wächst  nun  b=AOB,  so  wachsen  auch  die  mit 
ibiB  gleichgradigen  Bogen  AB  und  KL,   der  Punkt  L  entfernt 


trat!  der  Moglirhlceir  einer  leicht  vcrttänd liehen  Darttellnng,  leider  noch 
i«nier  Tiele«  Ppaktikem  und  Zifferrechnern  mathematische  Schreckbil- 
der aiad. 
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•ich  von  Kf  also  nimmt  im  Dreiocic  KLM  der  Winkel  an  L  ab, 
dahtcr  auch  der  ihm  gleicheradige  Boeen  BQ ;  folglich  wuchst  der 
Bogen  OQ::=a'=:^o-|-^a,  ^nd  sonach  ancn  der  Fehler zf4x=PQ — OP* 


IL  Wächst  der  absolate  Betrag  des  Hohenwlnkels 
k  von  0  bis  IW,  so  w&chst  in  Gleichnng  (4^  auch  jener  des 
Sdilussgliedes  und  desto  mehr  ändert  sich  auch  tango'  und  damit 
€if  z=ia  ■\- Ja t  daher  auch  der  Betrag  des  Fehlers  2a  selbst.  — 
NachTaf«!!.  F^.2.muss,weon<s:JO£best&Ddig bleibt,  mit  OA  auch 
OB^  daher  mit  K  auch  L  unverrfickt  an  seiner  Stelle  bleiben. 
Bleibt  sieh  nun  auch  o=0P  gleich«  so  bleibt  auch  der  Quadrant 
PK  fest;  daher  wenn  h^=:P]B  wächst ,  muss  JÜ  von  P  naeb  K 
hin  sich  bewegeu^  daher  wird  der  Punkt  <}'von  O  sich  entfer- 
nen, also  OQ^a-^-Ja  wachsen  und  sofort  auch  der  Fehler  ^a 
SS  OQ-^OP  sich  vergrussero.  —  Dies  bestätigt  endBcb  auch  die 
Gleichung  (6),  wenn  man  ihr  die  Form 


cosa 

— — T 


ertbeilty  weil  nach  Gleichnng  (5)  mit  wachsendem  A  auch  m 
wächst,  folglich  **  abnfannift,  daher  taag.^  und  Jv  sich  ver- 
grtoiert 

IIL  Wächst  endlich  der  Horlsontalwinkel  a  allein, 
und  zwar  von  — W^  bis  -fW^t  >o  wird  Mr  diese  iMwIea  Gteoa- 
werthc,  «eosacsO,  daher  nach  Gleichung  (6)  die  laag^^a  also  aneh 
^«=0.  ^  IMes  erheHet  audi  aus  Taf.lt.  Fig.  9.  Denn  fSt  OPssr^Wß 
r=iOA'  wird  OQ SS Oi?' =:—90o  und  fiir  OP^-k-W^^OA  wkd 
OQ=  GB^+W,  daher  jedesmal  OQ—  OPs=  A«=::0'  --  F«r 
a=3  0  wird  tang  ^a=fr=sinetangA.  Mithin  muss  es  awiachea 
«= — 90*^  und  a=490^  ein  GrOsstes  von  Aa  geben.  Mit  der 
Aufsuchung  dieses  GrGssten  werden  mr  uns  fortan  beschäftigen, 
da  es  hinreicht,  nur  den  grussten  Fehler  Aa  su  kennen,  dem 
man  bei  einer  gewissen  Neigung  f  der  Messtisch-  oder  Kreisebene 
ausgesetst  ist. 


7. 


Bestimmen  wir  nun,  da  mit  Aa  auch  tang ^«t  sugleich  stetig 
wächst  und  abnimmt,  von  tang^a  das  nach  o  genommene  Dile- 
rentialverbältniss,  und  setaeen  es  gleich  Null;  so  erhalten  wir  ge- 
mäss den  Gleichungen  (6)  und  (5) 

(1  -|-  tf sin«) (^^osaK-  —  asina) — a cos«(sioa  st  +ucaBtt)  sO 
oder  reducirt 
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coaag^<-^tf  (u -|- sin«)  z=$, 
und  nach  der  Gleichung  (5) 

an 

g-  =  —  (l  —  coäe^cosft  s:  ^  lAüVi  cos  a , 

dakr 

(8)  tt*  -f  usiü«  i-  sinvi  •  GO8a*=:0 . 

Diese  Gleichon«  lu  Verbindoog  mit  (5)  eibt  deDJenigen  Werth 
der  Hilfssahl  ac  and  des  Winicels  «»    för  deo  der  Fehler  Ja  am 
ten  aasfIkUt    Leichter  ist  es  aus  ihnen  ac 
man  slna  eliminlrt^  wodarcb  man  erbftlt: 


0osstea  aasfIkUt    Leichter  ist  es  ans  ihnen  ac  tu  bestimmen,    in- 
dem ] 


(9)  tt»-3iitgjtg*=2slii*^(lg^-.tg*«), 

and,  wenn  man  zur  AbkOrzuiig 

.    1 

setzt, 

■»=*  ^ 2 tang  2  *angÄ  • 

Das  richüge  Vorzeichen   der  Warzil  indet  man  aas  folgen* 
der  Betachtung.    Nach  Gleichnng  (5)  ist 

siav&sina — sin«  tangA  -f  ti =0, 

daher,   wenn  man  ßir  u  substitiiirt,  nach  einigou  eipliiqbefi  R#- 
duetioneo 


sm 


s-sinacotA— COS2  ^ T-r —  =:U. 


4cos^t 


Ffir  Km  1=0  ethlit  man  nun  auch  limn=0  und 

welche  Gleichans  aber  lediglich  bei  dem   oberen  Vorzeiche|i  be 
sieben  kann.    IMftbiii  ist 


\ 


13a 

(II)  «= j— —  tang^tang*. 

Setzt  man  zur  VereiDfaebung  *  \ 

<i2)  g =:=  y, 

Ko  i8t,    weil  c  also   auch   n  von  Nail  verschieden  vorausgesetzl 
wird ,  V  >  1  und 

(13)    ^  ti=(ii-f l)tuig^taiigA. 

Schreibt  man  nun  diesen  Ausdruck  in. dem  aus  der  Gleicliuo^ 
(5)  folgenden 

i\A\      •        siortangA—n 

(14)    sma=: -r-*2 , 

^    '  sinv  e 

so  erfolgt 

*  \ 

I 
« 

sine— (t;-|-l)  tango 

sin«  = r— T .  tangA 

2  sin  ^€» 

2c08ji»-(»  +  l) 

= sjrr — •**»«*' 

oder«  weil  v>l>cos(  ist« 

/itfv                         .                ^ — COSf.         . 
(15)  sma= ^T^j-  tang  h , 

*  I 

woraus  erhellet  >   dass  h  und  a  jederzeit  entgegengesetzte  Bezie- 
hungszeichen haben. 


8. 

Ein  anderer  Ausdruck  fiSr  sin«  ergibt  sich  folgendermassen. 
Es  ist  nach  Gleichung  (14) 

sin  «=  co%  taogA—  ^f — r —  =cot-5  €*-|-l  j 

Vsin?r€*      ^ 


=— ^  — cotiQcot|^— tangA^, 


m 

daber,  wenm  man  da«  letztere  n  nach  (13)  aiusdHickt, 

— «ina  -  |=rcot  j  tang  A  r^  V 


Setit  nan  demoach 


(16)  (c-l)taagAcot~=(i^-l)^-^=l, 


tang^ 


so  ist 


(17)  -Äraa=^. 

F&  I  iSaat  aicfa  noch  ein  anderer  bemerkenswerther  Ausdruck 
anbtetten.    Es  Ist  nach  Gleichung  (12) 

(&— l)«=l+Sii«,       - 

daber  nach  der  Annahme  (10) 

•    1   « 


^         sinÄ* 


folglicb 


•    1   a 

C  —  1  =  -V»  — r— STT  » 


imi  flofort 


o   sin  ^8  cos  »"C 
t>'     sinAcosA 


oder 


(18)  «=^.^i 

Dabei  ist  das  Verbältniss 


1          V  sin  A* 
=  taDg^€S+ T" 


m 


-  ^       ^  8iiiA(8inA  +  y  sinA^+Ssin  jc«) 
=  tangg«*  f  '" • — f 

kt  nuD  nicht  allein  c  —  wie  immer  — -  nondem  anch  noch  k 
sehr  klein,  so  ftllt  dies  Verhältniss  u:t  offenbar  so  klein  aus, 
dass  man  u  in  Vergleich  gegen  i  vemaehltssigen,  folglich  nike- 
ningsweise 

/im  •      •      <      «^^l   tang*       sine 

(19)         -«"«=-2="r-~7^wni2* 

setsen  darf. 


9. 


Hat  man  u  nnd  «  lur  Hilfe  berechnet,   so  bestimmt  man  deo 
gesuchten  möglich  gr5ssten  Fehler  jfa  selbst  nach  der  Gleichaog 


(6)  tang^«=|qp 


IC  cos« 


ttSIO« 


Nnn  ist  u  vermöge  der  Gleichung  (6)  von  derselben  Ordnung 
der  Kleinheit  wie  e,  folglich  usina  gewiss  noch  kleiner  und  so- 
fort der  log(l-f  ttsina)  fast  Immer  so  klein,  dass^er  ausser  Acht 
gelassen  werden  darf.  Besitzt  man  eine  lofearlthmisch-goniome- 
triscbe  Tafel,  in  welcher  die  kleinsten  Winkel  von  Secunde  zo 
Secnnde  vorschreiten,  so  müchte  die  Berechnung  von  Ja  wohl 
am  einfachsten  nach  Gleichung  (6)  erfolgen.    - 

Dividirt  man  im«  sweiten  Thelle  von  (6) ,  so  wird 
(JO)  tang  j0=uc9Vt  ^  iccosa  •  icsina  -|- .... 

I        n 

= tf  cos«  —  I.  «sin«  -f  ..•• , 

WO  man  nur  hOchst  selten  von  dem  berichtigenden  sweiten  Gliede 
Gebrauch  machen  wird« 

Besitzt  man  jedoch  keine  wie  oben  beschriebene  goniometri* 
sehe  Tafel,  so  ist  es  besser  Ja  selbst  nach  der  Forma 

0 

Ja  1  1 

-j7=tang^a^jtgiia*-f-5;tg^l<r*— 

zu  entwickeln,  wonach  man  erhält 

(21)  Ja=^  Fucesa  —  /•  tisina  -f  ...«f. 

1  H 
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D&  wo  der  Winkel  a  zureichend  klein  i«t,    kann   man    die 
Gleichnng  (0)   auch    dadorcb-   umgestalten,     das«   man   co8a  = 

l-«2ains'ff*  setat    Danach  ergiebt  sich 

tang  Ja^siU-^    i  ,  ,    . —  . ttsina . 

bt  nun  das  zweite  Glied  wfgen  der  Kleinheit  von  a  schon  genfi- 
gead  klein,  so  kann  man  es  vemachHlssigeii,  folglich  näherongs* 
weise  setzea 

(22)  ftaiig<^a= « =(»  +  !)  tang  ^  tang  A 

und 

(23>  zfasrtf = r(v  + 1)  tang  j  tangA . 


r 


10. 

Bevor  wir  in  unserer  Untersuthong  weiter  schreiten»  hetrach- 
tea  wir  gewisse  ausgezeichnete  Huhenwinkel  A,  auf  die 
BDS'tBeils  die  Natur  der  Aufgabe,   theils  aie  Annahme  (10)  auf- 

aerksam  macht,  nemlich  A=0,  »  und  90^. 
l    Fflr  A=dbO 

frird  n  und  e=oo,   aber    tangA^dbO»  daher   in    (13)   und  (16) 
9  tangA =±(».0.    Es  ist  jedoch  gemXss  (12)  and  (10) 

etanaAss  1 z . — 

^  .2cosA 

md  ftr  A=:l:0 

=±V2-Mnjf.. 
iA^  nach  (13)  und  (16) 

M=dk8inj^tUBg|-f.V2, 


(24) 
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:  1      ' 

8ina=T — i v2  =  ^ 


1 


cog^eV2 


I 

Aus  dem  Letsteren  findet  man 


1  A  /  C08€ 

cosa=  — T'V  "IT' 


(25) 


**"8«  =  'Fv^sT' 

cosza = — tang^e't  sio  2a=  -f j —  ; 

coes-c'" 


tang2«=i: 


VC08g 

TT. 

8in  rt«' 


Sofort  ist 


1 
2 


»Inirf* 


*»»«^=*  vSiTt  • 


daher 


tang^o .  tang2«=  1 , 
und  also 

Demnach  durfte  asur  Berechnung  von  Jtc  am  geeignetesten  sein 


dt  BIO  ^a=C08  db  2as=:  —  tang.'sc* 


oder 


(26)  slnJaz^^tang-xf^B 

oder  in  eine  Reihe  entwickelt 


(27) 


T^aiSB  j7»+4pt  +  "" 


Wegen  der  Kleinheit  von  c  ist  in  (24)  und  (25) 
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I 

cosä=1>  co6t:zl>  daher  8iocrssf-T5y   iaiigasdbl«    und   sofort 

hSdmt  wBbe  a==T^5».  Wenii  demnach  A^dbO,  fblgUch  die  Vunir^ 
iNNisoDtal  ist,  so  füllt  sowohl  für  ax=-.45«>  als  Icir  ir=-f  45o,  also 
ao  deo  Halbirangstinteo  der  4  horiaontalen  Quadranten»  der  Feh- 
ler Ja  ajn  grussten   aus,    und  dieser  .ist*  sehr  nahe  der  zweiten 
Poleni  des  Neigungswinkels  der  Messtischebene  proportional« 

Dies  Ersebntss  wird  auch  von  der  Gleichung  (4)  bestätigt« 
welche  filr  n=:i:0  In 

"  tang  (a'  ==  or  Hh  ^/cr) = coss  tangot 

fibefgeht,  und  seigtj  dass  nicht  nur  fSr  a=:Jt:^0O»  sondern  auch 
fiir  a=±0  der  Fehler  Ja  in  Null  übergehe,  und  dass  demnach 
MwoM  Im  positiven  wie  aut*h  im  negali^n  ersten  Quadranten  von 
a  eb  grOsster  Fehler  Ja  statt  finde.  ^ 

Beatimittt  man  dieses  Grdsste  nach,  der   letzten,    auch  aus 
oaer  leicht  au  entwerfenden  Figur  unschwer  ableitbaren  Gleichung, 

indem  man  sie  nach  a  differenzirt  und  t^^O  setzt;  so  findet 
man 

1  cos«    - 


cos  «'•      cosa^ ' 
folglich,  wenn  man  durch  die  ursprOogliche  Gleichung  dividirt. 


algo 


sino'  coso'  =sina  coso. 


sin2tt'=sin2o 


und 


oder  wie  oben 


±2adt2«'  =  180ö. 


±a±a'=±2a±Ja=VP. 


Sonach  ist 


1  1  1      -.^  «         2sins-«*      3sin5-f' 

1  1  cos<  1 — cose  2  2 


co^a'*      sina*     coso*      sin«*— cos«*     — cos2a     fsin^a 


1+COSf  1 

-; — 5— &=2cos?re*9 

smtt*-|-cosa*  2 


folglich  wie  oben 
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cosStts— Iftng^  t*   und  sin/lasTtftngjr^. 

Umgekehrt  findet  man  eben  so  Mcbt  den  Neipwgswiake 
f  y  bei  dem  der  Febler  jdu  eine  bestimmte  »igeetaDdeiie  Grenzi 
nicht  ilbereteigt.    Dafür  bt  nach  Ci6)  oder  (27) 

(28)  tangTC=  V«in(T^-^«),    f=2VT^«.J\ 

wo  7^o  den  absoluten  Werth  von  Ja  vorslellt 


Bei   der  graphischen  Triangolining  soll   dieser  Fehler  nichl 
30  Seconden  betragen.    Setzen  wir  demnach  "^Ju^^Wt  so  fin« 

den  wir   e=:1^22'66''=l^  \  Also  um  lg  Gfad  ^arf  der  Mes» 

th»ch  oder  ein  Winkehnesser  gegen  den  Horlient  gepeis^  sein, 
bis  der  grSsste  Fehler  der  Uorbontalwinkel,  wenn  die  Objecte 
genau  Im  Horizonte  liegen ,  30  Secunden  beträgt  Da  man  non 
einen  so  groben  Fehler  in  der  Neigung  nie  l>egehen  wird,  so 
dflrite  dieses  Eriorebniss  leicht  Manchen  zu  dem  Iirtfamne  verlei- 
ten, überhaupt  den  /Einfluss  dieser  Neigung  auf  die  Richtigkeit 
der  Messung  gering  zu  schätzen;  wir  werden  ihn  jedoch  naid 
eines  Besseren  belehren. 


11 


iL    Fflr  A=:^ 
wird  vermöge  (10),  (12),  (13),  (16),  (18),  (17) 

«=2,  e=2,  ic=:3tang^f*  <=1;  * 

(29)  -sio«^l+5  :=.i»+|tangi««. 

V3        1         2 
cosa=-y(l— ^tf  — ^t|S ); 

(30)  tangz/«=^V3  (u  +  J«*+^«'  + ) 

2s:^V3(tang^€«4-^tang|^s«-|-  •j-tang5-««  +  . 


und 


*)    Herr  Prof.  Stamfifer  ftodet  dafnr  »9  Minqtes. 


♦    1 
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(81)  ^a=S!jrir3(i,  +  i|i»+gi,«f..,.) 

=|v3[f .  +^(t)'«+^(t)*-«+-] 

r 

Wegen  der  Kleinheit  vod  e  ist  —  8iua=7,  ako  a  sehr  nahe 

=--30^.    IV&brend  also  der  Winkel  k  nur  Ton  0  bis  j  aufsteigt» 

nimmt  «  von  M®  bis  90»  ab  nnd  der  Fehler  Ja  wird  ^  V3^2'6 
ml  so  gross. 

Umgekehrt  Bodet  man.  zur  Fehlergrenze  da  die  Neigung  t  aus 

/oa.  t      •      2  •    8r 

(32)  tangje*= -j-Tßtangzfa  oder  «•  =  57;5-^«**) 

Soll  X.  iL  der  mSglieb  gHisste  Fehler  Ja=i3ß  Secunden  sein» 


so  findet  mnn  {:=0»51'26*    und   A=|=0»25'43^ 

IIL    Für  AcrOO»  geben  die  Gleichungen  (-2)»    (3)»  (4)»  ^=0 

Qod  cr'rsrO,  slso 

a+JastDO^  und  «^tt=£SO>^— er; 

was  aocb  aus  Tal.  IL  Fut.  2.  einleuchtet,  weil,  wen^  M  nach  K 
kommt,  IjMQ  nach  LKB,  also  Q  nach  1^  kommen  und  OQ=3tt' 
=00=90^  werden  muss. 

Je  nfther  demnach  i  an  W  r6ckt,  desto  n&her  kommt  Ja 
an  90^— -a;  woraus  man  ersieht,  wie  genau  der  Uorizontalkreis 
waerecht  gestellt  sein  muss,  wenn'  die  Azimute  von  sehr  hoch 
stenenden  Gestirnen  zu  messen  sind.   - 


12.     .  ' 

Die  in  den  Art*  7— "9  behandelte  vernickelte  Bestimmung  der 
Winkel  a  und  Ja  räth  zuvorderst  zu  6inem  Versuche  einer  Kei- 
beaeatwidcetung  nach  den  aufsteigenden  Potenzen  des  stets 
nur  kleinen  —  wonl  nie  einen  Grad  erreichenden  —  Neigungs- 
vtakels  t. 


*)  Ich  meide  hier  und  auch  sonst  gern,  das  Wanelieichen ,  da  man 
ja  die  Gleirhong  :r*  =  a  auch  gleich  also  leaen  kann :  X  Ist  die  fnie 
Wnriel  aas  a. 
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Hierbei  ftllt  aber  sogleich  auf^  da«0  bei  der  Entwickeluag  der 

V^l-|-8ii*  zu  aDterscheiden  komme»  ob  8fi*<=:>l  sei,  was  ofen- 
bar  von  dem  Hüben  winket  h  abhängt,  und  wegen  des  Ausdrackes 
(lO)  von  ff  erheischt»  dass 

1 

i:SinA>c=<sin2e»  V8,  oder  nahe  i:A>  =  <cV2, 

also  f0r  £=10';        20';      30*;      40^;       50";  !<> 

dass  ±*>  =  <i4';l;  28'-3;  42'-4;  56'-6;  t^lO'-?;  l®24'-8  sei. 

I.  Betrachten  wir  daher  den  ersten  Fall,  wo  die  Ent- 
Wickelung  von  (l-f  8fi*)i  nach  den  Potenzen  von  »  oder  t  auf- 
steigend gemäss  dem  binomischen  Lehrsatze  ausführbar;    folgUdi 

8ii'--l,  db^inA-^sin  ä'-V^ 
ist.    Da  isi 

8"'=5ii^*-~«^=ssr«[l(T)'*äX4(fy 

c      1    «   .  1    «»    ,     1      «• 

und  wenn  man  tangA=a  sstzt: 


(38)         -'»««=(«+5ä)f-(r'+^+sr«)Fs 

. /31^     .  181   .8    .    1  \«» 
+  Uaü"  +240«  T  4P  +  4i»/  r»"  ' 


12» 


Hcoea 


2avr* ' 


a^      a       1  \  €*    . 
-U-i-"-i.J!-|l_' 

■"Vi  +   8  ""BÖ ""3211+ 32a» 


(33) 


/4a*     17a»     7ä      jl^         ^    \  ii 
i,  5   +   24  +W""32a+^255yr* 


Die  ffir  sina   und   Ja  erhaltenen  Reihenentwickelungen   (32) 
ood  (33)  hören  jedoch  in  der  Mähe  der  äussersten  Werthe  0  find 

90^ des  HOhenwinkels  Aauf  anwendbar  zu  sein,  weil  dort  —  =cotA. 

a 

hier  s=±laogA  sehr  gross  ausföilt. 

1.  Für  die  von  diesen  Grenzen  genfigenil  abstehenden  Mit 
telirerthe   des  IIOhen%vinkels  h   kann  man   demnach  diese 
Reibenentwickelungen  geradezu  verwenden ,  und  erhält  so 


(34> 


(35) 


-— sina=  (tang/i  +  s-cot A)  j, 

—  (e  tangA+2jC0tÄ+ j  ^^^^/{^  • 

v 

(1      i      r    \ «» 


In  diesem  Falle  ist  der  Winkel  a  nahe  =0,  folglich  tritt  der 

SrSsste  Fehler  da  da  ein ,  wo  die  Projection  der  Visur  nahe  mit 
er  Dnrchschnittslinie  der  Horizontal-  und  JMesstischebene  Cber- 
eioßlllt  oder  zu  einer  auf  der  Messtischplatte  ziehbaren  wagrech- 
teo  Geraden  nahe  parallel,  läuft ,  also  selbst  nahe  wagrecht  bt. 

Um  die  Grösse  des  2ten  Gliedes  in  da  einiger  Massen  schät- 
zen zu  können,  bemerken  wir,  da«s  selbes,  wenn  c=lGrad  ist, 
förnahe  A=2P23'    und  A=33o35'  etwa  18ec.  betrage,  und  ffir 

A=:  27^21'  seinen,  möglichst  kleinsten  Werth  nahe  ^  Secunde  er- 
balte, endlich  bei  gleichem  Uuheiiwlnkel  der  3ten.  Potenz  von  $ 
proportional  sei. 


Theil  Xlll. 


9 
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2.    FOr  die  muglicb  Jcleinsten  Huhenwinkel  h  irer 

1 

den  die  mit  den  höchsten  Potenzen  Ton  —  =cotA  behafteten  Glie- 

a       . 

der   in  (32)  und  (33)  die  ausgiebigsten.    Behält  man  nur  sie  bei, 
und  setzt  abkffrzeod— p= -p:tangA  =  y,cotA=A;  so  erhfilt  roao 


—  sin  a  =  2  *—  t^'  +  J  ^* 
1     '         1 


ersieht  aber  auch   zugleich,    dass  diese  Reihen,  zu  langsam  con- 
Tergiren. 

3.  Bei  den  grossten  Hohenwinkeln  h  fallen  in  (32) 
und  (33)  die  mit  den  bdchston  Potenzen  von  a  =  taug4  behafte- 
ten Glieder  am  grOssten  aus.    Behält  man  nur  sie  bei  und  setzt 

zur    Abkürzung    a -p=:-jp,tangA-=.)7;  so  6ndet  man 

(e      1  (3        31  e»       \  • 
r""  ()  f«  "*■  I2ö  F»  •* V  ~^' 

^^^r(ff  +  y^^^g^ ); 

ersiebt  ab«r  auch,   dass  die  letzte  Reihe  zu  langsam  coitve^rt- 


13. 

If.    Im  zwei^ten  Fall,   wo 

1 

8n*S  1,   J:8inA<sin5-€  v2 

ist,  mQsste  man  die  V  1  +8n*  nach  den  fallenden  Potenzen  ron 
n  entwickeln,  Ihr  also  zuvor  die  Form  2nV2(  1-|-ä-^J  erteilen. 
Setzen  wir  abkürzend 

1 sinA 

so  wird 

Vl+m«  +  m 


« 


e  = 


2m 
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|£=    ^=— = .V. 5.810  ftf*      - 


— sin  er  = 


Vl+m»— m  (1  —48111  j  e*) 

V2.C08q€COsA 


Für  liiiiA=:0  wird  limmsO,  also 

—  8ina  = T-aiido= — 4Ö®»^ 

V2.coSrt« 

nie  scbon  In  Art«  10.  g^fuodeo  wurd«^ 

Die  Enhi'ickelung  in  Reihen  kann,   wie  man  leicht  nibersleht, 
aqch  hier  keinen  Vortheil  darbieten. 


14. 


Wenn  der  HGhenwinkel  h  klein  ist»  kann  man  o  am 
OiglichsteD  nach  den  Gleichungen  (10),  (12^,  (13L  (16^  oder  (18), 
und  (17),  bestimmen,  dann  aber^^a  nach  (:22)  ooer  (23)  bereehnen. 

« 

Ist  endlich  der  Hohenwinkel  so  klein,  dass  man 
6ioA=|:.=;tangA  setzen  darf;  so  wird,,  weil  man  jedenfalls  auch 


(36) 


>      « 


(38) 


1 

8iD2t=  p  =tangg« 

ist,  nach  den  erwälir 

.  V2£«+A«+A 

p             4/i     -  ' 

.  V2€«+A«— A 

>  v  +  l    sh      v  +  l  /  t 

(37)  t^^^z^-:z=l^. 


9» 


132 


Den  Winkel  m  wird  man  entweder  genlss  der  Gleichnng 


(17) 


—  8ina= 


oder,  weil  hier  it  io  Vergleich  gegen  f  veroaciUässigt  irerdeii  darl 
nach  der  Gleichung 


(19) 


—  sina=2' 


berechnen.    Endlich  wird  mau  Ja  nach  der  Gleichung 

(21)  /ftt^rucosa 

bestimmen. 

In    den  Ausdrucken  .  (36)  und  (37)  wird  man    anstatt  e  und  / 
einfacher  nur  ihre  kleinsten-  Proportionalzahlen  setzen. 

Bleibt  sich  das  Verhältniss  t-  gleich »  so  bleiben  vjt  und  nah« 
auch  a  gleich,  n  und  Ju  aber  sind  der  c*  nahe  proportionirt. 

■ 

Beispiel.    Sei  esl<>=60',  h—V,   also  ii  =  |>  e:A  =  1:2; 
dann  ist 


log  ^  =0-32477 

2logj=3-51625,  rin  Gr. 

logii=0-80852-4  ~ 

logr=5-31443,  r  in  See. 
logcosa=9§8872 

logz#a= 2-1 1167 


<=VÖ- 2  =0-44949 
M=(H)0064 


<-f  »=0*45013 

-sina=0-22506 

— «=13«0'4 

=  2'9-'3 


Bleiht  €:A=7l:2,  so  ist  fflr  f'^SO'  und  A'  =  P 


«'  =  *  = 


4 


0-44949 
0-00016 


— sina'= 


0-44965 
0-2248-2 


—  a'  =  12059'-5 

^a'=T'^a= 32^-3. 
T  4 
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16. 

Dort  H'o  keine  der  angegebenen  Nfiherangsrechnnngeti  binrei- 
chend  eenau  bty  oder  wenn  der  Grad  der  Genauigkeit  einer  sol- 
chen I&choiing  in  einem  bestimmten  Falle  ermittelt  frerden  seil, 
wird  ea  uDomgänglich  nothweodig,  die  urostandlicbe  aber  genaue 
Berechnung  von  a  und  An  nach  Art.  7.-9.  Yorzunehmen.  Um 
aber  ^hiebei  durchgängig  die  Loearltbmen  benutzen  zu  kennen» 
wird  man  sich  der  UilUtwinkel  bedienen. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (10)  und  (12) 

.1 
smo-e 

^^  «i^«=-5jj-V8=Ungi|p, 

M  ist 

sec^  -f  1 


(40)  r= 


2 


Dabei  muaa  8ecqp=V^l-f8ti^  stets  positiv  ausfallen,  folglicb  ^ 
TOD  — gOi>  bis  -1-900  gewählt  werden. 

Entweder,  wenn  man  eine  Secantentafel  bat,  berechnet  jnan  « 
ganz  einfach  aus  (40),  oder  man  benutzt  die  folgende  Darstellung: 


1  +  cos  <p 
2cos9> 


wonach  man  erhält 


1     , 

cos  5*  9' 

(41)  ü= — . 

^   /  cos^ 

Nach  dem  ersteren  Ausdrucke  ist  die  in  «  vorkommende  Summe 

2cos9  2cos9 

<Uier,  wenn  man  den  Winkel  X  so  bestimmt,  dass 

s-=rcos2A 

i«t,  wonach  jedenfalls  2A=:7V»31'43"*6  und 

(42)  1=3515  51-8 

i«ti^  findet  man 


134 

cos  (A  +  o  9))co8(A—  o  9> ) 

r  +  l=3 = ' —  . 

'  castp 

Demgemäss  verwandelt  sich  die  Gleicliang  (13)  io 

3  1  I  r 

Oder  man  setzt  im  ersten  Ausdraclce  von  v  +  l 

1 


3sin9 


=cot^. 


also 


dann  wird 


(44)  tang^ssSsin^; 


_3siiK2jjO 

2cos9  8inV; 


vnd 


/AK\  _3  sin(y"ir^)^       e 

<*^>  "^gcosysint/;^"g2*^*- 

Zur  Bestimmung  von  a  benfitat  man  entweder  die  GleicfauDg 
(15) ,  wenn'  man  eine  Tafel  der  Cosinus  zu  Gebote  bat .,  oder  man 
umwandelt  diese  Gleicbnng  wie  folgt    Es  ist 

l 

ü-l+Ssing-c« 

—  sina  = j — ' — j: — .tangA 

2sins*€C06^  € 


sins-c* 


=(l+— 5-| \tang5^£tangA 

^      Ssinit«    I         ^ 


2  •  y 


Nach  (41)  ist  aber 


sin  5  9)« 


eos^ 


folglich  9  wenn  man 
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.  1 

j  /     ^1      -sinj£       

(46)  sin  ^  c  :  V  ^^ —  = t~  V^5i  co« q>  =  tang  a> 

setzt,  wonaeh  o  immer  positiv  und 'spitz  ausfüllt , 

1  1 

(47)  — siDa=^j^  tangcj  « tangÄ.*) 


16. 


Um  die  BetrSge  des  grOssten  Fehlers  Ja  im  Horizontalwii^ 
kel  a  einiger  Massen  in  besonderen  Fällen  beurthetlen  zu  können, 
habe  ich  mir  die  Mühe  genommen,  folgenden  Abriss  einer  Tafel 
za  berechnen,  in  welcher  zu  gewissen  Neigungswinkeln  e  des 
Messtisches  und  fClr  gewisse  Hohenwinkel  A  der  visur  nicht  allein 
jener  grSssie  Fehler  Ja,  sondern  auch  derjenige  Horizontalwin- 
kel a,  bei  dem  er  ütatt  findet,  aufgelTihrt  ist.  u\e  Neigungswin- 
kel^ {  wurden  geflissentlich  so  aussergewuhnlich  gross  gewählt, 
weil  man  daraus  Hir  kleinere  s  leicht  Ja  angenfiAert  danach  be- 
recbnen  kann,  dass  wenigstens  von  A=:25  Min.  an,  bei  einerlei 
k,  die  Fehler  Verden  Neigungswinkeln  e  tiahe  proportional  sind. 
Eine  grossere  Ausdehnung  dieser  Tafel  muss  ich  jemand  fiber- 
lasseo,  dem  mehr  .helfende  HSnde  als  mir  zu  Gebote  stehen. 


*)  Wenn  u  genug  klein  aoaf&llt,  kann  man  mittels  der  logarith- 
Bitcli-gonionietrischttD  Tafel,  ohne  den  Winkel  io  selbst  za  bestimmen, 
▼08  logtaog»  nnmktelbar  aaf  logsinw  ^übergehen.  Denn  fär  jede  swei 
Wiikel  c#  und  w*  ist 

sino»     sinctf'     ,.      .   ,      .coso» 

Unrtt:tan|rcv'=c :  -.  =:(sino» :  sinctf 0 r, 

**  °  cosc»     cosai*  '^coso»' 

daher 

log  Cangtt» — log  tangw' = log  sin»  ^  log  sin  at'  -f  log 


COSCtf'  ' 


Sind  BoA  die  Winkel  ai  und  o/  so  kleio ,  dass  man  sehr  nahe  cos(s=eosc/ 
seilen  darf,  so   ist  hinreichend  genau 

log  tangcu — log  tangotf'  =  log  sine»  —  log  sino»' 
oad  sofort 

log  sinai  ==  log  sinw'  +  (log  tgw  —  log  tga»') . 

Bexeichnet  dcmnacb  at'  den  Winkel,  dessen  logCanf^  die  untere  Grense 
▼oa  lögtangt»  in  der  goniometrischen  Tafel  ist«  so  hat  man  nnrlogtgcef' 
von  dem  i^elundenen  logtgcu  abspsiehen,  und  den  Unterschied  in  dem 
10  der  Tafel  anf  derselben  Zeile  stehenden  logsino'  in  addiren,  um  so- 
gleich den  Terlangten  logsincv  so  haben. 
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Aus  dieser  Tafel  ersieht  man,    wie  der  Winkel  a,  •  bei  dem 
der  grusste  Fehler  Ja  statt  findet,  fQr  A :=0^  noch  ein  wenig  fiber 

,4ß^  steht,  und  wie  er  schon,  während  A  nur  auf  5- aufsteigt,  auf 

30^  herabsinkt,  und  bereits  fQr  A=5<^  nur  wenige  Grade  und  bei 
ezzzW  nicht  mehr  einen  vollen  Grad  beträgt  Dagegen  sieht  man, 
dass  Ja  bei  einerlei  e,  so  wie  h,  in  arithmetischer  Progression 
aufsteigt. 
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Mit  welcher  Oenavlirhett  lassen  sieb 
die  üftiiffe  eines  kleinen  Krelslioirens, 
sein  Mnns  und  seine  Tangrenteelnander 

Iflelcli  stellen? 

« 

UnCersQcht  ton 

Herrn  Dr.  Wilh.  Bf  atzka, 

k.  k.  ProfeMor  der  Mathematik    und  prakt.  Geometrie    kn    dfcr    «Und. 

toclm.  LehnuMlalt  au  Prag. 


Diese  för  angenSherte  eoniometrische  Rechnungen,  Tornebm- 
lieh -in  den  verschiedenen  SSireigen  der  praktisclien  Geometrie  und 
Mechanilc,  hSchat  wichtige  Frage  habe  ich  noch  nirgend  aufge- 
worfen und  beantwortet  getunden,  wesshalb  ich  dies  hier  eelb«t  thue. 

Sei  a  eines  Kreisbogens  Gradmass,  a  seine  LSnge  oder  sein 
Zahlwerth,  wenn  sein  Halbmesser  die  Längeneinheit  ist;  oder  sei 
a  eines  Winicels  Gntdmass,  und  a=£tt:  T  sein  analytischer  Zahl- 
werth,  wenn  er  nSmlich  durch  die  analytische  Wtniceleniheit,  den 
Gehren  r*,  ausgemessen  wird.    Dann  ist  bekanntlich 

8ina=:a— |-7p2  +  ir7r-5-— ... » 


1.2.3  ^  1.2...5 


2o»         16a« 

*^s«=«+ 1:2:5 +T23+ 


i.  80H  nnn  «vinit  sincr  bis  anf  eine  Decimaleiiiheit  der  Aten 
Ordnung,  d.  i.  bis  aaf  -rgi,  übereinstimmen,  also 


o»  /,     a«  ^     \     •  1 


sein;  80  kann  mann,  weil  hiezn  o jedenfalls  schon  klein  sein  muss, 
ffir  eine  erste  Annftherung ,  wenn  man  Mie  genäherten  Werthe  von 
o  und  d  mito'  und  a^asa^iP  beaeichnet^ 
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a»       1 
6  <tO* 

setzen.    Dies  gibt 

^ 

«'<ViöF' 

also 

•   a'c^ri^<r)J  ^. 

Sei 

k^3m—n. 

so  ist 

•- 

«'<|£V6.40-. 

•bo  logB'<»<ii 4- log 6) -f  log  r—m. 

Nehmen  wir  t/  und  r  in  Minuten ,  so  Gnden  wir 

arn=0,  loga'OTÖöeB— iii,a'<624e'7:10«, 
.  n=l,  logo' < 412899— m,  o^<l3458:10«, 
-  te=r3,  loga'<44e232-m^  «'<28996:10-i. 
Fflr  eine  schfirfere  ^nnähernng  setzen  wir  nun  oben  in 

öQ  (3r  a  den  genährten  Werth  a',  und  erhalten 
daher 

1 

'     Wenn  wir  sonach  mit  T  multipUciren',  und  Kürze  halber  des 
Näheningswerthe»  o'Xorrection  durch  ^af  bezeichnen,  nämlich 

.^     r=3437'-7 


letzen,  so  erhalten  wir 
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Nimmt  man  nun  fiir  k  die  Zahteo  9  ^w  2,  so  ergibt  eich  fol- 
gende ZuBamroenstelluog : 


k 

m 

3 
3 

n 

0 
1 

1 

^a' 

«< 

j.— 8ina< 

9 

P» 

(K 

0»6"25 

1 :  10* 

ä 

13-46 

0 

0  13-46 

1:10» 

7 

3 
2 
2 
2 

1 
1 

2 
0 
1 
2 
0 
1 

2frO 

0 

0  29-0 

1:10^ 

6 

62-5 

0 

1    2-5 

1:10« 

'6 

J34-6 

0 

2    14-6 

1:10* 

4 

2900 

0 

4    SO-0 

1:10« 

3 

624-7 

0'.3 

10    24-7 

1:10»    " 

1 

1345-8 

3.4 

22«-29'-2 

1:10» 

II.    Soll  a   mit  tiiiiga  bis  auf  eine  Decimaleibheit  der  iHen 

1 
Ordnung,  d.  i.  bis  auf  ^r^  y  übereinstimmen ,  also  ' 

tanga— «=-j(l+-ga«  +  ....)<-jgj 

sein;  so  kann  man  wegen  der  Kleinbeit  von  a  för  eine  erste  An- 
näheruilg,  wenn  man  die  obige  Bezeichnung  beibehält. 


»'8 


^< 


i(K 


setzen.    Dies  gibt 


also 

oder 
folglich 


log«*  <3(n+ log3)  +  log  r- m. 

NimiDt  man  abermaU  f  und  a  ia  Minuten,  so  findet 

iOr  R=0,  log  «'<  3-60631 -m.  a'<4958':10->, 
-  n  =  l,  loga'<4'02866^m,  «'<;  10682:10", 
•    ii=:2,  loga'<4-36I96-*m,  a'<23013:10». 
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3 
Ftir  eioeschirfere  Annfiberuug  setze  man  ob«n  in  -^o* 

Ar  a  den  geoiherten  Werth  a';  d&iiadi  erhält  man 

g-(l+g«^+...)<y. 


folglich 


«^  «'0+5  «'•-..) 
'=  2 


^1 


abo 


'*<*^'"iSS+i' 


MnläpliGirt  man  mit  J*,  und  bezeichnet  wieder  des  Naherungii- 
werthe«  o'  Vcrliesserung  durch  Ja*,  nemlich 


z/«'  = 


4r=l375r 


•0  erbSit  man 


a  ^  af — Ja', 


9 

Setzt  man  abermals  för  k  die  Zahlen  9  bis  2»  so  ergibt  sich 
folgende  Znsammenstellung: 


k 

m 

IT 
% 
3 
2 
2 
2 

ö 

1. 

2 

0 

1 

2 

0 

l 

o' 

At/ 

«< 

tang«->p^. 

9 

5'0 

0 

0"5'-0 

1:10» 

8 

10-7 
230 

0 

0  10-7  . 

1:10» 

t 

0 

0  230 

1:10^ 

6 

49-6 

0 

0  49-6 

1  46-8 

IslO« 

5 

lUO-8 

0    ■ 

1:10» 

4' 

2300 

O».! 

3  49-9 

1:10« 

~5j  1 

495-8 

1.4 

8  14-4 

1:10* 

2  1  1 

1068-2 

13.8 

17  W-4 

blö« 

III.     Damit  sina  mit  tanga  bis  auf  eine  Decimaleinheit   der 
Aten  Ordnung  dbereinstimme,  also 

«•       3  i 

tanga— sin  «=-g^(l+j-a* +  ...)<  jQi 

sei;   kann    man  (lir  eine  erste  AnnSherung»  indem  man  die  ge- 
hraucbte  Bezeichnung^  beibehält ,  wieder 
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a'»  ^    1 

setzen,  wie  in  I.  Danach  ediStt  man  za  den  drei  Werthen  von  n 
auch  wie  in  I.  die  obern  Grenzen  von  a^    » 

Zu  einer  genaueren  Annäherung  erh&lt  man  dann  durch 
den  bekannten  Vorgang 


e(i+-4-+")<Tr 


daher 


oder 


=         a'» 


a  ^a'— 


15 


Wird   nun  mit   F  mvltiplicirt   und  des  Nilherungswerthes  o' 
Verbesserung  durch  Jc^  bezeichnet,  nemlicfa 


Jt/^z 


15  r       5156G' 


10*+^  ""  10*+* 


gesetzt;  so  erhält  man 


«< 


a'-^Jaf. 


Nimmt  man  wieder  Hlr  k  die  Anzahlen  9  bis  2,  so  erhSit 
man  folgende  Zusammenstellung: 


k 

m 

3 
3 
3 
2 
2 
2 
1 
1 

n 

0 

1 

2 
0 
I 
2 
0 
1 

o* 

Jti' 

"  < 

tang»— sin«^ 

9 

6'-25 

0 

0<»e'-25 

1:10» 

"5" 

13'-4Ö 

0 

0  13-46 

1:10« 

1 

29-0 

0 

029K) 

1:10^ 

6 

62-5 

0 

1    2-6 

1:10« 

6 

134-« 

0 

2  14-6 

l:lö* 

4 

2900 

(yA 

4  49« 

1:10* 

3 

6247 

5-2 

10  19-5 
21  34-2 

1:10* 

2 

1345-8 

51'« 

i>ld> 

Die  Interpretaion  der  in  den  zwei  Schlussspalten  dieser  drei 
Tfi reichen  entnaltenen  Ergebnisse  ist  so  einfach,  dass  ich  sie  hier 
Kfirze  halber  wohl  weglassen  darf. 
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Populäre  Vorlesnnipeii  ftber  wissen- 
sehaflUebe-  Oeg;enstftnde  ton  F.  IV. 
Bess^.  üTacli  dem  Tode  des  ^erßis- 
sers  beransgrcgt^ben  Ton  H.  €.  Schn- 
■laclier.   Hamburg.   Perthes,  Oesser 

&  Mauke.    1848. 

Von  dem 

Herrn  Dr.  P.  Wolfera, 

Mtronomitcheni  Rechner  an  der  Königliehen  Sternwarte  m  Berlin. 


Der  ffferansgeber  des  yorliegendeD  Werkes  hat  hierdurch  sei- 
nem nnsterblieheii  FreuDile  das  schönste  Denkmal  gesetit,  denn 
wen9  es  auch  den  Männern  der  Wissenschaft  vollkominen  bekannt 
ist,  vrie  Tielseltig  und  (was  selten  der  Fall  ist)  gründlich  zugleich 
die  Wirksamkeit  des  grossen  Astronomen  gewesen;  so  erfahren 
doreh  das  vorliegende  \Verk  auch  die  zahlreichen  Liehhaber  der 
astronomischen  und  physikalischen  Wissenschaften,  wieviel  diese 
dem  verstorbenen  Vermsser  verdanken.  Während  derselbe  in  «o 
vielen  Zweigen  der  Wissenschaften  erschöpfende  Untersuchungen 
angestellt  hat,  wusste  er  doch  sich  noch  Zeit  abzumOssigen, 
diese  eben  so  allgemein  fasslichen ,  als  gründlichen  und  eleganten 
Abhandlungen  zu  schreiben.  Der  aufmerksame  Leser  derselben 
kann  nur  bedauern ,  dass  der  Verfasser  nicht,  wie  nach  einer  An- 
deutung des  Herausgebers  seine  Absicht  war,  dazu  gelangt  jst, 
die  vorliegenden  Bruchstocke  in  ein  Ganzes,  eine* populäre  Astro* 
nomie«  zu  vereinigen;  reichlichen  Dank  bleiben  wir  aoer  auch  ftlr 
diese  Gabe  schuldig.  Das  erwähnte  Denkmal  ist  nur  dadurch 
anrollstän^^g,  dass  der  Vet^sisser  zu  bescheiden  gewesen  Ist,  um 
in  den  einzelnen  Abhandlungen  überall  anzugeben,  was  er  selbst 
in  den  einzelnen  dort  besprochenen  Gegenständen  geleistet  hat. 
Diese    aJIgemeioen  Bemerkungen  enthalten  bereits  unser  Urthell 
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über  das  Werk ,  wir  glauben  keine  undankbare  Arbeit'  zu  aater- 
nebmen,  wenn  wir  die  einzelnen  Abhandlungen  vorzugsweise  be- 
sprechen, und  hierbei  werden  wir  Gelegenheit  finden,  jenem  Man- 
gel theilweise  aiizuhelfen.  Wir  werden  bei  dieser  tfesprechnne 
die  Reibefolge  des  Baches  nicht  beobachten,  sondern  die  Abhana- 
lungen  mehr  tfach  der  Verwandtschaft  ihres  Inhalts  ordnen.  Die 
er$te  Abhandlung  hat  die  Ueberschrift: 

lieber  den  gegenwärtigen  Standpunkt  der  Astronomie. 

Dieselbe  nimmt  nur  ein^n  Raum  von  33  Seiten  ein,  allein 
der  Verfasser  hat  es  verstanden,  anf  demselben  niannichfacbe 
interessante  Darstellungen  niederzulegen.  Um  den  gegenwärtigen 
Standpunkt  der  Astronomie  klar  zu  machen ,  gibt  der  Verfasser 
eine  kurze  Uebersicht  ihrer  Geschichte  aus  dem  vorigen  Jahrhun- 
dert; er  zeigt,  wie  wechselweise  besonders  seit  Newton  die 
Theorie  und  Praxis  einander  vorausgeeilt  'waren  und  wie  eben 
,das  Vorauseilen  des  einen  Zweiges  die  Veranlassung  war,  welche 
das  Vorwärtsschreiten  des  andern  herbeiführte.  Wüsste  man 
nicht  obiierlera,  dass  der  Verfasser  auf  der  Hohe  beider  Zweige 
der  Wissenschaft  stand,  so  mü'sste  man  diese  Ueberzeagvng  dar- 
auf abnehmen  können,  dass  er  die  Leistungen  der  hervorragend- 
sten neuern  Astronomen  mit  wenigen  Worten  klar  darzustellen 
verstanden' hat.  Als  eigentliche  Aufgabe  der  Astronomie  gibt  er  ' 
bei  dieser  Gelegenheit  an,  dass  sie  Vorschriften  erlheilea 
muss,  nach  welchen  die  Bewegungen  der  Himmelskör- 
per, so  wie  sie  uns  von  der  Erde  aus  erscheinen«  be- 
rechnet werden  kCnnen.  Zuerst  wird  Newton'^»  Verdienst 
um  die  Theorie  dargestellt,  hierauf  folgen  Flamsteed*s  Verbes- 
serungen der  astronomischen  Instrumente  und  Beobachtungsmetho- 
den ,  in  deren  Folge  die  Theorie  der  Praxis  vorauseilte. 
Die  genauen  Beobachtungen  des  letztem  konnten  desshalb  nicht 
durch  die  Rechnung  dargestellt  werden,  weil  die  Störungen 
nach  Mewton's  allgemeiner  Gravitation  noch  nicht  berechnet 
waren.    Hierzu  bahnten  Clairaut  und  Eni  er  den  Weg.    Noch 

genauere  Beobachtungen  alsFlarosteed  stellt  B r a d  1  ey  an,  weA 
lese  benutzt  Tobias  Mayer  zur  Constrnction  von  Mondstafein, 
mittelst  deren  man  die  Oerter  des  Mondes  mit  einer  Genauigkeit 
voraus  berechnen  konnte,    welche  man  früher  nicht  für  mlielidi 

S ehalten  hatte.*  Jetzt  konnte  man  durch  Beobachtungen  des  iloii- 
es  die  geographische  Länge  auf  dem  Meere  finden.  Durch  Brad'* 
ley  war  die  Praxis  vorausgeeilt,  Lagrange  und  Laplace  for- 
dern die  Theorie,  die  M&anique  Celeste  des  letztern  füllt  eine 
grosse  Lflcke  aus«  Wie  in  den  Wissepschaften  iiberhaopt,  his- 
sen in  der  Astronomie  insbesondere  die  Grossen  sich  nicht  abso- 
lut genau  bestimmen,  die  Grenzen  ihrer  Unsicherheit  können  onr 
verengert  werden.  Die  Theorie  muss  daher  zu  jeder.  Zeit  die  za 
beobachtenden  Grossen  so  genau  darstelfen ,  dass  der  Unterschied 
zwischen  Rechnung  und  Beobachtung  den  nio^clichen  Fehler  der 
letztern  nicht  übersteige.  So  spricht  sieb  der  Verfasser  über  die 
bisherigen  Leistungen  aus,  er  verlangt  aber,  dass  künftig  Theo« 
rie  und  Praxis  unbekümmert  um  einander  vorwärts  geführt  wer- 
den sollten. 

Piazzi  bearbeitete  im  Anfang  dieses  Jahrhunderts  ein  Vei^ 
seichniss   von  7000   Fixsternen,   ähnlich  wie    früher  Tycho  de 
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Brake,  Flansteed-»  Sradl^y  und  Lftlande»  uud  entdeckte 
bei  dieeer  Gelegenheit  am  1.  Januar  1801  die  Ceres.  Die  leicfa- 
teele  Berecbanng  der  Ckunetenbahnen  hatte  Olliers  bereits  1797 
gelehrt,  die  der  Pktnetenbabneti  mittelst  weniger  einander  nahe 
liegender  Beobachtungen  fehlte  noch;  in  Folge  der  Entdeckung 
der  Ceres  schuf  diese  der  grosse  Mathematiker  Gauss.  Weitere 
Entdeckungen  von  Planeten  fo^lgten  schnell  auf  einander.  B  r  a  d  - 
ley's  Beobachtungen  wurden  vom  Verfasser  scharf  reducirt  und 
in  seinem  Werke  „Fundamenta  astronomiae'S  niedergelegt  Sie  ha- 
ben den  Weg  erriffnety  die  scharfen  Beobachtungen  der  letzten 
tOO  Jahre  so'  fruchtbringend  als  möglich  zu  benutzen.  Durch  die 
Ton  Leeendre  und  Gauss  unabhängig  von  einander  erfundene 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  wird,  nach  des  Verfas- 
sers Ausdruck,  die  frühere  Kunst ^  aus  Beobachtungen  eines 
Wandelsterns  eine  sich  ihnen  anschliessende  Bahn  am  ttnden»  in 
eine  Regel  verwandelt.  Ausser  den  bisher  erwähnten  Namen 
von  Astronomen  und  Mathematikern  fährt  der  Verfasser  die  Ar- 
beiten der  Mechaniker  Bird,  Ramsden,  Troughton»  Rei- 
chenbach und  Repsold  an  und  bedauert  am  Scbluss,  dass 
er  die  Arbeiten  von  Struve  und  Encke  zu  schildern  verhindert 
sei  Bleiben  trotz  des  angefflhrten  mannichfachen  Inhalts  dieser  Ab- 
handlung Lucken  fibrtg,  so  werden  diese  durch  die  Abhandlun- 
geu  ]£.•  13.  und  14.  ausgefällt.    Ihre  Ueberschriften  sind: 

Ueber'  die.  Verbindung  4er   astronomischen    Beo 
bachtungen  mit  der  Astronomie; 

Astronomische   Beobachtungen; 

Oerter  der  Fixsterne  an  der  Hrmmelskugel. 

Wir  bemerken  sogleich,  dass  die  zwei  ersten  Abhandlungen 
nickt  nur  -verwandten  Inhalts,  sondern  die  eine  wahrscbeinlich 
eine  Umarbeitung  der  andern  ist;  zum  Theil  kommen  wSrtlich 
eleieUautende  Stellen  in  beiden  vor.  Wir  betrachten  zunlcfast 
die  erstere  (11.)  und  finden  nach  einer  angestellten  Unterschei» 
dang  zwischen  der  Astrologie  und  Astronomie  das  Wesen  der 
Letstem  bestimmt  angegeben,  welches  nämlich  in  einer  Kennt- 
niss  der  Bewegungen  der  Gestirne  besteht  Die  Beobacb- 
tuttgeo  benutzt  der  Verstand,  um  das  Gebäude  der  Astronomie 
aofJEoftthren.  Es  werden  allgemein  geltende  Regeln  flBr  die  Be- 
wegungen atler  Wandelsterne  aufgestellt,  für  einen  einzelnen 
müssen  besondere  Zahlen werthe,  die  6  Elemente  seiner  Bahn  be- 
stimmt werden.  Die  Uebereinstimmuug  der  mittelst  der  letztern 
bereebneten  Oerter  mit  den  beobachteten  bestätigt  zugleich  die 
Richtigkett  der.  allgemein  aufgestellten   Theorie , '  lässt  sich  hin- 

Segeo  die  letstere  durch  keine  Verbesserung  der  Elemente 
en  Beobachtungen  in  einem  besondern  Falle  anpassen;  so  ist 
diess  ein  BeH^eis  fär  die  Mangelhaftigkeit  der  Theorie.  Die  ersten 
astronomischen  Theorien'  waren  unrichtig,  Keplers  Theprie 
war  ricittig  und  erschien  auch  so  lange  vollständig,  bis  neu* 
ere  genauere  Beobaehtungen  widersprachen.  Newton  entdeckte 
hieraof  die  allgemeine  Anziehung  der.  Himmelskörper  und  bahnte 
so  den  Weg  sur  Vervollständigung  von  Kepler's  Theorie.  Die 
S0  venrollptändigte  Thdorie  stimmte  lange  mit  den  Beobachtunffen 
ubereFn,     erst  jetst  (1840)  erhebt  der  Widerspruch  wieder 

Tboil  \ltl.  10 
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sefne  Stfinine  utid  bringt  nahe  Entdecknogeti  1d  Aussteht.  DfeM 
Entdeckatig  ist,  wie  «iir  fintsn  sehen  werden ,  erst^ach  BesseT« 
Tode  erfolgt  nnd  bat  aufs  Nene  die  vollsttndige  Richtigkeit  je»er 
Theorie  bestfttigt. 

In  grosserer  Ausföhrlichkeit  als  in  der  ersten  Abhandlung 
erfahren  wir  hier,  wie  allmählig  von  der  ältesten  Z^it  herab  bis 
zur  neusten  die  Beobachtungen  vervollkommnet  wurden,  die  Lei- 
stungen einzelner  Astronomen  werden  klar  dargelegt.  Herrör- 
ragend  sind  hier  die  Naqien:  PtoleniRus  und  Almamon  aus 
der  altern,  Johann  Müller  Regiomoutanus,  Copernicus. 
Wilhelm  IV.  von  Hessen,  Tycho  de  Br^he«  riamsteed 
Bradley  in  der  neuern  Zeit«  den  letztern  fugen  wir  einen.  Im 
Werke  nicht  erwähnten  Namen,  Bessel  hinzu.  Wie  die  Astro- 
nomen, werden  die  nach  und  nach  eingeführten  Instrumente  er- 
wähnt, es  wird  gezeigt,  wie  jedes  die  Genauigkeit  der  Beobach- 
tungen zu  efhuhen  im  Stande  war.  Wir  erinnern  an  die  Armillar- 
sphäreT  den  Quadranten,  Sextanten,  die  Pendeluhr«    den  Mauer- 

?[uadranten,  das  Rlittagsfernrohr,  den  Mittagskreis.  Jedes  dieser 
n^trumente  bezeichnet  eine  Epoche  in  der  CSeschichte  der  heob- 
achtenden  Astronomie  und  In  der  neusten  Zeit  hat  man  gelernt, 
ihre  Fehler  zu  beeitimroen  und  durch  Rechnung  aus  den  Beot>ach- 
tungen  fortzuschaffen.  Einige  Momente  mussten  bestimmt  wer- 
den, ehe  man  die  genau  anc;estel|ten  Beobachtungen  auf  absolute 
Grossen  zurückfahren  konnte;  es  sind  diese  die  erst  in  ^et  neuem 
Zeit  bestimmte  Strahlenbrechung,  die  Bestimmoüg  des  wirklichen 
Widderpunktes  als  Anfangspunktes  der  geraden  Aufsteigungen  u. 
s.  w.,  kurz  die  Fundamente  der  Astronomie,  welche  Kes- 
sel aus  Bradley*s  Beobachtungen,  In  Verbindung 'mit  den  in 
Königsberg  angestellten,  hergeleitet  hat 

Nach  dem  Ausspruche  von  Laplace  entspricht  die  N^w- 
ton'sche  Anziehung,  wenn  ihre  Folgen  mit  der  gehörigen  Voll- 
ständigkeit entwickelt  werden,  vollkommen  allen  Beobaehtuiigeii 
der  Planeten.  Diese  Aeusserung  war  aus  den  eigenen  Arbeiten 
dieses  grossen  Meistere  hervorgeeanit^n.  Delambre  nnd  Bou* 
vard  hatten  in  Folge  seiner  Aufforderung  die  in  der  Möcanique 
Celeste  dargestellte  jillgemeine  Theorie  auf  «die  Planeten :  Erde, 
Jupiter,  Saturn  und  Uranus  angewandt  und  Tafeln  ftir  diese  be- 
rechnet, welche  zwar  die  Beoimchtungen  weit  besser  als  frfihero 
darstellten,  indesseanoch  immer  Unterschiede  von  lO^u.m.  übrig 
Hessen.  Besonders  auffallend  zeigten  sich  diese  Unterschiede  bei 
dem  1781  ^on  Uerschel  entdeckten  Uranus,  dessen  bereits  vor 
der  Entdeckung  angestellten ,  nachher  aber  erst  aufgefundenen,  so 
wie  auch  dessen  neusten  nach  1821  angestettten  Beobachtungen 
die  Tafeln  durchaus  nicht  entsprachen.  Wir  ersehen  aus  dieser 
Abhandlung,  dass  Bessel  bereits  184U  aussprach,  diese  Unter- 
sehiede  wflrden -au  einer  neuen  Entdeckung  im  Sonnensy- 
steme, nämlich  eines  jenseit  des  Uranus  befindlichen 
Planeten  llihren,  dessen  Bahn  und  Masse  im  voraus, angege- 
ben  werden  würde.  Indem  er  seihst  die  dahin  zielenden  ArbeV 
tea  bereits  begonnen  hatte,  ereilte  ihn  der  Tod  und  kaum  brau-* 
eben  wir  daran  zu  erinnern,  dass  knra  nachher  Leverrier  und 
Adams,  unabhi|ogig  von  einander,  die  imfobetisch  angekflndigte 
Entdeckung  bu^stähllch  sur  Wahrheit  gelehrt  haben. 


147 


Die  bMberigMi  Attsafige  Ilaben  wir  der  IL  Abhandlang  ent« 
nottiiieii ,  die  loT  eothfilt  wme  Mittbeilungen ,  irelcbe  in  jener  he*  ^ 
reite  vorkeoimeo.  aber  aueh  manche  neoe  nnd  intereeeante.  Wir 
indes  aaaiuhHich  angegeben  und  erläutert»  wie  Kepler  «eine 
Geeetate  gefunden  bat«  Newton'«  Anziebungsgeseta  wird  hier 
erklirt^  Durch  Zahlen  wird  angegeben »  wie  die  'Beobachtungen 
Tycbo*«»  Flanisteed'a,  Bradiey'«'und  die  der  neusten  Zeit 
aa  Schärfe  zugenonimen  haben  und  der  Mittel  erwähnt,  durch 
welche  dieee  It'ortach ritte  herbei  geführt  wprden  sind.  Wegen 
aoChwendiger  Kurze  begnflgen  wir  uns  mit  diesen  Andeutungen» 
daaiit  der  Lieaer  erfahre,  daae  er  in  jeder  dieser  beiden  nahe 
verwandten  Abhandlungen  eigenthfiniriche  nnd  lehrreiche  Mitthei« 
longeo  finden  wird.  Ehe  wir  diesen  Gegenstand  verlassen,  mils- 
seo  wir  ^ber  noch  bemerken,  dass  am  Schiuss  dieser  13.  Abband« 
long  diejenigen  Untersuchungen  angegebea  werden,  welche  Bes- 
sei  selbst  nach  eigenen  Ideen. angestellt  hat,  um  die  Fehler  der 
anzuwendenden  Instrumente  %u  bestimmen  und  ihren  Elinfluss  auf 
die  Resultate  der  Beobachtung  fortzuschaffen. 

Während  die  beiden  eben  besprochenen  Abhandlnns^en  vor* 
zagsweise  der  Bewegung  der  Pkineten  gewidmet  sind,  beschäf- 
tigt sich  die  Abhandlung  14.,  wie  auch  ihre  Ueberschrill  andeutet, 
mit  den  Fixsternen.  Der  Verfasser  bemerkt,  was  nicht  in  allen 
popeiären  Schriften  eeechieht,  dass  die  Fixsterne  bei  ihrer  tag« 
lidieD  scheinbaren  tfewegung  keine  Kreise  beschreiben ,  eine 
Folge  der  Strableubrecbung.  Von  dieser,  ihren  Ursachen  und 
Winoineeny  wird  eine  deutliche  Uebersicht  gegeben,  natürlich 
konnte  nierhei  nicht  auf  Rechnung  eingegangen  werdend  Da  man 
nur  eine  mangelbaUe  Kenntnis«  von  dem  Einfluss  hat,  welchen 
die  Veränderungen  in  der  Atmosphäre  auf  die  Strahlenbrechung 
ausfiben,  diese  also  nur  immer  unsicher  bekannt  wird;  so  xeigt 
der  Verfasser,  wie  man  die  zu  beobachtenden  Sterne  auszuwäh- 
len habe»  um  diesen  Einfluss  zu  vermindern.  Tycho  de  Brahe 
hat  zaerst  durch  Beobachtunsen  die  Grosse  der  Strahlenbrechung 
ZB  bestimmen  versucht,  J.  1^.  Cassini  verband  damit  die  Theo« 
rie,  nach  ihm  vervollständigten  diese  Kenntniss  Simpson  durch 
Theorie,  Bradley.  durch  Beobachtungen  und  in  der  neusten 
Zeit  haben  Laplace,  Kramp  und  Bessel  dieselbe  besonders 
bereicberL 

Hhm  älteste  Verzeichnis«  von  Fixsternen  hat  Hinpardi  ' 
liß  T.  Chr.  verfertigt,  die  Vergleichung  desselben  mit  den  150 
Jahre  frfiher  von  Timocharis  angestellten  Beobachtungen  fahrte 
zur  EotdeekvDg  der,  Praeeession  genannten,  Erscheinung.  Der 
Einfliu»  derselbeii  auf  die  Lage  des  Frflhiingsnaehtgletchpmiktes 
wird  hier  erklärt*  Es  werde»  hierauf  die  spätem  Sternverzeich- 
nlese besprocheB  und  gezeigt«  wie  sie  unsere  Kenntniss  der  ein- 
zelneii  Sterne  Ihrer  Lage  nach  erweiterten  und  wie  die  anzubrin- 
genden Cerrectioneo  vermehrt  nnd  verfeinert  wurden.  In  der  neu^ 
em  21eit  war  das  Bedurfbles,  die  Oerter  der  Fixsterne  zn  kennen, 
grüseor  als  frdier,  am  mitteist  derselben  zu  jeder  Zeit  den  Ort 
eiaes  bewegliehen  <3estims  bestimmen  zv  kSnnen.  Bradley  ent«  ^ 
deekt  die  Nulatien  und  Aberration  und  setzt  ee  die  Astronomen 
in  den  Sfand,  die  Oerter  der  Fixsterne  weit  genauer  als  frfiher 
zu  beetimmen.    Uie  geraden  Aufsteigungen,    sowohl  die    absolut 
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teil  als  die  i^elätiven,  werden  mittetet  der  Fuiidamentulsterne 
bestimmt.  Unter  deo  Arbeiten,  welche  die  Kenntniiw  der  Fix- 
steriiorter  erweitern  sollten,  macht  PiazKi's  Katalog  Epoche. 
Durch  V^rbindang  desselben  mit  den  45  Jahre  früher  von  B rad- 
le y  angestellten  Beobachtungen  bestimmt  Bessei  weit  genauer 
die  Praecession  und  die  eieeoe  Bewegung  vieler  einzelnen  Sterne. 
Lalande  liefert  in  der  Histoire  cf^leste  50Ü00,  Bessei  selbst, 
von  1821  —  1823,  75000  Beobachtungen  von  Sternen,  die  letztem 
in  der  30^  breiten  Aequatorealzone.  Die  vier  Verzeichnisse  von 
Bradley,  Piazzi,  Lala^nde  und  Bessei  liefern  die  Grand- 
lage zu  der,  auf  iles  letztern  Betrieb  von  der  Berliner  Akademie 
veranlassten,  Herausgabe  von  Karten.  Diese  haben,  wie.  Bessei 
voraus  gesagt,  narh  seinem  Tode  die  Entdeckung  6  neuer  Pla- 
neten herbcigeriilirt.  Diesen  schonen  Lohn  seiner  umfassenden 
Arbeiten  zu  erleben,  war  leider  dem  grossen  Astronomen  nicht 
vergfinnt! 

Wir  gehen  nun  zur  Besprechung  der  7.,  ihrem  Inhalte  nach 
mit  der  vorhergehenden  verwandten,  Abhandlung  über,  deren 
Ueberschrift  lautet: 

Messung  der  Entfernung  des  Cl.  Sterns  im  Stern.» 
bilde  des    Schwans. 

Der  grössere  Theil  diesec  Abhandlung  dient  dazu,  zu  zeigen, 
dass  die  versuchte  Bestimmung  der  Entfernung  eines  Fixsterns 
manche  Entdeckung  herbeigeführt  hat,  im  Vergleich  mit  welcher 
die  endliche  Losung  der  Aufgabe  unbedeutend  ist.  Nachdem 
Copernicus  die  jährliche  Bewe^ang  der  Erde  gezeigt  hatte, 
mussteu  3ie  zu  verschiedenen  Zeiten  des*  Jahres  beobachteten 
Fixsterne  eine  Orts  Veränderung,  die  sogenannte  Parallaxe  erge- 
ben, eine  um  so  grossere,  je  kleiner  die  Entfernung  des  Sterns 
von  der  Erde  war.  Die  damaligen  Beobachtungen  zeigten  k<^ne 
derartige  Ortsveränderung,  Copernicus  nahm  kühn  eine'  zu 
grosse  Entfernung  der  Fixsterne  von  der  Erde,  nach  der  damali- 
gen Beobachtungsschärfe  liber  1146  Halbmesser  der  Erdbahn  an, 
als  dass  sich  eine  Parallaxe  von  3'  zeigen  könne.  Die  Beobach- 
tungen niussten  zunächst  verschärft  werden,  Tycho  bestimmte 
die  Oerter  bereits  bis  auf  1'  genau.  Seine  gleich  scharfen  Be- 
obachtungen der  Platteten  lehrten  Kepler  zur  Entdeckung  seiner 
berühmten  Gesetze.  Seine  Beobachtungen  des  Polarsterns  zeig- 
ten dem  letztern,  dass  die  Parallaxe  dieses  Sterns  kleiner  als 
30'^  seine  Entferimng  grösser  als  6875  Halbmesser  der  ^rdbaba 
sein  nuis^e. 

Picard  iind  Azout  brachten  das  Fernrohr  an  den  Mess- 
instrumenten an,  Flamsteed  und  Ktimer  vervollkommneten  die 
letztern  anderweitig.  Des  erstem  mehr  als  30jährige  Beobach- 
tungen waren  sechsmal  so  genau  als  die  Tyehonischen  und  da 
sie. keine  Parallaxe  der  Fixsterne  zeigten,  roussten  diese  über 
41250  Halbmesser  der-  Erdbahn  entfernt  sein.  Unterschiede  in  den 
Beobachtungen  dieser  Astronomen  schrieb  man  fälschlich  der  Pa- 
rallaxe zu,,  ihre  .wahre  Ursache  zu  entdecken,  waren  die  Beobach- 
tungen noch  nicht  hinreichend  scharf.  Hook  suchte  diese  zu  ver- 
schärfen, el)eo  soMolineux  in  Kew;  Der  letztere  fing  mit  einem 
festgestellten  Fernrohre  von  24'  Brennweite  am  3.  Decemb.  1725. 
Beobachtungen  des  Sterns   y  Dracofiis  an,    Bradley  setzte  die» 
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selben  fort  und  fand  ia  der  Tbat  Untersch^de  im  Orte,  welche 
bis  auf  M"  anstiegen.  Diese  Unterschiede  ^  entsprachen  nicht 
einer  Parallaxe,  nach  dreijc'ilirigeiu  Studium  erklärte  Bradley 
aie  durch  die  wichtige  Entdeckung  der  Aberrationdes  Lich- 
tes.  Hiermit  hatte  man  einen  directen  Beweis  für  die  von  Co- 
peroicus  aufgestellte  eigene  Bewegung  der  Erde.  Bradley 
fand  ferner  aus  seinen  Beobachtungen  eine  andere,  bereits  von 
Newton  angedeutete  Veränderung,'  die  Nutation,  welche  eine 
Periode  von  19  Jahren  hat  und  aus  der  Anziehung  des  Mondes 
auf  die  abgeplattete  Erde  hervorgeht.  Die  oben  erwähnten  Un- 
terschiede in  dep  Oertern  der  Fixsterne  wurrlen  jetzt  vollständig 
erklärt,  Br»dley*8  Beobachtungen  deuteten  nichts  an,  was  einer 
Parallaxe  hätte  suoesch rieben  werden  müssen,  die  Sterne  muss- 
ten  daher  Über  400U00  Halbmesser,  der  Erdbahn  entfernt  sein. 

H ersehe I  d.  A.  wollte  die  Parallaxe  mittelst  der  optisch  er- 
scheinenden Doppelsterne  bestimmen  und  entdeckte  oie  physi- 
schen ,  4,  b.  die  ans  mehrern  Fixsternen  zusammengesetzten  Sy-  * 
steme.  Plazzi  und  Calandrelli  glaubten,  wie  Be's»el  gezeigt 
hat,  fülschlich,  eine  heträchtlicbe  Parallaxe  mehrerer  Fixsterne 
L  CürSsse  gefunden  zu  haben,  Fehler  in  dejp  vielfach  benutzten 
Instrumente  des  erstem  waren  die  Ursachen  dieser  Täuschung. 
Brinkley  glaubte  am  Athair  eine  Parallaxe  von  fast  ^i"  gefunden 
zu  haben,  allein  Pond«  welcher  ihm  widersprach,  vereueerte die 
Grenseu  der  Parallaxe  fiir  diesen  Stern  nebst  Wega  und  Deneb 
bis  auf  einige  Zehntel  einer  Secunde,  eine  von  seinem  Mach  fei« 
ger  Airy  bestätigte  Bestimmung. 

So  weit  hatte  man  mittelst  absoluter  Ortsbe^tinimnngen  die 
Parallaxe,  aber,  vergebens  zu  entdecken  versucht^  wesshalb  Bes- 
sel  es  nothwendig  fand,  andere  Wege  einzuschlagen.  Um  die 
Fehlerursachen  auszuschliessen  und  so  die  Genauigkeit  zu  ver- 
mehren, verfiel  er  daranf>  einen  Stern  mit  einem  ihm  sehr  nahe 
stehenden  m  i  k  r  o  ni  e  tr  i  s ch  zu  vergleichen.  S  t  r  n  v  c  hatte  bereits 
18%  — 1837  dergleichen  Untersuchungen  am  Begleiter  der  Wega 
angestellt  und  aus  denselben  gefunden,  dass  die  Parallaxe  des 
letztem  kleiner  ist  als  die  von  Brinkley  gefundene  sein  mflsse. 

Bessel  wählte  den  Stern  61.  Im  Schwan  aus,  theils  %veil 
dies^*  eine  beträehtliche  eigene  Bewegung  hat,  also  auch  die  Pap 
rallaxe  routhmas^ibh  gross  sein  konnte»  theils  weil  er  aJs  Doppel« 
stem  sich,  genauer  als  ein  einfacher  beobachten  liess,  theils  we- 
^en  seiner  für  Königsberg  bequemen  Stellung  am  Himmel.'  Er. 
benntste  das  damals  ^rDsste  11  Rissige  Heliometer  und  verglich 
fliesen  Stem  vom  J6.  August  1837  bis  zum  2.  October  1838  wie- 
derholt  mit  zwei  benachbarten  Sternen.  Die  erhaltenen  183  Re- 
•altate  entsprachen  dem  Einfluss  einer  Parallaxe,  diese  ergab  sich 
=::0^,3I36  und  die  Entfernung  des  Sterns  vou;  der  Sonne  =667700 
Halbmessern  der  Erdbahn ,  eine  Strecke,  welche  das  Licht  in 
10  Jahren  zurficklegt  Dieser  Stern  legt  demnach  in  einem  Jahre 
•inen  Weg  von  16  Halbmessern  der  Erdbahn  zurück.  Weil  er  ein 
Doppeisteru  ist,  wird  man  kiioftig  die  Masse  des  Systems  und 
jedles  einzelnen  Sterns  bestimmen,  können.  Das  gefuimene  Resul- 
tat erweitert  die  Ausdehnung  des  sichtbaren  Weltalls  ungeheuer 
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und  bat  fdr  di«  WImenschaA  als  besonder«  Natzeo  die  Sebflrf« 
der  Beobachtungen   dargestellt. 

Während  die  bisher  besprochenen  Abhandlungen  sich  ror* 
zugsweise  mit  den  Planeten  und  Fixsternen  beschäl^igep «  sind 
die  4.  and  5.  der  Betrachtung  der  ISonieten  gewidmet.  Ihre 
Titel  sind: 

UeUer  den  Halley'schen  Kometen,  und 

Von    d'en    Erscheinungen,    welche    der    H.alley*sche 
Komet  gezeigt  hat. 

Nach  der  erstem  haben  die  Kometen  schop  sehr  früh  die 
Aufmerk^srnkeit  der  Menschen  auf  sieb  gezqgen,  allein  Ge^ea« 
stand  der  astronomischen  Beobachtung  wurden  sie  erst  sehr  spät. 
Müller  I^egiomontanus  stellte  zuerst  i.  J.  1472  derartige  ^n. 
Durch  die  &klSrnng  der  Keplerschen  Gesetze  mittelst  Neniiavi's 
allgemeiner  Anziehung  wurde  Edmund  Halley  veranlasst/  die 
vorhandenen  20(]iäKrigen  Beobachtungen  von  Kometen  zu  bereeh- 
nen.  Jm  Jahre  1705  machte  er  24  Kometenbahnen  bekannt»  wo- 
bei jedoch  die  grosse  Axe  und  soiiiit  die  Umlaufszelt  nicht  anse* 
eeben'war.  Drei  derselben,  die  vom  4.  Sept.  1531.,  26.  Octbr. 
1007.  und  J4.  Sept.  t682.  stimmten  so  auffallend  in  ihren  Elemen« 
ten  unter  einander  öberein,  dass  Halley  auf  den  Gedanken  ver* 
fiel,  es  sei  ein  und  derselbe  mehrmals  erschienene  Komet  Kr 
berechnete  hiernach  seine  elliptische  Bahn  und  bestimmte  seine 
Wiederkehr  für  das  Jahr  1759  voraus.  Diese  Voraosbestinmung 
traf  bekanntlich  zu,  daher  die  Benennung  dieses  ersten  periodi«^ 
sehen  Kometen  nach  seinem  ersten  Berechner.  Die  dve;i  Umlaufs- 
zelten  zwischen  den  vier  Erscheinungen  sind  nicht  einander  gleich« 
betragen  vielmehV  resnective:  76  J.  2  M  ,  74  J.  lOVs  M.,,76  J. 
0  M.  Die  Untersi  hiecie  entspringen  aus  den  Störungen,  welche 
die  Pti^oßten  auf  den  elliptiscn^n  Lauf  des  Kometen  um  die  Sonne 
ausüben.  Newton  h^tte  zwar  die  Bahn  zur  Berechnung  dieser 
Störungen  gebrochen,  Halley  .<ie  aber  noch  nicht  hergeleitet. 
Vor  der  VViederkehr  des  Kometen  im  J.  1759  hatte  Lalande 
nach  C|airaut*s  Vorschriften  die  beiden  Umläufe  von  1607 — 1682 
und  von  1682-^1759,  mit  Rücksicht  auf  die- Störungen,  neu  be- 
fechnet.  Den  neusten  Umlauf  von  175^-^1835  haben  mehrere 
Astronomen,  Damoiseau,  F'ontecoulänt,  Rosenberger  und 
Lehmann  vor  der  Wiederkehr  berechnet  und  bekannt  gemacht. 
Ihre'  Angaben  wirhen  theils  mehr,  tbeils  weniger  irOn  einan- 
der ab. 

Während  in  der  ersten  dieser  zwei  Abhandlungen  das  Bis- 
herige besprochen  ivar,  |^ibt  der  Verfasser  in  der  zweiten  zunächst 
darüber  Auskunft,  in  vtie  fern  der  Komet  in  rein  astrononiiseher 
Beziehung',  d.  h.  In  Betreff  seiner  Bewegimg  den  im  voraus 'an« 
gestellten  Berechnungen  entsprochen  habe.  Rosenberger's  Ele- 
mente  sind  hiernach  den  Beobachtungen  am  nächsten  gekommen. 
Es  folgt  eine  Reihe  von  Beobachtungen  iri  Betreff  des  äussern  Ansehens 
des  Kometen,  namentlioh  der  Bildung  seines  Schweifes,  ihehrere 
Figuren- dienen  zur  Erläuterung  und  es  werden  diese  Erscheinan- 
geh  mit  ähnlichen  verglichen,  welche  frühere  Kometen  von  1744, 
1709,  1807,  1811  und  1824  gezeigt  haben.  Uer  Verfasser  bat 
zugleich  Messungen  angestellt  und  zwar  so  scharfe,    als  sie  bei 
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deraitig^N  nicht  genau  liaifrenaten  Hliumeiiikflrpeni  erlangt  Wer- 
tteil küoiien.  Er  »MH  eine  Hypothese  über  die  EnUtehuoe  der 
SchweHe  anC  erwähnt  der  fast  ganz  «verschwindenden  Kralt  der 
iLemeteumaterie.^das  Licht  zu  brechen»  und  «pricht  über  ^s  po* 
lariairte  Licht  der  Kometen  selliat.  Der  grössere  Theil  dieser 
AbluHidlQo|[  beschäftigt  sich  niit  dem  äussern  Ausehen  der  Kome« 
tea«  apd  bildet  daher  nicht  mehr  einen  eigentlichen  Gegenstand 
jlerAstroooniie;  noch  mehr  ist  diess  bei  den  nun  zu  besprechen'* 
den  zwei  Abhandlungen  der  Fall» 

3.  Ueber   die    phya^ische  Beschaffenheit   der   Hinr 
meiskOrper. 

15.  Ueber  den  Mond. 

Wfihreod  der  Verfasser  in  der  erstem  erwähnt,  dass  die 
Kraft  naseres  Auges ,  \n  Bezug  auf  die  Erkenntniss  der  Himmels« 
kOrper»  eng  begrenzt  sei,  macht  et  zugleich  auf  anschauliche  und 
fassuche  Weise  klar ,  ^  wie  auch  fiir  die  durch  das  Fernrohr  ver- 
stärkte Kraft  eine  nnthwendige  Grenze  gesteckt  ist.  Hierauf  zeigt 
er,  was  wir  von  dem  uns  nächsten  Himmelskörper,  dem  Monde 
wii^aeo,  daas  er  Berge  und  Thäler  hat ,  und  wie  die  Hohe  der 
«Estern  gemessen  worden  ist  Die  Arbeiten  Schroters  und 
LohrmiiDns  wxrden  besprochen,  die  Karte  des  eratern  stellt 
ien  Mood  dar,  wie  er  sich  dem  gehörig  bewaffneten  Auge  zeigt, 
die  des  letztern,  wie  .er  wirklich  ist.  Uie  Mondberge  werden, 
nach  der  Angabe  des  erstem,  mit  denen  der  Erde  verslichen. 
Es  wird  durch  Gründe  dargethan,  dass  der  Mond  keine  oder  nur 
eine,  im  Vergleich  mit  &t  Erde  höchst  unbedeutende,  Atilie« 
Aphlhie  habe,  so  wie  zugleich  der  Verfasser  die  Grfinde  wider« 
legt,  welche  man  Rlr  des  Dasein  einer  Mond -Atmosphäre  aufge-t 
stellt  hat.  Der  Mond  hat  demnach  weder  Luft,  noch  Wasser, 
uoch  Feuer  und  es  können  daher  auf  demselben  keine  lebenden 
Wesen,  wie  w*ir  sie  kennen,  wohnen.  Die  ii^eiten  des  Umlaufs 
und  der  Axendrehung  des  Jüiondes  sind  einander  gleich ,  wesa* 
halb  wir  stets  nnr  me  eine,  Seite  i\eB  Mondes  sehen,  dasselbe 
ist  wabrscbeinllcb  bei  den  Trabanten  tier  übrigen  Planeten  der 
Fall.   . 

Hierauf  beapricbt  der  Verfasser  die  Sonne,  deren  leuchtende 
Hülle  HOS  verhindert,  ihren  festen  Körper  selbst  kennen  zu  ler- 
nen. LQeken  in  jener  Htllle  bilden  die  sogenannten  Sonnen«* 
flecken.  Manche  oeohachter  wollen  auf  den  Himmelskörpern  vie« 
\es  wahrgenommen  haben,  was  eine  Aehnlichkeit  zwiseben  ihnen- 
und  der  Erde  da^thun  sollte,  der  Verfasser  hat  keine  Spar  davon 
wahrgenonimen  und  fithrt  einige  Beispiele  an;  dagegen  hebt  er 
die  Aehnlichkeit,  welche  wahrscheinlich  zwischen  dem  Mars  und 
der  Erde  stattfindet,  besonders  bet'vor.  Während  man  duri^h 
blosses  Beschauen  nur  wenig  von  den  Planeten  erfahren' kann, 
ttt\gi  der  Verfasser,  wie  man  mittelst  der  Beobachtung  ihrer  Tra- 
banten ihre  Masse  und,  durch  Verbindung  derselben  mit  ihrer 
Grösse,  ihre  Dichtigkeit  bestimmen  kann. 

Die  \AbhandlaBg  „Ueber  den  Mond*'  verdankt  ihre  Entste- 
kaog  dem  ETScheinen  der  Karte  von  Beer  und  Mädler.  Die 
■  Dgl  eich  förmige  Bewegung  des  Mondes  in  seiner  Balin  und 
seine  gleichförmige  Axendrehung  werden  besprochen,  wie 
auch  die  .Grunde,  wesshalb  beide,  von  gleicher  Dauer  sind.    Aus 
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der  Vereinigung  beider  Bewe^UDgen  enUipringen  st^helnbare 
Schn-ankungen  des  Mondes,  in  Folge  deren  wir  etwas  mehr 
als  seine  halbe  Oberflftche  zu  sehen  bekommen.  Der  erste  Me- 
ridian des  Momles  wird  etklftrt  und  ausserdem  gezeigt,  warum 
nothwendig  seine  kugelHirmige  Oberfläche  auf  eine  Ebene  |»roji- 
cirt  werden  muss.  Der  Verfasser  zeigt,  was  moglleherweise  auf 
einer  Karte  vom  Monde  dargestellt  werden  kann  nnd  beweist  ans- 
llhHicher  als  oben ,  dass  man  keine  Atmosphäre  auf  demselben 
annehmen  könne.  Er  gibt  hierauf  eine  Uebersicht  dessen,  «ras 
diese  l^arte  nebst  dem  sie  begleitenden  Werke  fiber  die  Ober- 
fläche des  Mondes  gelehrt  haben,  als  die  Hohen  der  Berge,  die 
Bildungen  der  letztern,  die  Rinsgebirge  und  Crater.  Die  beiden 
letzterii  hat  man  j,als  die  Ueberreste  von  Aufblähungen  anzu- 
^seilen,  welche  die  Oberfläche  des  Mondes  im  mehr  oder  weni- 
5,ger  flüssigem  Zustande  erfahren  hat/'  Eine  fast  %vortIich  gleich- 
lautende Erklärung  vernahi^n  wir  vor  Jahren  aus  dem  Munde  des 
genialen  JSchinkel.  ' 

Ausser  der  Craterform  gibt  es  auf  dem  Monde  unseni  Alpeo 
ähnliche  Gebirge,  die  Längenthäler  fehlen  aber  durchaus.  Ein- 
zelne Theile  des  Mondes  hab^n  verschiedene  Lichtstärken,  för 
die  so  ceiiaiiiiten  Rillen  weiss  der  Verfasser  keine  Erklärung-  su 
geben,  tlr  scIiUesst  diese  Abhandlung  mit  der  Erwähnung  der 
grossen  Steilheit  und  Rauhigkeit  der  Mondberge  und  ihrer  Vo- 
Veränderlichkeit.  % 

Die  nun  zu  besprechende  Abhandlung ,  im  Werke  die  zweite,  hat 
den  Titel:  üeber  das,  was  uns  die  Astronomie  von  der  Ge- 
stalt und  dem  Innern  der  Erde  lehrt  Der  Verf.  erklärt  zu- 
nächst diejenige  Oberfläche  der  Erde,  von  welcher  in  astronomi- 
scher Beziehung  allein  die  Rede  sein  kann  und  wonach  man  sich 
die  Erde  als  mit  einer  stillstehenden  Wasseriiienge  bedeckt  vor- 
zustellen bat  Aus  zwei  Urc^achen  ist  die  Gestalt  der  Erde  her- 
vorgegangen, aus,  der  alieemeinen  Anziehung  oder  der  Schwere 
uno^der  A^endrehung.  Wie  aus  beiden  eine  ^geplattete  Gestalt 
hervorgehen  musste,  wird  klar  gemacht;  Newton  hat  es  zuerst 
bewiesen.    Dieser  fand,    indem  er  die  Erde  überall  gleich  dicht 

l  1 

annahm,    die  Abplattung  =ö:in'    >^i>gegen  diese  nur  =r^    ^o 

wdrde,  wenn  in  der  Nähe  des  Mittelpunkts  der  Erde  die  Dichtig- 
keit ihren  allcrerussten  Werth  hätte.  Diese  Grenzwerthe  konnte 
man  durch  Rechnung  linden,  die  Beobachtung  rousste  den  wirk- 
lichen Werth  der  ^plattung  ergeben  und  aas  dieser  kann  man, 
mittelst  obiger  Zahlen  j  auf  das  wirkliche.  Verhältnis«  der  Dichtig- 
keit im  Innern  der  Erde  scbliessen« 

Na?h  Clairaut  sollte  man  die  Zunahme  der  Schwere  vom 
Ae<|uator  bis  zu  den  Polen  mittelst  Pendelschwingungen  bestim- 
men, aus  dergleichen  Versuchen  an  verschiedenen  Punkten  wurde 

1 

eine  Abplattung  =  ^s    hergeleitet.  ^   Diese   erste  Methode,    die 

letztere  durch  Beobachtungen  zu  finden ,  .  bedarf  astronomischer 
Zeltbestimmungen,  um  die  Dauer  der  Schwingungen  zu  ermitteln. 
Die  zweite  Methode  beruht  auf  astronoraiscnefi  Beobachtungen 
,des  Mondes.  Dieser  wird,  wie  wir  bereits  erwähnt  haben,  anders 
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darcfa  eise  k«gelfönnige  Erde,  als  durch  eine  abgeplattete  ange- 
zogen. Die  vnt^  der  ersten  Vorao«setzang  angestelUe  Berech- 
DODg  seines' Laufes  kann  nicht  mit  den^Beobacbtunffen  fiberein- 
stionnen.  Laplace  fand  durch  die  bereits  erwähnte  Nutation  eine 

l  . 

Abplattong   =0^'     ^>J^  dritte  Methode  besteht  in  einer  wirkli- 

cheo  Messang  auf  der  ErdoberflSche,  einer  so  genannten  Grad- 
messong.  Diese  wird  beschrieben  und  es  wird  eine  kurze  Üeber- 
sieht  der  verschiedenen^  Gradm essungen  gegeben.  Die  erosse 
fränzüstsche  unterwirft  der  Verfasser  einer  scharfen  Kritm  uiid 
zeigt,  dass  die  erst  nach  der  Aufsteilung  des  Meters  ausgeßthri 
ten  Gradmessuni^en  die  Länge  des  Erdquadranten  genauer  kennen 
gelehrt  haben.  Tfach  dem  von  B  es  sei  hergeleiteten  Resultate 
aller  bisherieen  Gradmessungen  kann  man  keine  regelmässige  Fi- 
gur der  Erde  angeben ,' welche  sie  alle  zugleich  erklärte.  Die 
übrig  bleibenden  Unterschiede  deuten  Unregelmässigkeiten  in  der 
Figur  der  Oberfläche  an,  welche  auf  eine  unregelqnässige  Verthei- 
lung  der  Massen  von  verschiedener  Dichtigkeit  im  Innern  schlies- 
seo  lassen.  Jede  einzelne  Gradmessung  ergibt  die  Krümmung 
eines  Stuckes  der  unregelmässig  geformten  Oberfläche,  nicht 
aber,  wie  man  früher  em'artete,  die  Gestalt  ihrer  ganzen  regel- 
mSssifieo  Oberfläche.  Die  von  Bessei  ans  allen  Gradmessungen 
hergefeitete   mittlere    Grundform    der  Erde    hat    eine  Abplattung 

21  ^g»    von  dieser  mittlem  Oberfläche  weicht  die  wirkliche  bald 

nach  innen,  bald  nach  aussen  ab.  Am  Schhiss  der  Abhandlung 
werden  die  Instrumente  und  Operationen  bei  einer  Gradmessung 
beschrieben* 

Die  8.  Abhandlung  hat  die  Ueberschrift:  Ueber  Mass  und 
Gesvicht  im  Allgemeinen  und  das  Preussische  Längen* 
maass  im  Besondern. 

Es  werden  zunächst  die  bestimmten  Masse  verschiedener 
Länder  besprochen  und  wir  erfahren,  \ne  schwierig  ein  gemein- 
scfaafUicbes  überall  einzufiäbrei^  sei.  Drei  Urmasse,  ein  Läugen- 
mass,  ein  Haiss  f$r  flüssige  Körper  und  Getreide  und  eines  (Qx 
Gewichte  sind  erforderlich,  um  ein  Maasssystem  festzusetzen, 
dieses  muss  bestimmt  und  unveränderlich  sein.  Jm  J.  1734.,  als 
Boogver  mid  Condamine  anter  dem  Aequator,  Maupertujs 
aber  unter  dem  Polarkreise^  eine  Gradroessung  ausführen  sollten, 
wurden  hierzu  zwei  Exemplare  der  Toise  vAn  Eisen  angefertigt. 
Das  eine  derselben  wurde  später  durch  Schiffbruch  beschädigt, 
das  andere  kam  unversehrt  zurück  und  wird  die  Toise  de  Perou 
genannt.  Dieselbe  stellt  die  Einheit  des  franzosischen  Längen* 
masses  bei  13®  R.  dar.  In  England  hatte  man  bis  1758  ein  aus 
deo^  Zeiten  der  Elisabeth  herrührendes  Exemplar  der  dortigen, 
Yard  genannten,  Längeneinheit.  Dasselbe  bestand  aus  Messing 
und  da  man  es  im  J.  1758  als  unvollkommen  erkannte,  verfertigte 
Bird  ein  neues  Urmass,  den  Standard  Yard  1757.  Dasselbe 
ward  erst  im  J.  1824  flir  die  gesetzmässige  Längeneinheit  erklärt, 
war  aber,  wie  Baily  im  J.  1834  fand,  zur  Keguiining  anderer 
Masse  nicht  geeignet,  wessbalb  sein  Untergang  beim  Brande  der 
Pariamen tshätiser  nicht  zu  beklagen  istr 
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Der  Vetfa«ii6r  kritwirt  hier»  wie  ior  der  vorll^^headen  Ab* 
handlungy  4^«  der  Erdmeeejuig  eDtneonnene-metrisohe  Syslein 
der  FrinioseD  vnd  sprfeht  sieb  überfiaupt  gegeo  eio  der«rtuKes 
Matur*  und  UrmaM.aus.  Aebiilieh  verhalt  es  sich  mit  dam  Na- 
turiiiasse ,  welches  der  Länge  des  Seeandenpendels  zu,  entnehmen 
wäre.  Den  ersten  Vorschlag  hierzu  hat)e  Hnygens  bereiUi  in 
der  Mitte  des  17.  Jahrhunderts  j^einacht.  Damals,  wusste  mav  Qocb 
nichts  von  der  Verschiedenheit  dieser  Länge  an  verschiedenen 
Orten  der  Erde,  eine  Folge  der  Abplattung,  die  gefundene  Länge 
hätte  also  nur  Rir  Einen  Ort  CTaftigkeit  gehabt  Wenn  sp&ter 
Bor  da  und  Kater  die  Länge  des  Pendete  bestimmt  haben«  so 
$eigt  Bessel  die  Fehler  dieser  Bestimmungen  nach,  indem  die 
mangelhafte  Schärfe  der  Schneide  und  der  iViaerstand  der  Luft 
nicht  beröcksichtigt  worden  waren.  Der  Verfasser  erklärt  eich 
demnach  gegen  ein  Urmass»  welches  zu  einer  von  der  Natar  ge- 

S ebenen  Länge  ein  bestimmtet  Verhältniss  haben  soll,  weil  n^an 
lese  nie  mit  absoluter  Genauigkeit  bestimmen  kann.    Er  verlangt 
über,  dass  ein  einzuführendes  IMass 

1)  völlig  unzweideutig  gemacht  werde, 

2)  durch  jedes  Erfolg  verheissende  Mittel  erhalten  werde, 

ä)  dass  Mittel  ergriffen  werden,    möglichst  vollkommene  Co* 
pien  mit  möglichst  grösster  Leichtigkeit  erhalten  ßu  können. 

Hierauf  bespricht  der  Verfasser  specicM  seine  Arheiteu  in 
Betreff  der  Regullrung  des  prenssischenLängenmasses  im  Jahre 
t835.  Bei  der  Erklärung  desselben  Im  J.  1816  waren  einige  Un* 
bestimmtheiten  librig  geblieben,  statt  des  damaligen  Urmasses  Ist 
ein  neues  angefertigt  worden,  weiches  gegen  Abnutzung  und  Be- 
schädisung  gesichert  ist,  leicht  übertragen  werden  kann  und  nn- 
veränoert  nleiben  muss.  Dasselbe  verhsß  sich  zum  französischen 
wie  139,13:144,  diese  Zahlen  sind  das  Resultat  48  einzelner  Mes- 
sungen,   welche  so  gut  mit  einander  fibereinstimmen,    dass  der 

mittlere  Fehler  nur  o^jaTK  Linie-  beträgt,     J^qr  Vergleichuug    hat 

eine  von  Fort  in  verfertigte  Copie  der  Toise  de  Peiou  gedient, 
welche  Arago  und  Zahrtmann  mit  dem  Original  verglichen  haben. 
DerApparat,  welcher  zurVergteicbmig  von  Gopten  mit  dem  Ton  Bau« 
mann  verfertigten  preussiliehen  Umasse  dient,  «o  wie  die  Ope** 
ratlon  ^der  Verglelohung  wird  besehrieben.  Besonders  schwierig 
war  es  hierbei,  die  erforderliche  beständige  Tcmperatev  heran- 
stellen. Die'  dänische  Regierung  hat  bereits  dasselbe  Mass  in 
ihrem  Lande  eingeführt 

Die  &,  Abhandlung  ist  betitelt; 

Ueber  Flut  und  Ebbe. 

Dies6  Erscheinung  sah  man  vor  Newton  als  ein  Z^fcbepi 
4ea  Lebens  der  Erde  an,  die  allgemeine  Anziehung  des  letztern 
aetzt  uns  in  d^rt  Stand,  Jahrhunderte  lang  vorauszubestiramen, 
wann  an  einem  gegebenen  Tage  und  bis  zu  welcher  Höhe 
^in^  Flut  eintreten  n\v»8.  Newton's  Naturlehre  hat  die  Flut  und 
^hbe  yoq  allem  Wi^nderbaren  entkleidet  und  in  denfCreii^dcs 
Nothwendigen   zuruckgefiihrt    Di^  gd^ae   EracheinuQg    wirit 
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ibrer  Auwr  vad  ihrem  Verlauf  nodi,    beacbridben  und  Figuren 
dicven  tat  Erliaterung.    AuJ  einer  idealen,  ganz  mit  Wasser  be- 
deckten Erde  wfirde  der  Verlauf  ein  anderejr  sein,  aU  er  auf  d^r 
wiridicben   Erde  ist.    Im  erstem  Falle  würde  jedes  Viertel  der 
Erde 9  weiciies  Flut  bat,  etwa  JOO  Cubikmeilen  Wasser  mehr  ent- 
halten •  als  jedes  Ebbe  habende  Viertel,     üer  grossere  Theil  der 
Striinmi^  ven  Osten  gegen  Westen,   welche  das  Meer  hat,    ist 
TerBatbfach    der  Ftnt  und  Ebbe  suxuschreiben,   der  andere  Theil 
mnss  Coterschieden^  der  Temperatur  angeschrieben  werden.     IMe 
eiuehen  Centlnente  verändern    die  Richtungen  der  Strömungen, 
aber  umgekehrt  losen  diese  Theile  der  einzelnen  Kästen  ab  und 
Tcraodem  so  ihre  Gestalt    Die  Form  der  KCIsten  wirlcen  auf  die 
Zeit  und  Hube  der  Flut  ein,   weiqbe  Einwirkung  nicht  ipehr  be- 
rechnet werden  kann;  hier  muss  die  Beobachtung  zu  Hülfe  gezo- 
gen werdee.    Der  Erfahrung  zufolge  ist  Höbe  und  Zeit  der  Flut 
vom  Stande  des  Mondes  ^egen  die  Soiine  und  Erde,  sowohl  der 
Richtung   al4.  Entfernung  nach«    abhSngig,    Die  Flut  und  Ebbe 
zeigt  sich  gar  nicht  oder  nur  uobedeutend  in  kleinen  ein^eschlos* 
seuen  Meeren,   vielmehr  nur  im  Weltmeere,   und  die  Franzosen 
Qpd  Engländer  haben  in  diesem  eigene  Thurme  zur  Beobachtung 
dieser  £r«cbeintfug   erbaut.     Das  von  diesen   gelieferte  Material 
dient  zum  Beweise  der  aus  Newton's  Lehre  der  Schwere  gezo- 
genen Folgerungen.  —  Zur  Erklärung  der  mechanischen  Gesetze, 
welche  die  Flu«  und  Ebbe  befolgen,   erklärt  der  Verfasser  auf 
kurze  Weisa  die  Kräfte,  ihre  Ricntungeu,  Zusammensetzung  und 
erwibnt  der  Reibung.   Mittelst  dieser  vorausgeschickten  ErkiSrun* 
een  zeigt  derselbe  deutlich  die  Wirkung  der  Sopne  und  des  Mon- 
aes  aoc   düß  Erde  nnd  ihre  flüssige  Hülle,    eben    so    erhält   \aan 
eine  deutfiche  Vorstellung  von  der  geringen  Einwirkung  der  ni&cb- 
Hgeo  Sonne  auf  diese  Erscheinung,  im  Vergleich  mit  der  des  weit 
kleinern  Mondes,  weil  hierbei  hauptsächlich  der  Unterschied  der 
Enlfemung^n  io  Betracht  kommt  Die  Wirkung  der  Sonne  beträgt 
nor  %  YQQ  der  des  Mondes,   beide  erfolgen  zugleich  beim  Neu^ 
und  vellmonde  u?id  es  entstehen  so  die  grCssten  Fluten;  bei  den 
Mondvierteln  trifft  die  Flut  des  einen  Körpers  mit  der  Ebbe  des 
andern  ;(nsaromen  und  daher  ist  hier  die   erstere  am  kleinsten. 
Besonders   beim  Monde   ist  auch   sein  Abstand  von  der  Erde  in 
Betraft  zu  ziehen.    Die  oben  erwähnten  Thiirme  liefern,    gleich 
den  Sternwarten,  Materialien  ^sur  Berichtigung  unserer  Kenntniss 
vom  I^iif  und  der  Masse  der  Sonne  und  des  Mondes.    Nach  f^a- 
place^s  Bestimmungen  befindet  sich  das  Meer  im  Gleichgewicht, 
eine  Ueberschwemmung  des  Festlandes  ist  daher  nicht  zu  besorgen. 

Die  Oeberscbrift  der  19.  Abhandlung  „Gleichgewicht  und 
Bewegong*'  erregte  uns  Zweifel,  ob  fiber  diesen  Gegenstand 
ein  fBr  IMlettanten  dentKeher  und  unterhaltender  Vortrag  gebal« 
tea  werden  kSnne';  der  geniale  Verfasser  bat  aber  beide  Schwier 
rigkeiten  fibefwunden.  Er  erklärt  zunächst  die  Kraft,  welche 
wo-  nur  durch  ihre  Wirkung,  erkennen,  so  wie  diese  auch  ihre 
Gr5sae  Jbestimmt  Indem  die  Wirkung  einer  bestimmten  Kraft  ala 
Einheit  angenommen  wird,  kann  man  jede  andere  Kraft  durch  eine 
Zahl  anndriieken  und  so  die  Betrachtung  der  Kräfte  aum  GegwH 
stand  der  Mafliematik  maeheiu  Bei  dieser  Gelegenheit  schildert 
der  Verfasser  die   Kraft  der   neuern  Mathematik  und  zeigt  den 


/ 
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grosseir,  durch  Deeartes  hedbeigefUirten,  Fortschritt  ron  der 
altern  sur  neuern  um  so  deutlicher»  ^dfs  er  eio  passendes  Beispiel 
aiiföbit  ^nd  bespricht.  £r  deutet  au»  wie  die  Aufsuchung  der, 
jeder  Frage  angemessenen,  mathematischen  Operation  zur  Ent- 
decicung  der  Analyse  des  Unendlichen  durch  Newton  ond 
Leibnitz  gelahrt  "hat  und  wie  in  der  neusten  Zeit  ein  besonde- 
rer Z%Teig  der  Matbematilc,  der  mathematische  Calcul  ent- 
standen ist  Nach  diesen  und  mehrern  andern  nicht  unmittelbar 
zur  Sache  gehörenden  Betrachtungen  l^ehrt  der  Verlasser  zur 
Mechanik  zurfidc  und  erkISrt  die-Masse,  die  bewegende  Kraft 
und  das  Gleich  gewicht.  / 

Archimedes     ging    vom    Gleichgewicht    der    gleicharmigen 
Wage  ausy    Galilei   und  seine  Nachfolger  vom  Parallelogranun 
der  Kräfte,  Johann  Bernoutli  fugte  diesem  den  Grundsatz  der 
virtuellen  Geschivlndigkeiten  hinzu,  dessen  Wahrheit  Laerange 
auf   einfache   Weise    bewiesen    hat    Dieser  Grundsatz    hat   den 
grossten  Nutzen  für  die  Vervollkomropung  der  Lehre  vom  Gleich- 
gewicht —  der  Statik.  Einige  hervorragende  Sätze  dieser  Lehre 
werden  angeführt,    namentlich   der  Schwerpunkt  und  die  Figuren 
der  Kurper,  z.  U.  die  Figur  der  Erde  und  die  ^Anziehung  einer 
Kugel   auf  Punkte,    welche  inner-  oder  ausserhalb  derselben  lie- 
gen.    Findet   kein  Gleichgewicht  unter  den  auf  einen  KOrper  ein- 
wirkenden Kräften   statt,  so  wird  dieser,    wenn  er  ruht,  sich  zu 
bewegen   anfangen  und   wenn  er  sich  bereits  bewegt,    seine  Ge- 
schwindigkeit, oder  Richtung  oder  beide  zugleich  ändern.     Durcb 
d'Alembert's  Grundsatz,    wonach  die  Kräfte,    welche  die  verlo- 
renen  oder  gewonnenen  Bewegungen  der  einzelnen  Massentheile 
irgend  eines  Systems  zu  erzeugen  ßihig  sind,   unter  einander  im 
"Gleichgewicht  stehen,    werden  die  Aufgaben   der  Lehre  von  der 
Bewegung  —  der  Dynamik  —  auf  die  Stitik'  zurückgeführt  Sne- 
ciell    besprochen  und  durch  interessante  Beispiele  erläutert  wird 
das  Gesetz   der  Bewegung  des  Schwerpunktes,    das  Gesetz  der 
Wink^lflächen  und  das  Gesetz  der  lebendigen  Kraft.  Das  letztere 
^ibt  dem   Verfasser  Gelegenheit,    des  perpetuum  mobile  zn 
erwähnen  und  die  Fruchtlosigkeit,  dasselbe  zu  suchen,   aus  ein- 
ander zu  setzen.    Die  Aufgabe  der  Mechanik  ist  erßtllt,  wenn  sie 
jede  Frage  hinsichtlich   des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung  in 
eine  bestimmte  Forderung  verwandelt  bat,    weiche  der  mathema- 
tische Calcffl  erfüllen  niuss.    So  weit  es  diesem  nach  seinen  neu- 
sten Fortschritten  möglich  ist,    erftlllt  er  seine  Aufgabe,   die- Me- 
chanik aber  hat  die  ihrige  ganz  erfüllt. 

Die  10.  Abhandlung  ist  überschrieben:  Deber  Wahrschein- 
lichkeits.-Rechnung.  Es  wird  zunächst  gezeigt,  was  man  für  ge- 
wiss oder  ftlr  wahrscheinlich  zu  halten  habe;  im  gemeinen 
Leben  wird  beides  bisweilen  mit  einander*  verwechselt  iSte  ganze 
Theorie  der  Wahrscheinlichkeiten  beruht  auf  dem  sogenannten 
Zufalle;  an  einem  Beispiele  wird  erläutert«  weichen  Sinn  man 
niit  diesem  Worte  verbindet  Man  bat  Mittel  Besucht,  die  soge- 
nannten Zullllle  im  Allgemeinen  zu  heurtheuen,  Jacob  Ber« 
nonllt^  brach  in  seinem  1713  herausgegelienen  Werke  „ars  con- 
jeetandi"  die  Bahn,  Laplace  hat  in  seinem  grossen  Werke  die 
TieUHItigen  spätem  Untersuchungen  der  Math^natiker  vor  Ange« 
gelegt. 
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Ein  Wflrfel  dient-  dem  VeHasser  als  Beispiel,  am  das 
Mass  der  Wahrscheinlichkeiten  zu  erläutern  und  zu  «eigen,  wie 
man  aas  der  Beobachtung  auf  die  ßeschaffenhetl  der  Ursache 
schliessen  kann.  Ein  anderes  Beispiel  dient  dazu  au  aeigen,  wie 
man  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  bestimmt  ange^ 
ben  und  von  dieser  Angabe  Anwendung  machen  kann.  Mit  der 
Anzahl  der  zu  Grunde  geleirten  Beobachtungen  nimmt  das  be* 
stimmte  Mass  der  Wahrscheuilicbkeit  an.  Richtigkeit,  zu  und  zu* 
ietit  wird  der  wahrscheinliche  Fehler. so  klein,  dass  das  heraas- 
gebrachte  Verhältniss  nicht  mehr  merklich  von  der  WahrbeU 
abweicht.  Dagegen  wird  durch  Beispiele  gezeigt,  wie  man  fölsch- 
lieh  ein  Ereigniss  für  wahrscheinlich  halten  konnte,  weil  die  zu 
Grande  liegenden  Beobachtungen  nicht  richtig  angestellt  waren. 

Durch  die^  astronomischen  Beobachtungen  erhält  man  nie 
den  nähren,  sondern  nur  den  wahrscheinlicbeu  Werth  und  dieje* 
ni^e  Bcstiromunff  desselben  -  Gegenstandes  ist  die  beste,  deren 
wahrscheinlicher  Fehler  um  kleinsten,  deren  Wahrschein« 
lichkeit  also  am  grossten  ist.  Die  Wahrschei]  liclikeits-Rech* 
BUDg  hat  gelehrt,  mittelst  beliebig  vieler  Beobachtuogeii  eines 
Himnieliikofpers  seine  beste  Bahn  zu  bestimmen,  vxirber^  hing 
diess  von  der  Geschicklichkeit  des  Rechners  ab.  Dieselbe  Rech- 
oung  lehrt  di$  Unsicherheit  des  gewonnenen  Resultats  kennen 
und  diese  dient  theiis'  dazu,  unter  verschiedenen  Resultaten  das 
beste  auszuwählea ,  theiis.  zu  beurtheilen ,  wie  weit  man  dem  Re- 
sultate vertrauen  dfirfe.  Die  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeits* 
Recbnunff  auf  die  astronomischen  Beobachtungen  hat  auch  An* 
griffe  erlitten,  welche  der  Verfasser  mit  gewichtigen  Gi finden 
KoKIckweist,  so  wie  er  auch  den  €irund-aneibt,  warum  er  diese 
Betrachtungen  nicht  auf  andere  Wissenschanen  angewandt  hat.  * 

Die  letzte  Abhandluue,  welche  wir  zu  besprechen  haben, 
iKt  die  9.,  ihr  Titel  ist:  iTeber  den  Magnetismus  der  l^rde. 

.^  Diese  Abbandlmig  ist  die  einzige,  deren  Thatsachen  ohne 
Beiträge  des  Verfassers  sind',  wie  er  selbst  am  Eingange  erwähnt. 
Die  Anziehungskraft  und  Polarität  der  magnetischen  Kiir- 
V^r,  die  magnetische  Abweichung  oder  Declination  und  die 
Neigung  oder  Inclination,  wie  auch  der  magnetische  Meri- 
dian werden  erklärt.  Die  ^Declination  hat  Columbus,  die  In- 
clination Robert  Norman  entdeckt,^  beide  sind  Wirkungen  der 
magnetischen  Kraft  der  Erde.  Beide  Erscheinungen  sind  an 
verschiedenen  Orten  äer  Erde,  sowohl  während  eines  Ta&^es  als 
tThbrend  grosserer  Zeiträume,  verschieden.  Diese  Verscnieden- 
beit  kann  zur  Auffindung  der  geographischen  Länge  auf  dem 
Meere  dienen,  wesshalb  Edmund  Ha  Hey  bereits^  1700  eine 
Karte  fär  die  Abweichungen,  Wilcke  1768  eine  ähnliche  l'iir  die 
Neigungen   an  den  einzelnen  Punkten  auf  dem  Meere  entwarf. 

Zur    Richtung^    der    magnetischen    KraA    kommt    noch    ihre 

Stärke  oder  Intensität,   welche  zuerst  Humboldt  an  vielen 

Quakten  der  Erde  bestimmt ,  hat.    Mehrere  namentlich  aufgeßihrte 

Reisenden    haben    ßp&ter    derartige    Untersuchungen   angestellt. 

Aach  die  Intensität  hat  an  einzelnen  Punkten  der  Erde  verschie« 

dene  Werthe,    welche  man   mittelst  Karten  anschaulich  gemacht 
bat. 
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Nur  in  Beiug  aoTdie  Deelination  hat  man  bis  jetzt  die  tSg- 
liehe  Veränderung  des  magnetischen  Zustandea  der  Erde  unter* 
sucht  I  dieaelbe  Ist  von  8  Uhr  Morgens  bia  1  Uhr  Mittags  am 
grOaaten  im  April ,  etvra  16',  am  kieinaten  Im  Deceknber.  Diese 
Resultate  verdankt  die  Wisaensohaft  Gauas,  nrelcher^einen  eige« 
nen  Apparat  zu  diesem  Behnf  constniirt  hat  Ausser  diesen  re* 
gelmSssigen  Veränderungen  treten  andere  plötzlich,  und  zwta  an 
den  verschiedensten  Orten  delr  Erde  gieicnzeitig,  ein.  Diese  su 
erforschen;  hatte  Humboldt  bereits  1806  und  1807  gidehseitige 
Beobacbtunsen  an  verschiedenen  Orten  veranlasst,  die  Zeitouu* 
stände  brachten  diese  In's  Stocken.  Arago  fand  durch  ähnliche 
Beobachtungen  unter  anderm  einen  EInlluss  der  Nordllcliier  auf 
die  Magnetnadel  und  zwar  'einen  gleichselttgeA  in  Paris  und  Casan. 
Humboldt  rief  von  1828 — 1830  aufs  neue  gleichzeitige  Beobach- 
tungen  an  6  Orten  ins  Leben,-  allein  an  Genauigkeit  wurden  die 
bisherigen  Beobachtungen  bei  weitem  durch  diejenigen  Qbertroffen, 
%velche  von  1836  an  uaoss  an  verschiedehen  Orten  mittelst  des 
bereits  erwähnten  Apparates  herbeifCihrte.  Die  Gleichzeitig- 
keit dieser  Veränderungen  ist  nun  durch  unzählige  Beobacfatun* 

en,  welche  an  den  verschiedensten  Orten  scharf  angestellt  wer« 

en  sind,  bestätigt. 


i 


W^ie  man  sich  die  Wirksamkeit  der  magnetischen  Kraft  in 
einer  Nadel  zu  denken,  damit  jedes  l'faei leben  der  letztern  wie* 
der  einen  besondern  Magneten  bilde  und  diese  Kraft  durch  Kunst 
hervorgerufen  werde,  wird  ausftihrlicb  besprochen.  Wir  erfahren, 
dass  die.  magnetische  Kraft  wie  die  Schwere  dem  Quadrat  der 
Entfernung  umgekehrt  proportional  sei;  diess' haben  Coulomb., 
Hansteen  und  hesonoers  vollständig  Gauss  durch  Versuche 
dargethan.  Hieraus  folgt  die  Wirkung  eines  magnetischen  Kor- 
pers und  sein  sogenannter  freier  Magnetismus.  Diesen  wird 
man  schwerlich  jemals  auf  geradem  Wege  durch  Rechuung  an 
jedem  Punkte  der  Erde  kennen  lernen,  die  Erscheinungen,  unter- 
statzt  durch  das  Gesetz,,  müssen  uns  dahin  föhreti. 

In  der  Astronomie  suchte  man,  ehe  .man  die  Erklärung 
einer  Erscheinung  geben  konnte,  ihren  Grund  am  errathen.  Co- 
pernicus,  Kepler  und  Newton  folgen  aufeinander,  dieser 
erklärte  die  Bewegung  der  Himmelskörper.  Eben  so  dachten  sich 
Euler  und  Tobias  Mayer,  zur  Erldärung  der  magnetischen 
Erscheinungen,  einen  in  cfer  Erde  befindlichen  Magneten/  Han- 
steen nahm,  nachdem  die  Eritcheinungen  vervielfältigt  waren, 
deren  zwei  an.  Gauss  verlHsst  alle  Annahmen  und  bestimmt 
die  unzweideutigen  Bedingungen,  denen  dar  Hervortreten  der 
magnetischen  Kraft  auf  der  Oberflüche  der  Erde  durch  ihr  Gesetz 
selbst  unterworfen  ist.  Diese  Erklärung  oder,  astronomisch  zu 
sprechen^  diese  Elemente  gelten  nur  für  eine  bestimmte  Zeit, 
Gauss  selbst  hat  sie  mit  103  beobachteten  Declinatlonen,  l0*2  In- 
clinationen  und  95  Intensitäten  verglichen,  Erman  hat  auf  zwei 
,  Karten  derartige  Vergleichungen  in  Bezog  auf  Deelination  darge- 
stellt.  Am  Sc^lttss  der  Abhandlung  werden  die  vielfachen  Gn* 
tsfsttchungen,  welche  Gauss  in  Gemeinschaft  mit  Wilhelm 
Weber  über  den  Magnetismus  angetfttellt  hat,  besprochen. 


159 

Hiermit  ist  meiiie  Aufgabe«  den  lohalt  dieses  Werkes  iu 
Aattttgeo  anzudeuten,  beendet;  sollte  diese  Darstellung  dazu  die^ 
peo,  aem  trefflieben  Werke  mancben  Leser  zuzuwenden»  so  wfirde 
ich  mich  Tollkommen  belohnt  ffiblen.  Die  Erinnerung  an  den  g«- 
nialeo  Verfasser  wird  dadurch  in  jedem  Leser  erweckt  und  rege 
eriulteo  werden. 
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Deaionsträtloii  des   fornrales   de  Hr. 
Gauss  dans  la  Trieonomi^trle  splM^- 

rique. 

Par 

Monsiear  F.  Arndts 

Doftonr  en   Philosophie  k  Straltaad. 


On  sait»  qoe  les  relations  entre  les  six  parties  d*un  trtangle^ 
spb^rique,  connues  sous  le  nom  de  Celles  de  Mr.  Gauss ,  ont  ei6 
dedoiteui  frequeuiment  des  atialogies  de  Neper;  'mais  Celles -et 
r^ulfant  de  Celles -lä  par  une  simple  diTision,  il  est,  ce  me 
semble,  plus  naturel,  ue  d^montrer  les  formules  de  Mr.  Gauss 
«ans  avoir  recours  aui .  analogles  de  N<^per.  II  ent  vrai  quelques 
anteurs  ont  donn^  des  demonstratioiis  airectes  de  ces  formules;. 
mais  toutes  ces  dömonstrations  n'^tant  pas  assez  courtes  pour  un 
(^jet  si  elementaire»  j*ai  jug^  utile  de  donner  ici  la  mienne. 

En  d^sigtiant  les  trois  cAtfs  du  triangle  sph^rique  par  a,  b, 
c;  les  angles  opposes  resp.  par  A,  B,  C\  la  formule  connue 
C0M=co6Aco8c-|-sin6sincco8if  donne 

cosa = co8(6 — c)  —  2  8tn6  sine  sin  a  ^*  > 

cosa  sc:  cos  (^H-  €)  -|-  2sio6  sine  cos  5  A^  • 

Ajoutez  d*u|ie  part  chaque  membre  de  ces  öquations  k  Tunitö,  et 
le  soustrayez  aautre  de  celle-ci,  faisant  usage  des  formules 
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2co8rro*=:l-|-cosa,  2sin5-a*  =  l  — 'co«a* 


voQS  aurez 


I  '       1  i 

[l].c..C08n'  «•  =  co«s"(6  — c)* — mnbaincsin^A^f 

[2] sin  x-  a*  =  sin  ^  (Ä — <?)*  +  «inÄ  sin  c  sin  ^  ^*  f 

[3] ....  cos  j  a*  =  cos  o  (^  +  ^)*  i"  ***"*  *''**^  ^®*  9  ^ ' 

« 

[4] .....  cos  5  ö*  =  sin  ä  (b +r)*  —  sinÄ  sin  c  cos  «  ^  • 

Au  moyon  de  i'^qüation  cosil=;— cosiBco6C-t-sin£?siaCcosa,.ou 
bien  des  i^quatfons  prik^dentes»  en  changeant  les  qaantit^s  a,  b, 
c,  A  en  res  supplt^nients  ISO^— ^,  ISO^— Ä,  180«- C,  IHO«-«.  on 
trouvera  les  quatre  suivanles:. 

[1'^ 8in^^«=cos^(Ä-(7)a~sinÄsinCcos2^a«,  ' 

II  l 

[2']....cos5'  ^«=sin  ^{B^Q^+slnBulnCcos^a*, 

11  1 

[3']....sin2^*  =  cosj(Ä+C)*  +  »infisinCsin$a«, 

[4'] ....  cos^  A^=»\n  ^(iB-f-C)«— sinAsin  Csing^a*. 

C'est  par  une  simple  combinaison  de  ces  huit  equations  qn'on 
obtient  les  quatre  fornniles  de  Mr.  Gauss/  savoir 

la  premiere: 
cos^^cos^(6 — c)==±coBaaam^(B+C) 

la   seoonde: 
cos  -x  Aam  lAb  —  cf)=db  «*in  o  «^'•*^ö  C"^0     * 

par [2].  cos  ^  ^•-  [2']  sin^a«, 

la  troisi^me: 

1-  1  \  1 

sin  j^A^oaj^ijb^c)  =i:Cos2  flcosa(Ä+ 6^ 

par [3J. sin-  ^«-[3']  cosi-d«. 
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la  quatrieme: 
•in  a.  ^  ö>n  9" (^  +  c)  =  isin^ acos  ä  (B—  Q  . 

par[4].sin  h*  ^*  — [l'Jsin^  a'. 

En  faisant  le  caicul  prenez   »  sibA  au  lieu  de  sin  xAcoa  ^  ^> 

1  '  11 

de  m^me  nSina  ao  lieu  de  sin^acos^a ,      remarquez      ensuite 

qnon  a  toujoure  Tt^quatioD  6\nb8\nesmA^=6inBs\nCBma*,  qui 
r^alte  imnM^diatement  par  la  multiplication  de  ces  forraules  con- 
Does:  8ina8iDiK=8in^siti6>,  sina sin C=sin^ sine. 

Quant  aux  doubles  eignes  dans  les  ^quations  ci  dessus,  pour 
le?er  le  donte,  je  fais  remarquer  quon  suppose  ici  un  triangle 
spberique  dout  tous  les  c6t^s  et  les  angles  o'exc^dent  pas  laO^. 

Cela  pos^,  d'abord  il  est  elair  qu'il  faul  prendce  le  signe  su- 
perieur  dans  la  premi^re  et  q«atri^me  öquation,  tous  les  sinus 
et  Cosinus  ^tant  positifs^  mais  ce  qui  concerne  les  deux  autres, 
pour  demontrer  que  le  signe  -f  a  ^galement  Heu,  voici  une  nu^- 
tbode  pour  y  parvenir. 

Ensttbstituant  dans  les  equations  cos6=cosecosa4-8incsin<icosAy 
coBc^cosacosb-l-sinasmöcoiiC,  la  valeur  cos^cosc-i'Sinöslnccosil 
ä  la  place  de  cosa  et  faisant  les  reductioos  näcessaires,  on  ob- 
tieodra  l^  equations  suivantes: 

cosftsinc  =  sin6  cosc  cosJ  -f  sina  cosif, 
cosc  ^ioft  =  sine  cos6  cosil  +  sina  cos  C; 

t 

desquelles  on  d^duit  sin(6  J:c)(lTcos^)  =  8inci(eosC4:Cos^,  ou 

1)  sin(6<|-e)siD5-  A^  :=z  aina  cos  n^  (B  +  C)  cos  a(B^^C), 

1  1  1  X 

2)  siD(6— c)cos5-^  =  sinasin5-(Ä  + O  sJ^oC^ — P)- 
Maintenant  la  premi^re  i^quation  de  Gauss  ötant 

* 

T  cos  s-  A  cos  2  (A — c) =€011  a  fl  »iif  a(B  +  C), 

sopposons   qu'oo  prenne-  le  signe  inferieur  dans  la  secobde,    do 
mani^e  qa'oo  ait 

cos  2^  sin  tt  (6— c)=— ^in  ^  asiu;^  (B-^C), 

k  multiplication  de  ees  deux  Equations  donnerait 
Tbcil  XIII  il 


ie2 

1  11 

810(6— c)co8^^=—8lna  sin  X7(Ä+C)8lns-(JS— C), 

ce  qui  ne  s'accorde  pas  avec  la  formule  2).  De  m^me  8*11  FallaiC 
prendre  le  sisne  iiif<^rieur  daiia  la  troisi^me  equation«  la  niultipli- 
cation  de  celTe-d  par  la  quafri^me  donnerait 

1  '11 

ainib-t-c) sin  ^  A*=^ — «in« oos  s-  (Ä+CJcoa  j  (Ä — C)^ 

contre  la  forinule  I). 

Voila  doRc  ff^n^ralement  d^monM  qa'il  faat  premlre  le  8igDe 
8up^rteur  daod  toutes  les  quatre  formales  de  Gauss»  d^s  qa*on 
snppose  qa'aucun  cdte  et  qu'aucun  angle  n*est  plus  grand  que  180^. 

Stralsund  le  19.  mai  1849. 


Ein  H^ort  für  die  Romersliauseii'sclieii 

nfessinstruinente  den  Herren  Barftauss 

und  ilclineltler  sesenillber« 

Von  dem 

Herrn  Dr.  August  Wiegand^ 

Oberlehrer  an  der  Realadiale  an  Halle. 


In  den  Schriften:  «^Handbuch  der  hohem  and  niedern 
Messicunde  etc.'*  von  Dr.  Barfuss,  Weimar  1847.  und  »»Die 
Instrumente  und  Werkzeuee  der  hOhern  und  niederen 
Messkunst  etc.*'  von  Schneitier,  Leipzig  1848.  sind  auch  die 
Romershausen'schen  Messinstrumente  thellweise  einer  Beurthei- 
lung   unterworfen    worden,  und  zwar   wird   derselben    in    beiden 


l«3 


Schrifteo  Bor  nit  GeriogscbätsuBg  und  ein^r  gewissen  Wegwer- 
fing  gedacht  Keineswg^  deshalb  nun»  weil  ich  in  meiner Scjirift. 
«Der  geoditische  IMusssapparat  und  sein  Gebrauch'' 2. 
Aoflage.  Halle«  1848.  jene  Instrumente  ali^  zwe^ilcmäsaig  und  vorthell- 
haft  anfgefilhrt  habe  und  durch  die  Urtheile  genannter  Herren  meine 
Antorebre  Yerietat  glaubte»  sondern  lediglich  aus  dem  Grunde» 
nreii  ich  die  Romershausen'schen  Instrumente  durch  längeren -un- 
ausgesetzten Gebrauch  hinlänglich  zh  erproben  Gelegenheit  hatte» 
Debme  ich .  Veranlassung  gegen  das  unbegründete  und  (ibereilte 
Drtlitil  jener  Herren  das  Wort  zu  .ergreifen.  Hören  wir  zunächst 
die  Herren  fiber  das  Spie||[eldiopter.  Der  besseren  Vergleichung 
wegen  setze  ich  die  Urtheile  beider  gleich  neben  einander: 


Schneitier  sagt  S.  56.: 

»»Die  Idee  zu  diesem  Instrn- 
nente  ist  sehr  einfach  und  nicht 
Dea,  da  im  'Grunde  das  Fallon* 
sehe  Spi^^Uineal »  ein  zu  dem 
beschränkten  Gebrauche  viel  zu 
thcnres Instrument»  dasselbe  ist. 

Bei  a  und  6  (Fig.  65^)  he' 
fiodeo  sich  Dioptern»  von  denen 
jedes  durch  zwei  messingene 
Stifte  gebildet  wird,  die  eine 
schmale  Spalte  zwischen  sich 
bsseo.  Die  Spalte  des  Objec- 
tivdiepters  6  ist  jedoch  etiras 
breiter  als  die  des  Ocnlardiop- 
ters  a,  damit  man  noch  deutlich 
eeoQg  einen  Fluchtstab  durch 
aieselbe  sehen  kann.  Gegen  die 
VisirRoie  ab  Ist  nun  der  ebne 
Spiegel  cd  unter  4S9  .Neisung 
gestellt  und  wenn  daher  ein  Strahl 
BW  80  darauf  fiillt»  dass  er  mit  der 
Vlsirlinie  ab  einen  rechten  Win- 
kel macht,  so. wird  er  in  der 
Richtung  dieser  Linie  reflektirt 
und  geht  folglich  durch  das  Oku- 
brdiopter  a. 

Hieraas  ergaebt  sich  der  Ge- 
braock  des  iDstramentes  leicht. 
Die  ganze  Vorrichtung  ist  in 
eioem  viereckigen  prismar 
tischen  Gehäuse  von  4''  Län- 
ge» das  an  der  Seite  entspre- 
cheode  AusNcbnitte  hat  und  worin 
sich  noch  eine  ähnliche  zum 
Abstecken  von  Winkelo  von  45<' 
befindet. 


Barfuss  sagt  S.  159.: 

Der  (Sedanke  zu  diesem  Instia- 
mente  ist  äusserst  einfach  und 
keineswegs  neu»  denn  das  F al- 
le n'sche  Spiegellineal  ist  im 
Grunde  dasselbe  Werkzeug. 

Bei  a  und  b  (Taf.  V.  Fig.  10.) 
befinden  sich  Dioptern»  von  de- 
nen jedes. durch  zwei  messiii* 
gene  Stifte  gebildet  wird»  die 
eine  schmale  Spalte  zwischen 
sich  lassen.  Die  Spalte  des  Ob- 
jectivdiopters  b  ist  jedoch  etwas 
Ibreiter  ^Is  die  des  Okulardiop- 
ters  o,  damit  man  noch  mit  ge- 
höriger Helligkeit  einen  Abstecke- 
stab durch  aieselhe  sehen  kann. 
Gegen  die  Visirliiiie  ab  ist  nun 
der  ebene  Spiegel  cd  unter  45^ 
Neigung  gesteift  und  wenn  da- 
her ein  Strahl  mn  so  darauf  fallt» 
dass  er  mit  der  Visirlinie  ab  ei- 
nen rechten  Winkel  macht,  so 
wird  er  in  der  Richtung  dieser 
Linie  reflektirt  und  geht  folglich 
durch  das  Okulardioper  a. 

Hieraus  ergiebt  sieht  der^  Ge- 
brauch des  Instrumentes  leicht 
etc.  Die  eanze  Vorrichtung  ist 
in  e«nem  viereckigen  prisma- 
tischen Gehäuse  von  4  Par. 
Zoll  L&nge  angeordnet»  worin 
zugleich  sich  noch  eine  ähnliche 
belndet,  Wit  der  man  Winkel 
von  45**  abstecken  kiinn. 


!!• 
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Ohne  mich  weiter  auf  eine  Unterfsucbirog  eineulaMen ,  ob  Herr 
Schneit! er  von  Herrn  Barfuss  oder  ob  beide  von  einem  drit- 
ten wörtlich  abgescbriehen  haben»  vrill  ich  nur  so  viel  sagen ,  dass 
weder  die  Beschreibung  noch  die  beigefügte  Zeichnung  die  ge- 
ringiBfe  Aehn liebkeit  mit  dem  RoTnershau^en'Mchen  Spiegel diopterN 
hüben«  dass  somit  beide  Herren  das  betreffende  Instrument  nicht 
einmal  gesehen,  geschweige  denn  geprüft  haben  und  beide  also 
ürtheilen,   wie  der  Blinde  von  der  f^arlie. 

Oos  Romersbausenschc  Spiegeldiopter*)  hat  mit  dem 
Fallon*fichen  Spiegellineal  nich^t  die  geringste  Aehn- 
iichkeit  —  seine  Diopter  sind  weder  durch  messingene' 
Stifte  gebildet,  noch  ist  dasselbe  iri  einem  vierecki- 
gen Gehäuse  eingeschlossen.  Es  hat  dagegen  die  beque- 
mere Form  eines  kleinen  Taschenfernrohres,  dessen  Ocular 
xwei  parallele  Durchsichten  enthält,  welche  mit  einer  auf  das 
Ohjectivglas  geätzten  oder  durch  ein  feines  Haar  gebildeten  Rjch- 
tungslinie  correspondiren.  Im  Innern  des  Rohrs  befinden  sich 
zwei  feine,  ffirdle  Winkel  von  90"  und  45**  unwandelbar  reeti- 
ficirte  Metall  Spiegel.  Ditfse  Einrichtung  gewährt  Vor  allen 
anderen  ähnlichen  Instrumenten,  wegen  einfacher  Brechung  des 
Lichtstrahls,  mehr  Klarheit,  Sicherheit  und  Leichtigkeit  im  Visl* 
ren  aus  freier  Hand ;  sie  gestattet  die  bei*  praktischen  Messuueen 
80  überaus  nützliche  Construction  des  rechtwinklig-gleichscheiikii- 
gen  Dreiecks  auf  eine  schnelle  und  leichte  Weise  und  in  Folge 
dessen  nicht  allein.  Horizontal-,  sondern  auch  Hohenmessungreo, 
sie  macht  die  sofcfrtige  Bestimmung  cler  Entfernunff  unzugängÜGoer 
Punkte  bei  coupirtem  Terrain  möglich  und  giebt  die  Factoren  zur 
Flächenberechnung  unmittelbar  auf  dem  Felde. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  von  selbst,  dass  der  von  obigen 
Herren  empfohlene,  mir  durch  längeren  Gebrauch  übrigens  eben- 
falls vollkommen  bekannte,  alte  Adamsche  Winkelspiegel 
nicht  die  Hälfte  der  Leistungen  des  Romersbausen'schen  Sptegel- 
diopters  für  .«ich  in  Anspruch  nehmen  kann  —  abgesehen  davon, 
dass  seine  doppelte  Spiegelung  und  wandelbare  Rektification  we- 
nig Klarheit  und  Sicherheit  im  Visi ren  gestattet.  Hr,  Barfuss 
hofft  zwar  die  beim  Spiegeldiopter  angegebenen  Vortheile  auch 
auf  den  Winkelspiegel  übertragen  zu  können  und  will  zu  dem  Ende 
entweder  zwei  dergleichen  Instrumente  für  die  verschiedenen  Win- 
kelgrössen  vorrichten  oder  vier  Spiegel  in  einem  Kasten  anbrin- 
gen. Letzteres  mochte  aber  wohl  schwer  ausführbar  sein  und  das 
complicirte  Instrument  sehr  vertbeuern,  ohne  dass  es  zugleich  die 
Bequemlichkeit  und  Sicherheit  des  kleinen  und  billigen  Spiegel- 
diopters  erlangte. 

Nicht  besser  wie  mit  den  Beurtheilungen  des  Splegeldlopters 
sieht  es  mit  des  Herrn  Schneitier  Urtheile  dber  den  Ronvers- 
hausen'schen  Län^enmesser  (Diastiraeter^  aus,  und  ich  glaube 
auch',  hier  dreist  behaupten  zu  können»  uass  der  genannte  Herr 
dieses  Instrument  ebenfalls  nie  gesehen;  geschweige  denn  geprüft 


P')  Romershauten«  Spiegeldiopter  und  Langeniuesser  etc.  Halle,  1845. 
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hat  EU  Besse  sich  wenigsleBs  dann  gar  »icht  begreifen »  \i  ie  der* 
«eJbe  jenes  Instrument  mit  dem,  nach  $;aiiz  andern  Grundsätzen 
nd  aufgans  verschiedene  Wei^e  construirten ,  uralten  Pantome- 
trom  Paceccianuih  zusammenstellen  kann.  Wunderlicher  Weise 
flütst  er  sich  hierbei  auf  ein  im  Jahre  1819  von  Schulz-Blon- 
tanos  abgegebenes  Urtbeil,  wonach  dieses  unter  allen  Distanz- 
nessem  der  zweckmässigste  und  brauchbarste  sein  soll,  indem 
es  auf  10000'  nur  einen  Fehler  von  ^'i  der  ganzen  Länge  zulasse. 
Er  f&gt  mit  einer  gewissen  vornehmen  Verachtung  noch  hinzu: 
„Abermals  ein  Beweis,  was  von  allen  solchen  geometrischen Wun-^ 
derirerken,  an  die  ein  Newton,  Tob.  May  er^  Hadley,  Rams^ 
deo  etc.  nie  gedacht  (?)  bei  Messungen,  wo  es  auf  mehr  als 
uBge/abre  Weitenbestimmungen  ankommt,   zu  halten  ist 

Hierzu  nur  ein  paar  Bemerkungen.  8chulz-Montanus  konnte 
o»tnrlich  das  jetzige  Diaj^timeter  des  Dr.  R.  nicht  kennen  und 
ex  ist«  deshalb  lächerlich,  wenn  sich  Herr  Sehn  eitler  auf  das 
Urtbeil  desselben  beruft;  noch  auffallender  ist  es  aber,  wenn  er 
^iebts  anerkennen  will,  woran  nicht  schon  jene  älteren  beriihm- 
ten  Mathematiker  gedacht  haben.  Er  verneint  dadurch  jeden  inug- 
iichen 'Fortschritt  und  setzt  sich  mit  sich  selbst  in  Widerspruch» 
indem  seine  Schrift  doch  den  jetzigen  vervollkommneten  otanä- 
pookt  sämmtticher  Messapparate  darstellen  soll.  Er  hätte  daher 
diesen  schwierigen  fiir  Civil -Militairmessung  wichtigen  Distanz* 
messongen 'eine  besondere  Aufmerksamkeit  widmen  und  sich  kein 
absprechendes  Urtbeil  darüber  erlauben  sollen ,  ohne  sich  vorher 
persönlich  mit  den  neueren  Instrumenten  dieser  Art  bekannt  zu 
machen. 

Die  Messung  mit  dem  Romer shause naschen  Diastimeter 
gielit  bei  genauer  und  richtiger  Behandlung  in  gehöriger  Sehweite 
der  unmittelbaren  Kettenmessung  nichts  nach  und  übertrifft  die- 
selde  an  Genauigkeit  bei  coupirtem  Terrain.  Es  gewährt  diese 
V  ortheile  durch  das  ihm  zu  Grunde  liegende  eigenthümliche  Prin^ 
Zip,  wornach.es  bei  constinter  Tangente  des  parallaktischen  Win- 
keltf  nur  den  Radius  ändert  und  deshalb  auch  bei  Messungen 
sehr  kleiner  Winkel  nach  meinen  sorgfaltigsten  Prüfungen  oem 
kostbarsten  Theodoliten  nichts  nacbgiebt.  Eine  längere  EiuObung 
erfordert  dies  Instrument  allerdings ;  das  kann  aber  doch.  wahr-, 
lieh!  kein  Vonvurf  für  dasselbe  sein,  sonst  wäre  auch  das  Ur- 
tbeil eines  ungeübten  Schützen  gerechtfertigt,  dass  eine  Buchse 
nichts  tauge«  weil  er  nichts  damit  treffe.-' 

Herr  Dr.  Barfuss  scheint  vom  Romershausen'schen  Di* 
astimeter  gar  nichts  gebort  zu  haben,  denn  er  erwähnt  nur  den 
praktisch  völlig  unbrauchbaren  Reichen bach'schen  Diistanzmes* 
ser.  Eben  so  %venig  scheint  ihm,  sovi'ie  auch  Herrn  Schneitier, 
das  nicht  minder  interessante  und  zur  Messung  grösserer  Entfer- 
Dongen  bestimmte  Militairfernrohr*)  bekannt  zu  sein.  Schon 
heiiii  ersten  Gebrauche  dieses  Instruments  überraschte  mich  die 
Genauigkeit  der  damit  erlangten  Resultate  so  ungemein,  dass  mir 


')    Ronerthauseu*!  Ittilltairfcmrohr  etc.  Halle  1848. 
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die  allgemeinste  AnerkennuDg  desselben  untwelfelhaft  sdiieii  und 
meine  Vermuthnng  warde  auch  bestitigt .  snnftchst  durch  das 
Urtbeil  des  KOnigl.  Preuss.  Premierlieatenant  Hellmath*)  sowie 
durch  die  zu  meiner  Kennttiiss  gekommenen  Urtheile  der  vierten 
preusslschen  Artilleriebrigade  und  eines  wfirttembergtsehen  löge- 
nieurofBciers  *•). 

Ebenso  unbekannt  wie  das  vorige  Instrument  sind  den  Her- 
ren Schnei tler  und  Barfuss  das  Romershausen'scfae  Spie- 
gelniveau und  das  Reductionsniveau.  Was  das  erstere  betrifft, 
so  habe  ich  damit  ein  Nivellement  Vom  Geistthore  in  Halle  längs 
der  Magdeburger  Chaussee  und  von  da  aus  links  seitwärts  nach 
dem'  Bade  Wittekind  unternommen  und  dsisselbe  mit  einem  sehr 
genau  gearbeiteten  Nivellirinstrumente  mit  Fernrohr  wiederholt. 
Ick  baJSe  mich  da  fiberzeugt,  dasa  der  Gebrauch  von  jenem  die- 
sem nicht  nur  nichts  naobgiebt,  sondern  namentlich  wegen  bedeu- 
tenderer  Abkürzung  der  Arbeit  einen  grossen  Vortbeil  voraushat 
Seine  vorzfigliche  Brauchbarkeit  dürfte  i^ch  wohl  aus  der  That« 
Sache  hervorleuchten ,  dass  die  Nivellements  der  Prinz  Wilhelms- 
.  Bahn  vorzugsweise  damit  ausgeßihrt  worden  sind.  Mit  dem  Re- 
ductionsniveau habe  ich  eigene  Messungen  zur  Zeit  noth  nicht 
nnternon^men  und  enthalte  mich  deshalb  jeden  Urtheils,  muss 
aber  hinzuRigen,  dass  ich  es  von  den  mit  der,  Separation  in  der 
ungemein  coiipirten  Wettiner  und  Lubejfiner  Gegend  beschäftigt 
gewesenen  Feldmessern  habe  ganz  vorzüglich  rühmen  boren. 

Möchten  diese  Mittheilungen  die  Folge  haben,  dass  den 
Romershaushausen'schen  Instrumenten  die  allseitige,  verdiente  An- 
erkennung zu  Theil  würde. 

In  Bezug  auf  das  sonst  so  treffliche  Werk  des  Herrn  Sehn  eit- 
ler können  wir  schliesslich  den  Wunsch  nicht  unterdrücken,  dass 
der  Herr  Verfasser  bei  einer  neuen  Auflage  auch  den  neneren 
Instrumenten  eine  gerechte  und  aus  eigener  Prüfung  hervorgegan- 

Sene  Würdigung  zu  Theil  werden  und  nicht  nur  dem  Alten  und 
lekannten  allein  das  Wort  reden  möge. 


e  u.  8.  w.  mit  Rolfe  ifet  Ro- 
on   O.  Helimnth,    Premier^ 


*)  Die  DietanK-Meeaangen  der  Artillerl 
mershanie n'tehen  ^ Längen messert.  \c 
Lieoienant  im  Preoci.  97.  Inf.-Regameirt.  n 

**)  So  eben  erfahre  ich  durch  den  hieaigen  Mechanika«  Herrn  Jo- 
lin.s  Schmidt,  dacs  in  Folge  zahlreicher  BeetelUngen,  eine  Mcn«(t 
Militair- Fernrohre  nach  Schleswig-Holstein  abgehen. 
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Tom  Maximimi  und  HDnlmuin »  dem 
ctee  «der  zwei  Oerade  nnterworl'en 
Mnd,  welche  von  1  oder  1t  ire^elieiieii 
PiiBltteB  an  einen  s^socliten.  In  el- 
■er  Cnrre  «releffenen,  xPnnkt  geiien« 
Ponkte  nnd  Curve  In  derselben  Bliene 

gedacht. 

Von 

Herrn  Brenner, 

>     I^nr  ■■  Tnttliagen  im  Köai0:ceich  Wärtambeq;. 


Sind  die  Coordinaten  der  Corv«  durch  x  und  g,  und  di«  d«8 
gegebenen  Punktes  durch  a  und  b  dargestellt,  so  is^  f&r  den 
crrten  Fall  fragliche  Linie 

t,=  V"(ä-«)"  +  (6-y)», 
«od,  man  .hat  als  Bedingung  des  Jf.ilf;     . 

Cll«:St  *—      .1    ■  '^..ip-^^  ..  X.  =il, 

\^(o-a;)«+(6-,)« 
woraus  folgt  ■      ^ 

-^g--  wt  die  Tanfente  desWiokets,  dAi  die  Normale  der  Curve 
■lit  der  Abeclesenaxe  macht  Ebenso  i«t  ^^  dieTangeote  des  Wia- 

11-— JC 

keb,  den  eine  durch  die  Punkte  (a,  b)  und  (:r,e9  gehonde  Lftiie 
mit  derselben  Axe  bildet,  woraus  folgt,  dass  d(e  gesuchte  Linie 
mit  der  Normale  der  Curve  feusammenföUt. 

Im  sweitenFall  seien  (Tat.  II.  Fig.  3.)  die  beiden  Punktet  ttndB 
mit  den  Coordinaten  a  und  b,  a*  tind  6^  und  die  Curre  CV^  wfth  • 
rend  ^  X  die  Absrissenaxe  darstellt.  Ist  M  der  gesuchte  Punkt , 
und  »ehe  ieh^itf  und  JSJIf,  so  Ist  die  Summe  dieser  beideir Geraden 
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u = V"(o-;r)«+(ft-y)«  +  V"(a'  -x)*  +  (6'  -y)*. 
Die  Bedingang  des  M.M.  liefert  nun  die  Gl^ichong 

1 

woraus  folgt 


__  1  _^(6^~y)V(«-^)H(6-y)^+(fe-y)  V"(a^-^)*+(y-y)^ 

TbeUeo  !rä  Bim  den  Winkel  AMB  durch  XAf  in  ^wei  giiticlit 

Theile  und  aotersucben,   ob  oieht  LM  die  Normale  der  Corfe 

1 
ist.  In  diesem  Falle  müsste  identisoh  sein  tg(liJUN)s:^^^ ,  indem 

«i^r  MlV^  parallel  -OX  ziehen.    Wir  haben  aber 

Da  man  aber  die  Gleichung  hat  tff2Z(l  — tgZ9)=2tffZ,  so 
setze   man   in  diese  Gleichung  Z=X/lfi\r   und  fiir  tgLaN  und 

tg2£^fiVobigeWerthe9  wSiirend — .g-  durch   dessen  Werth  in  x, 
ffi  a,  b,  a'  und  6'  ersetzt  wird,     Macht  man  noch  zur  Abkürzung 

a  — x^=sA, 

b  -ar=i?, 

b* — x=iB'\  so  kommt  endlich 

AA'^BbV     \A\/A^+B^^A^/  A'^+B^J  J 

B'V^^Tb^-^bsTa^^+b^ 


=  2. 


A'ST  A^+B^+AVÄ'^^B'* 


eine  Gleichung,-  von  deren  IndentitSt  man  sich  durch  Reductioo 
bald  überzeugt.  Es  folgt  hieraus,  dass  AM  und  BM  mit  der 
Normale  gleiche  Winkel  machen ;  und  zwar  geht  die^ormale  mit- 
ten zwischen  A  und  B  so  hindurch,  dass  der  eine  Punkt  auf  der 
einen  und  der  andere  auf  der  andern  Seite  derselben  getasMo 
wird,  weil  'iLMN-BMN+AMN. 

Will  man  nun  die  Aufgabe  losen: 

Von  einem  gegebenen  Punkt  C  an  einen  gesuchten 
in  einer  Curve  gelegenen  Punkt  ^ine  Gerad^e  zu  ziehen, 
die  ein  Jlf.Jlf.  sei»   so  muss  man  in  die  Gleichung 

^s(b—y)  +  a^a:=zO 
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Ar  3f  und  dgx  die  aus  der  Gleichung  der  Curve  gezogenen  Werthe 
sobstitoireo  and  die  CSieichang  in  Bea^ehung  auf  o;  auflösen.  Oder 
bnn  man,  anf  Polarcoordinaten  übergehend,   sfatt  der  Gleichung 

%*(Ä— y)  +  a— ar=0 

eine  andere  aafsteUen. 

Es  .sei  (Tafv  II.  Fig.  4.)^  die  Curve  LM,  der  gegebene  Punkt 


A,Oß  die  Axe,  RM  der  Radius  -  Vector  r,  Winkel  MRB=w, 
AN  die  Normale,  so  dass  M  den  gesuchten  Punkt  darstellt, 
80  ist  bekanntlich 

tgJSMR^y. 

,     igANB=ztgiw--NMR)=— T    ; 

l+tg,..^ 

demoach  ist  die  Gleichung  der  Normale,  die  durch  den  Punkt  A 
geht: 

y  — 4= — : _-  (a:'— a),   wo  or'  und   y'   die  Coordinaten   der 

l+tgWjT 

Nopnale. 

Mau  bat  aber  f&r  M  ^^zraiuto  und  a:'=;r  cos  to,  folglich 

tgfr— ^ 
1)  r8inie^6= g- (rcosto—a), 

l+tgtt^j: 

welche  noch  mit  der  Gleichung  der  Curve,  su  verbinden  Ist, 
nm  r  und  te  zu  bestimmen. 

Will  man  aber  von  zwei  Punkten  an  einen  In  einer  Curve  gesuch- 
ten Punkt  zwei  Linien  ziehen,  deren  Summe  ein  3t. M.  sei,    so  ist 

tg{2iIßVÄ)  (Taf.ILFIg.  4)=tg(2Irüf2V)(Taf. II.Fig.  3.). 

_  (ft~y)(o--j:)  +  (A-~y)(a-a:) 
^(a-.a:)(a'-^)-(6-.y)(6'-y)'     '         : 

während  tg  MNB  = ^ . 

l+tgir- 

Setzt  man  diöse  Werthe  in  die  Gleichung 

ii2MNB(l'-'ig'^]IINB)=2tgMNB,  so  hat  man 


(.-*)(.W)-(6-,K6'-y)L       Kutg^J  J       t+tgjL' 

WO  nur  noch  x  durch  rcoaio  uod  5f  darch  rmio  m  enefMn  ist. 
Zur  AoweDduog  des  Obigeo  gehen  wir  auf  einige  specielle  Auf- 
galieii  Aber. 

Aufgabe  1. 
Von  einem  gegebenen  Punicte  soll  in  einen  noch  ge- 
suchten Punkt  einos  Kegelschnittes    eine  Gerade  ge- 
sogen werden,  die  ein  M*M.  ist 

AuflSsnne. 
Die    allgemeine    Gleichung   flir    diese   Art    vl>n   Cvrven   ist 

p 

r=4  ,  ^ ,  woraus 

^         pesinw  . 

dr-^,^^  '-vs  und 

Sr        esinto 


r      l-h^costo ' 


Hieraus  ergibt  sich 

tgfO— ^ 


5-  = ,   und  dadurch*  wird  ntich  1) 

-  .  .     er      e-fcosto 


smt0 


|isin  to— 6(1  +  «cosi»)=  -jj^T^^—  Ocosw— a(l  +  scosw)]. 

Die  weiteren  Entwicklungen  und  Reduktionen  liefern 
3)  |»ssiBi0-4-(l4€Cosfo)[asinf0--^6<«'f  tos«e)]=sO. 

Hat  man  einen  Werth   w'  gefunden»    der   diiser  GMehung 
beinahe  genOgt^  so  Ist  der  Correctionswerth 

'^ p#slnip^-Ki+gcosto')[flsiBtg^— 6(g-f  costgQ] 

^p  ecosto'-f  (1  -|~^o<wO[acoMo'-|-6<sin<o']— Minfo'[asi'nto'— A(s-K<^08«0] 

Geht  man  aber  auf  ein  anderes  Coordinatensystem  Aber,  so  das« 
die  Axe  durch  den  Punkt  A  selbst  geht»  so  wird  das  neue  b' 

gleich  Null  und  jenes  a  geht  Aber  in  o'=V"a*  +  6*    Die  Wiokel 
aber  werden  von  RA  angezählt.     Setzt  man  nun  ARMz^zv  und 

ARß=iv\  so  ist  w=^v  +  v'  und  tgt^=---,  während  ist 


1-f  ^cos(o-t'<'0 
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Hi^mf  wird 

r  ^tgp^-etgüco8(p-hpO— rgin(o+jpO 
-  -  .     dr        i  +  e  cos  (»  +  r')  +  e tgrsin  (r  +  r') 

Gleichang  l)  gibt  somit 

t«ü+«tgrcos(r+üO— «»io(«+t>')r  M,ä\         /    «    /^t 

i»mff=?,       ^.    ,  \  ,    ^._    '  /  T  Afpcosp^^a^Cl+ecosCp  +  9% 

# 

wdcbes  Dach  allen  Redoctionen  gibt 

4)  ^sin(r  +  rO+(»in©— «sinvO[l  +  «cos(r +  »0]=O. 

bt  ly*  ein  Wertfc,  der  dieser  Gleicbaog  beiniAe  genfigt«  so 
hat  man  den  Correctionswerth 

^  sin  (ü^  rO  +  (»in  i?*'—  «  sin  r')  [1  -|-  €  cos  (r''  +  ©0] 
Ä= !L , , 

^cos(eH»74^»««^[l+«cos(r^feO]--<8fa(e'+»1(«inr''--esiurO 

tat  der  gegebene  Punkt  nicht  sehr  weit  von  der  Cur;«re  ent- ' 
ferat,  so  kann  man  Rlr  einen  ersten  Nfihertmgswerth  sinr^v  und 
cos9=l  setzen,  weil  v  klein  ist^  nnd  es  entwickelt  sich  dann  aas  4) 

r= ^ ^ 

fcos©'fl+^j+e  +  e*«inv' 

Ffir  einen  Punkt,  der  in  der  grossen  Axe  der  Curve  selbst 
li^,  hat  man  6=0  und  v'=0  und  es  ergibt  sich  sowohl  aus  3) 
als  auch  aas  4) 

sioto(pe.-f  <i-|-necosif^)ssO.  * 

Diese  liefert  die  vier  'Werthr? 

«0=0, 
«o»180o> 

f>*     1 

cosio=3^  — -^  — ,  and  wenn  der  Wdrth  w'  der  letztem  Gleichung 

entspricht, 

to=:360— »'. 

Ist  ^  4-  -  grosser  ab  -f  1  oder  —  1,  so  gibt  es  nur  awei  M,M. 
Punkte. 
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'Um  zu  entscheiden^  wie  viele  M,M.  im  Allgemeinen  hocbsten« 
existiren,  gehe  rajan  zur  Bedingung  (a— x^-f(6^9)%'=0  zu- 
rück und  verbinde  sie  zunächst  mit  der  Gleichung  Kir  die  Ellipse 

und  Hyperbel  y^=B^Jz    ^2   *  ®®  ^'*^^  ™^"  enteickeln 

^    A^±B^ 


.=0, 


wodurch  höchstens  vier  Werthe  angezeigt  werden.  Für  die  Pars- 
bei  aber  ergibt  sich  bei  Benutzung  ihrer  Gleichung  y*=s2px, 

wo  a*  die  vom ^  Scheitel  an  gereclmete  Abscisse  des  Punktes  A 
ist. 

Will  man   aber  die  Gleichung  3)  in  Anwendung  bringen,   so 
'muss  man  e=l  setzen  und  hat 

p5inio4-(l  -f-cost0)|^asint0--ft(l  -|-co«to)]:=rO, 

welches  nach  gehuriger  Entwicklung  gibt 

welches  zuerst  gibt  |tr=90ound  i  ti74=270o.  Beide  Werthe  lie- 
fern to= 180^,- wodurch  ein  unendlich  entfernter,  folglich  gar  kein 
Punkt  angezeigt  wird.    Die  andere  Gleichung 


•»ä"H<8^-(^*)-f=^ 


p   y     p 

kann  höchstens  drei  Werthe  liefern,  so  wie  es  auch  mit 

.v'  +  2/^y(p-«')-2pa6=0 

der   Fall  ist.    Demnach  bietet  die  Parabel  höchstens  drei  M.M. 
Punkte  dar. 

Für  die  Grenze,  wo  beide  Gleichungen  anfangen,  zwei  imaginäre 
Werthe  zu  liefern,    hat  man  vermöge  der  Cardanischen  Formei 

A*p— ( — ^\'j  ~®'  wenn  man  bedenkt,  dass  a+af=^nP- 

Au  Zugabe  2. 

Von  zwei  beliebig  gelegenen  Punkten  an  einen  gesuchten 
in  der  Peripherie  eines  Kreises  Hegenden  Punkt  zwei 
Gerade  zu  ziehen,  deren  Summe  ein  M.M,  sei 
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Auflösung. 
Esseien  (Taf.  II.  Fis.  5,)  von  A  una  B  an  einen  noch  gesuchten 
Paokt  D  in  der  Peripherie  eines  um  C  beschriebenen  Kreises 
zwei  gerade  Lroien  AD  und  BD  m  ziehen »  deren  Summe  ein 
MM,  sei.  Beaeicbiie  ich  <iie  Coordinaten  von  A  mit  a,  b  und 
4ie  von  B  mit  a\  b\  die  fragliche  Summe  mit  u,  so  ivte  die 
Coordiaateo  des  Puni^tes  D  mit  x,  y,  während  alle  Coordinaten 
TOD  C  aus  gerechnet  werden,  wo  CX  die  AbsSsaenaxe  ist»  so 
Men  wir  folgender  Bedingung  zu  genügen:- 

Die  Gfeichtmg  des  Kreises 

r*=ar*+y*  liefert. aber 

X 

c!yx= ,  und  diess  substituirt,  gibt 

y(a—x)  —  (fi—y)x_       yW—x)—ib'-y)x 
^^(«-*)«+(6-.v)«."'"  V(rt'-x)«+(6'-y)S      ■ 

Nehmen  wir  nun  fiir  einen  Augenblick  an ,  CX  habe  die  Lage, 
dass  sie  den  Punkt  des  M,M,  in  der  Peripherie  gerade  treffe, 
so  hat  miip  in  diesem  Falle  ^  =  0  und  a*=r,  folglich    * 

5) 


Es  ist  nun  zweckroftssiger,  wenn  wir  uns  an  diese  Bedingung  hal- 
ten, anstatt  die  Gleichung  2)  zu  benutzen.  Da  die  Wurzeigrussen, 
als  absolute  Wertbe  der  Linien  AD  und  BD^  nur  das  positive 
Zeichen  haben  können,  so  sieht  man  zunächst,  dass  einer  der 
Werthe  b  oder  //  negativ  sein  niuss,  dass  demnach  der  den 
M.Hi,  Punkt  treffende  Halbmesser  oder  dessen  Verlängerung 
Htets  zwischen  A  und  B  auf  solche  Weise  hindurch  gehen  muss, 
dass  der  eine  Punkt  auf  der  einen  und  der  andere  oüf  der  andern 
Seite  desselben  zu  liegen  kommt,  wie  auch  dtess  oben  schon/ 
bemerkt  worden. 

Obige  Relation  lässt  sich  noch  einfacher  ausdrucken,   wenn  ' 
man  Hie  eine'  Grosse  auf  die  andere  Seite  der  Gleichung  bringt, 
qaacirirt,  reducirt  und  wieder  die  Wurzel  auszieht.    Es  ergibt  sich 
hiedorch 


=  ±zr 


a-^-     "^  o — r 


Cm  nun  diß  Fälle  auszuscheiden ,  in  denen  das  positive  oder 
negative  Zeichen  zu  wählen  ist;  geben  wir  dieser  (jrleichnng  fol- 
gende Form: 


#_ 
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o'-r 


*•    o — r 


Haben  die  beiden  Grössen  af  ^r  und  a  -*  r  das  gleiche  Zei* 
eben ,  d:  h.  liegen  A  und  B  innerhalb^  oder  beide  ausserhalb  des 
Kreises,  so  ist,  unter  der  Voraussetzung,  dass  6  positiv  ist»  das 
negative  Zeichen  zu  nehmen,  weil  b'  negativ  san  niussi,  und  da- 
durch wird  wirklich  5)  befriedigt. 

Haben  hingegen  a'-^-r  und  a^r  verschiedene  Zeichen,  welches 
der  Fall  ist,  wenn 'der  eine  Punkt  innerhalb,  und  der  andere 
ausserhalb  des  Kre'ises  liegt  und  der  den  M,M.  Punkt  treffende 
Halbmesser  selbst  (nicht  dessen  ruckw  ärts  gehende  Verlängerung) 
zwischen  A  und  B  hindurchgeht,  so  ist' das  positive  Zeichen  zu 
nehmen,  damit  b'  negativ  wird. 

Auch  diese  Bedingung  befriedigt  die  Gleichung  5).  Denn 
setzt  man  b'=^b——9  so  gibt  5) 


V(o— r)«  +  6« . 


(&:) 


^(^)'t(-r 


)HÄ*] 


Der  Nenner  im  letztern  Posten  stellt  noch  immer  die  absolute 
Grösse  BD  dar  und  damit  sie  wirklich  positiv  werde,  hat  man 
die  negsitive  Warze!  zu  nehmen.    Dann  hat  man  aber 


Wenn  demnach  beide  Punkte  in  od^r  beide  ausserhalb  des 
Kreises  liegen,  so  steht  die  einzige  Bedingung  fest 


6) 


«  — r 


o'-y 


=0. 


Liegt  hingegen  der  eine  Punkt  in  dem  Kreise,  der  andere  aus» 
serhalb  desselben,  so  hat  man  ausser  der  obigen  auch  noch  fol- 
gende Bedingung  zu  untersuchen : 


7) 


a  —  r 


K 


«' 


=0. 


Um  nun  den  M.M.  Punkt  in  der  Peripherie  des  Kreises  %virk- 
lichzu  bestimmen,  gehen  wir  wirklich  vom  urspi^nglichen  (^ordioa- 
ten -System  mit  der  Abscissen  -  Axe  CX  zu  einem  andern  über, 
dessen  Abscisse  CX'  durch  den  gesnchten  Punkt  Z^^geht.  Setzen 
wir  den  Winkel  X'CX^Wt  so  wie  die  secuodfiren  Abscissen  des 
Punktes  A  gleich  a,ß  und  des  Punktes  1?  gleich  a%  ß',  so  bat 
man  för  diesen  Uebergang  bekanntlich 
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Die  BedinguDg   ^£^  +  ^^  =  0  liefert  aber  die  Gleichung 

MnwcMwiaaf-^bb^  +  (sin to*-  costo*)(ii6'  +  6«0j  _ ^ 
•i-rcos w(b^b^^r Bin tD(a-j-aO  ^   ^ 


oder 

+rco»io(6 +6')— r8in«e7(a+a0       "~ 

ß  ß 

Die  Bedingung  — ^ /-— =0  aber  gibt 

ff — ^r       u     T 

r«inir(a'— «)  —  rco8fü(6^ — 6)  — (Aa' — oÄ')=0. 

Bringt  man  diese  Gleicbnng  unter  die  Form 

sinte— CQStel  -; 1=     .     - — r-  und  letst 


a' 


=:tgfi,  80  hat  man  hieraus 


9)         »^0^—i*)==;(;?3:5)- <»«**• 

^  Diese  Gleichung  gibt  zivei  Werthe  für  w.  Denn  wenn  der  eine 
iv'  bt,  so  istder  andere  tt — to'-f2f*.  Die  beiden  hledurdr angezeigten 
Ponkte  sind  &ber  nichts  ander» ,  als  die  Durcbschnittspunkte 
der  die  Punkte  A  und  B  verbindenden  Geraden  mit  dem  Kreise. 
Deon  substituire  ich  in  die  Gleichung 

r  sili  it  («'  -  ö)  —  r  cos  ic  (ft'—  h)  —  (baf — ab')  =0 

jr  statt  rsinfo  und  a  statt  rcosw,  so  geht  sie  über  in 

y  (a' -  o)  -  dr  (6' -^  6) — (6«' — o6') =0, 

-  « 

«reiches  nichts  anders  ist,  als  die  Gleichung  ßir  die  Linie,  die 
durch  die  Punkte  (o,6)  und  (a\b')  hindurchgeht.  Debrigens  fragt 
sichs  noch,  ob  beide  Punkte  M.M.  Punkte,  sind. 

Es  ISsst  «ch  schon  a  priori  einsehen,  dass  nur  Ein. Maximum 
und  Ein  Minimum  existiren  kann.  Dennoch  ist  es  interessant  zu 
wissen,  wie  viele  Werthe  f&r  to  die  Gleichung  8)  liefert  Zu  die- 
sem Zwecke  setzen  wir  in  der  der  Gleichung  8)  unmittelbar  vor- 
angehenden 
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8inft7c=^  und  co6«o  =  '— 9  welches  gibt 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  des  Kreises  ^ 

a:«  +  ya^r» 

und  eliminirt  eine  der  Unbekannten,  um  die  andere  su  bestimmen, 
so  wird  manhiedurch  auf  eine  Gleichung  des  vierten  Grades  geföhrt, 
wodurch  im  Allgemeinen  vier  Punkte  bestimmt  werden. 

Um  die  Bedeutung  der  beiden  andern  nicht  zu^  den  M.JU* 
Punkten  gehörigen  Punkte  zu  erfahren,  bedenken  wir,  dass  es 
noch  zwei  Lagen  des  Radius,  wie  z.B.  CEgibt,  in^enenii£  und 
Eß  mit  demselben  zwei  gleiche  Winkel  ^i&C  und.^£F  machen. 
Nimmt  man  hier  CF  als  Abscissenaxe  an,  so  liegen  beide  Puukte 
A  und  B  auf  Einer  Seite  dieser  Axe  und  man  hat  als  Bedingung 
för  die  Gleichheit  der  Winkel 

oder ~  +  /=ü. 


r — a       a'—^r         r — a   •   r  —  a 

Da  sich  diese  Bedingung  von  6)  In  Nichts  unterscheidet,  so  ist 
klar,  wie  bei  der  angegebenen  Coordinaten- Verwandlung  auch  hier 
die  Gleichung  8)  zum  Vorschein  kommen  muss.  Demnach  liefert 
8)  aussei  deii  beiden  3f.M.  Punkten  auch  noch  zwei  andere  Punkte 
mit  der  fiigenschallt ,  dass  die  von  A  und  B  an  sie  gezogenen 
Geraden  mit  dem  betreffenden  Radius  gleiche  Winkel  machen.  In 
der  That  befriedigt  auch  obige  Bedingung 

a  —  r 

\  • 

WO  ■  _■  eine  negative  Grösse  ist,  die  Gleichong  5)  nicht  Denn 
diese  gibt  die  Grosse 


(^n 


Allein  ans  dem  angegebenen  Grunde  muss  die  Wurzel  des  zwei- 
ten Postens  negativ  genommen  werden,  und  dann  hat  man  eine 
GrOsse,  die  nicht  =0  ist,  nemlich 


26 


V(«-r)2+6«' 


,  Wollten  wir  nun  unsere  Af.ilf.  Punkte  auf  algebraischem  Wege 
erhalten,!  so  könnte  diess  nur  durch  Auflösung  einer  Gleichung  des 
vierten  Grades  geschehen,  indem  man  dazu  obige  zwei  Gleichuo* 
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f<«  in  X  and  y  benaste.  Besser  ist  es «  8)  nSherungswdse  aui- 
zoioseii.  Ist  tß*  ein  Wertb,  der  dieselbe,  beinahe  befriedigt,  so 
i«t  ein  NUiemngswerth 

8in2tctgtf^— 660— co82fo^(fffe"+6flO-frcostg^6-t-ftO— r8ifitp^(a-FgO 
2oos2w'(<rii'— 660 + 2sin2w'(a6' + 6a'>-r8in  w'(6 + 6')— rcosw'(a+aO 

Die  Gleichung  8)  und  deren  Näherongswerth  lassen  sich  verein- 
fachen, wenn  man  zu  einem  neuen  Coordinatensystem  übergebt, 
auf  »olcbe  Weise,  dass  die  neue  Abscissenaze  den  Winkel  J CA 
halbirt    Denn  gesetzt,   es  sei,  für  unsern  jetzigen  Zweck,  CX" 

diese  Abscissenaxe ,.  so  Ui  XTCX—^iACXk^BCX),  folglich 

wenn  man  X'^CX^t  setzt. 

Setzt  man  nun  die  neuen  Coordinaten  gleich  A,B  und  A',ß'; . 

90  t9t      . 

^  :=6sin  r -h  <>  cos  e , 

jB = 6  coso— o  sin  0 ; 

^'=:6'sin  r  +  «'cosü, 

Ä'=  6' cos  r  —  a' sin  ©• 

Nmi  ist  Aß'  +  BA'^^O,  und  so  bekommen  wir  statt  8)  und 
deren  NShemngswerth  ^  -  x  - 

10)    'i8\nw(AA'-ßBy^r(B  +  »)-rigw(A+  A')=^0  und 

^  28iq u/(AA'^BB')'^r(B'i'By^igw'(A ^A') 
A-.Cö8«o  .  r{A+  Ar-^cosu)*\AA'-^BB) 

wo  aber  to  von  der  Axe  CX'^  an  zu  reebnen  ist. 

Ausser  der  Vereinfachung  bietet  die  Gleichung.  10)  noch  einen 
aDdem  sehr  bedeutenden  Vortbeil  dar.  Sind  nenilich  die  beiden 
Punkte  A  und  ß  so  ziemlich  gleich  oder  auch  nur  sebr^weit  vom 
Kreise  entfernt,  oder  ist  der  Winkel  ACB  ziemlich  klein,  so  wird 
der  das  M.M,  treffende  Radius  auch  beinahe  den  .^Winkel  ACB 
in  zwei  gleiche  Theile  theilen  und  fflr  eine  erste  Annäherung  kann 
man  dann  setzen 

sii>ir'=tgir'=:«>',  welches  gibt 

^^TiA  +2IO  -liAA-'BB')  * 
Ist  auf  solche  Weise  der  Winkel  w  bestimmt,  so*  wird  man  haben  « 

Ji>=  VttH** + »•*  -  2(a  cos  to  4-  6  sin  ir). 


BD = V«'*  +  6'«  +  r«  -  2  (o'  cos  w  +  6'  sin  w)' 
Theil  XIII.  *'^ 


I 
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SuUieBfilich  bemerken  wir  noch,  dass  sich  auf  die  Gleichva; 
tty  (aa'  -  6*0  +  (^*—^*)  («*'  ^hoT)  +rM6  +  ^0  — r*y(«  +  «0=0 

eine  Methode  grflndbn  liesee»  vorliegende  Aufgäbe  durch  Constroc- 
tion,  rermittelst  eines  Kegelschnittes,  aufzulösen. 

An  diese  Aufgabe  äcbltesst  sich  von  selbst  die  folgende  an : 

Aufgabe  3. 

In  einem  Dreieck  einen  Punkt  2u  bestimmen,  von  dem 
.   aus  drei    Gerade  in    die  Spitzen   desselben    gezogeu, 

ein  Minimum  speien. 

A  u  f  I  u  s  u  n  g. 
'£ssei(Taf.1I.  Fig.  6.)  das  Dreieck  ABC  und  der  gesuchte  Punkt 
D,  so  wird  AD-\-DB\DC  fragl.  Minimum  sein.     Der  Punkt  ü 
wird  bestimmt  sein,  wenn  ich  auch  nur  zwei  der  letzten  drei  Li- 
nien kenne«    Ich  setze 

AD=x,    BD=y,    CD=z; 

so  wie  die  Seiten  des  Dreiecks 

BC=  «,    AC^ö,  ABz=  c. 

Soll  ar-|-jy  für  einen  beliebigen,  aber  bestimmten  Werth 
von  z,  ein  Minimum  sein,  so  kann  man  sich  mit  z  um  C  einen 
Kreisbogen  gezogen  denken ,  und  dann  rauss,  viie  diess  schon  oben 
bewiesen  worden,  ^  ADCzz^^BDC  mem.  Gleicherweise  ist 
jLAüB=^^BDCt  wenn  X'\-z  bei  beliebigem  Werth  von  y  ein 
Minimum  sein  soll.     Hieraus  ist  klar,  dass  '    * 

ADC=:ADB=ßDC=\20o^  wenn  s+tf+x  ein  Min. 

Man  hat  daher 

y«  +  *» - 2^zcos I209=zä^  oder 

11)    3f*  + t*  +  5f3=5a*,  und  ebenso 

13)     a:2  +  y«f  j:y=c« 
Die  Summe  dieser  drei  Gleichungen  liefert 

14)  ^Hy*  +  2H^(a:y+J^s+^)=|(a»+6«  +  c*). 

•  Nun  ist  der  Inhält   des  Dreiecks  itfAjB—^o^sin  120«  oder 

AADß= jp2..    Gleicherweise  Ist 


17» 


JADC=i^^  und 


Die  Saame  aber  gibt  den  Fbkheoiohalt  i  des  ganzen  Dreiecke,  d.  h. 

"~7"  (^y  +  ^w  +yz)=i,  woraus 

Addire  ich  jdies«  sn  14)  und  ziehe  die  Wurzel  aus,  so  kommt 

**+*  +  2=\  2("HA*:f c«)  f2 V3.t  welches  ich==j  setze. 
Ziehe  ich  11)  yt^n  12)  ab,  so  habe  ich 

j?— y=    ■  »  welches  gibt: 

._ — 1 ,  and  diess  vqo  13)  abgezogen :  * 

6*— o* 
Wifjd  diese  Gleichung  anCs  Neue  mit  j?'— y=-— —    verbanden, 

v 
•0  entwickelt  sich 

SO  wie  durch  Buchstabenverwechslung 


18) 


W) 


12  ♦ 


\ 
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2q 


Die  Warzelzeichen  ergaben  sich  durch  folgende  Betrachtung. 
Gesetzt,  es  sei  a  die  grusste  Seite  des  Dreiecks,  6  die  mittlere, 
c  die  kleinste,  so  kann  die  Wurzel  in  15),  da  wir  nur  positive 
Werthe  fSr  a,  y  und  z  annehmen  dürfen,  nur  positiv  sein.  I^e 
Wurzeln  in  15)  und  18)  sind  an  sich  gleich;  allein  sie  müssen 
auch   noch   bleiche  Vorzeichen,   d.  h.  das  positive,  haben,   weil 

man  sonst  nicht  hätte  x — «= »  wie  sein   niuss.     Dasselbe 

kann  auch  in  Beziehung  auf  die  übrigen  Wurzeln  gefolgert  werden 
aus  der  Verbindung  von  16)  mit  19)  und  von  17)  mit  w). 

Von  Interesse  ist  auch  die  Beantwortung  der  Frage,  ob  es 
nicht  Fälle  gebe,  wo  kein  Minimum  möglich  sei?  Diese  Unmöglich- 
keit ergibt  sich  ^r  imaginäre  Werthe  von  x  oder  y  oder  z  oder 
auch  von  q.  Die  Grossen  unter  den  Wurzelzeichen  keiimen  niAt 
negativ  werden,  bevor  sie  djirch  Null  gehen.  Es  wird  also  z.  B. 
X  erst  anfangen  imaginär  zu  werden,  wenn  schon  vorher  ^gewor- 
den ist 


Es  ist  aber  klar,  dass  nicht  der  eine  Werth  15)  von  x  imaginär 
sein  kann,  wenn  es  nicht  gleichzeitig  der  andere  16)  auch  ist«  Es 

muss  daher  auch  sein  ^*— (  — 9 )  =0-     Somit   ist    auch    die 

Wurzel  In  18)=:0,  folglich  auch  In  17)  nemlich 

c«~6«\« 


«•-C^'7=«- 


Und  so  sind  gleichzeitig  alle  Wurzeln  in  t&}  —  20)  der  Null  gleich. 
Addirt  man  alle  Gleichungen  16)  — *20),  so  nat  man 

2(4:+y+2)=29=:0. 

Setzen  wir  nun  in  q  den  Inhalt  1  gleich  der  bekannten  Formel, 
so  haben  wir 

c«  +  6«  +  c«  +V^3V''(af6+c)(a+6-c)(a-6+c)(— a+6+c)=0. 

Setzen  wir  die  «Wurzelgrusse  auf  die  andere  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens, quadriren  und  reduciren,  »o  werden  wir  auf  die  Gleichung 
gefuhrt 

«*+^*  +  ^**-a«62-«V— 6«c«=0.^ 

Losen  wir  diese  Gleichung  nach  einander  in  Beziehung  auf  o^ 
6^  und  c^  auf,  so  kommt: 


181    . 

irelcbe  Gleicbuogeo  nicht  existirtfu  könoeo,  wenn  nicht  ist 

fc>  — c*=0,  a* — c*=0,  6* — a*=0;  woraus  folgt 

a=6=c=:0  und  ebenso  x=yz=zz=zO. 

Somil  hat  sich  alles  auf  den  Punkt   zurfickgezo^en ,  woraqs 
folgt,  dass  im  Allseineinen  so  lange  ein  Mininiuni  existiren  wird. 


so  lange  a,  6  und-  c  noch  Werthe'  haben,  d.  h.  also  für  jedes 
Dreieck.  Dennoch  gibt  es  einen  Fall,  wo  insofern  kein  Min. 
stitt  findet,  als  man  keine  negativen  Werthe  för  o;,  y^und  z  zu- 
\mt  Bevor  jedoch  einer  dieser  Werthe  negativ  wird,  rouss  er 
dorch  Nnll  gehen,  und  nehmen  wir  diess  in  Beziehung  auf  x  an, 
60  haben  wir 


cV=(**— ««')•• 

Ersetzen  wir  q  und  t  durch  deren  Werthe,  so  kommt 

2(6*-a«)*=ca[aHA*+ca+ V*3  V  2a«6«+  2a?c«+2A»c«— a*-6<-c*J. 

Diese  Cileichung  wird  befriedigt  durch  den  Werth- 

a*^zb'*-{-c^'\-bc,  und  vergleichen  wir  diess  mit 
a«=6«+c«-'26c.cosÄJC,  so  ist 

co8Ä-4C=  -  ^  undi?i<C=120o, 

la  der  Tfaat,  nimmt  man  an,  dass  die  Dreiecksspitze  A  auf  AD 
nebt  'Ond  mehr  zuHickweiclit ,  so  bilden  ar,  y  und  z  doch  stets 
ziMammen  das  Minimum',  bis  in  D  das  Dreieck  ABC  mit  DBC 
zosammenfkllt.  Weicht  A  auf  der  Verlfingerung  von  AD  noch 
weiter  zurficlc,  so  wird  ar  negativ  und  ^  BAC^IW^. 
Daraus  folgt,  dass  fär  Dreiecke,  die  einen  grosseren 'Winkel  als 
IX^  haben,  kein  Min.  statt  findet,  in  so  fern  negative  Werthe 
TOQ  jT,  y  und  t  ausgeschlossen  sind, 


"~      \ 


N 
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Heller  die  AehnllclikeH;  der  C^nrren 

und  KSrper* 

Von 

Herrn  Brenner, 

-Lehrer  zu  Tattlmgen  im  Kdoigrelch  Wortemberif. 


^  A.    Polygone  oder  gebrocheDe  Linien  sind  Jliniich»  wenn  sie 

Srieich  viel  Seiten  und  Winkel  haben,  wenn  die  in  gleicher  Reihen- 
oIm  liegenden  Winkel  einander  gleich  sind,  und  aie  gleiche 
Winkel  *  eiaschliessenden  Seiten  nach  derselbiDii  Reihenfolge 
einander  proportional  sind.  Homolog  heUaen  dieienigeo  Seiten 
oder  StflCKe,  a.  B.  Diagonalen»  d\€  die  Schenkel  der  gleiches 
Winkel  'aind.  Homolog  keisaen  ferner  zwei  Ponkle,  von  de* 
nen  aus  man  jedes  Polygon  in  fthnliche  Dreiecke  au  theilen  in 
Stande  ist,  wofern  in  jeäes  Eck  ein  Strahl  gezogen  wird.  Dem- 
nach sind  auch  diejenigen  Elcken  der  Polygone  oder  sebrocbeBeo 
tiinien  homolog »  die  die  Scheitel  gleicher  Winkel  enthalten.  Ge- 
rade Linien  heictsen  homolog,  welche  die  Verbindung  zweier  ho- 
mologen Punkte  vermitteln ,  und  man  schreibt  ihnen  eine  homoloee 
Lage  zuy  selbst  wenn  man  sich  dieselben  unbegrenzt  denkt  In 
letzterm  Fall  heissen  sie  auch  homologe  Axen,  welche  nicht« 
anders  sind^  als  eine  ununterbrochene  Reihenfolge  homologer 
Punkte.  Diejenigen  Seiten  homologer  Azen  nennt  man  ebenfalls 
homolog,  auf  denen  die  ähnUcheii  Theile  der  Polygone  liegeo. 
Zieht  man  von  beliebigen  homologen  Punkten  im  UmCEing  des 
Polygons  oder  in  der  gebrochenen  t^inie  auf  homologe  Axen  senk- 
rechte Linien,  so  sind  nicht  nur  diese  Senkrechten  selbst  homo- 
log, sondern  sie  sehneiden  von  jenen  Axen  auch  homologe 
Stflcke  ab. 

B.    Man  bezeichne  die  Seiten  zweier  ähnlichen  itEcke  durch 

s^s^^tr,»"" *•  und   S',Ä",SrSr S*.  wo    die    mit   gleichen 

Stellenzeigeni  versehenen  homolog  sind ,  so  hat  man 
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if  ~ 

*•' 

sr 
*•  — 

*-• 

^-1  - 
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Moltiplicirt  man  je   die  2  ersteo^  ^3  ersten  u.  s.  w.  Gleiehaogen 
mit  emander»  so  nat  maa 


J'  -  ^  -  ^  —  ,»*  —  ^  ' 


Alle  diese  Verbältnisse  -T9~nrv-*~=  haben    demnach    eine    con- 
^Uate  Grusfc«  die  wir  gleich  c  setzen ,  und  dann  haben  wir 


UaMsUie  constaote  Verhältsiss  lässt  sich  ffir  alle  homologen  Li- 
nien nachweisen,  a.  B.  auch  fär  die  oben  berührten  Senkrechten 
«od  die  durek  dieselben  von  homologen  Axen  abgeschnittenen 
Socke.  .  ... 

C  Da  sieb  nun  jede  Curve  als  ein  Polygon  oder  als  eine 
gebrochene  Linie  von  unendlich  vielen  unendlich  kleinen  Seiten 
Betrachten  iSsst,  so  gilt  alles  oben  Gesagte  auch  von  ähnlichen 
Curven.  Die  Corven  aber  sind  in  der  Regel  durch  Gleichungen 
eegeben,  und  so  lässt  sich  demnach  die  Frage  stellen:  Welche 
Bedingungen  müssen  erfüllt  sein,  damit  awei  Curven 
tbslieh  sind? 

Nehmen  wir  swel  beliebige  ähnliche  Curven  an,  legen  ihreCoordi* 
oaten-Axen  homolog,  und  stellen  wir  die  Coordinaten  der  erstem 
<iorch  o;,  y,  die  der  letztern  durch  o:',  y',  vor,  so  haben  wir,  wenn 
wir  uns  in  diesen  Curven  zwei  homologe  durch  (or»  y)  und  (a',  yO 
gegebene  Punkte  denken; 

V  ^^ 

^  =c  und  eben  so  —  =«. 

9  ^ 

Ist  demnach  die  Gleichung  der  einen  Curve  y^f{x)^  der 
tiidero  y'^^C^rO;  so  ist 

r-  =  c  oder  -y~r  =<?• 

Dies«  ist  die  Bedingung  der  Aebnllchkeil ,  und  man  sieht ,  das« 
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die  beiden  Fuiilctionan    f  und   9  dieselbe  Form  haben 
müssen,. 

Die  Bedingungen  aber,  die  die  einzelnen  Conffitienten  der 
Veränderlichen  x  und  x^  zu  erfliUen  haben,  finden  sich»  ^;enn 
man  in  ^(ptf)  die  Veränderliche  af-zi^cx  setzt,  die  Funktion  f{x) 
mit  c  mQltiplicirt  und  in  der  Gleichung 

^{cx)'=cf{x) 

die  QoefBcienten  der  gleichen  Potenzen  von  x  •  einander  gleich  set^t, 
X  mag  mit  irgend  welchen  Vorzeichen  versehen  sein ,  oder  nicht, 
z.  B,  mit  trigonometrischen  oder  logarithmischen.  Nur  müssen  die 
den  Vorzeicnen  voranstehenden  CoßfBcieoten ,  wofern  sie  sich  nicht 
unmittelbar  vor  x  setzen,  d.  h  wofern  sie  sich  nicht  unt^r  das 
Vorzeichen  bringen  lassen,  gleichfalls  einander  gleich  gesetzt 
^  werden. 

In  Beziehung  auf  implicite  Funktionen  y  von  x^  die  durch 
eine  Gleichung  zwischen  «  und  x  gep^eben  sind,  ist  Folgendes  zu 
bemerken,  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  von  homologen 
Axen  ausgegangen  wird, 

•  Obschon  die  Auflösung  einer  isolchen  Gleichung  mehrere  Funk* 
tionen  y  von  x  liefert ,  so  stellt  immerhin  Eline  Gleichung  nur  Eine 
Cufve  aar  und  die  verschiedenen  Werthe  von  y  reprasentiren  nur 
verschiedene  Zweige  der  Curve.  Sollen  nun  zwei  Gleichungen  diirch- 
ans  gleich  viele  und  lauter  ähnüthe  Zweige  liefern,  so  kann  diess 
nicht  anders  sein,  als  wenn  beide  für  y  gleichviele  und  durchaus 
Funktionen  von  derselben  Form  (von  x\  darbieten,  und  diess  fia-' 
det  nur  statt,  wenn  auch  beide  Gleichungen  durchaus  dieselbe 
Form  haben.  Die  Aehnlichkeitsbedingungen  werden  sich  hierauf 
dadurch  finden,  dass  man  in  die  Gleichung  swisqben^  ""^J^ 
durchweg  y*  durch  ey  und  x^  durch  ex  ersetzt,  und  die  Coefu- 
cienten  der  gleichen  Potenzen  von  x  und  y  einander  gleich  setzt, 
mit  welchen  sonstigen  Vorzeichen  x  «na  y  auch  behaftet  sein 
mdgen. 

^  Um  flBr  die  vorgelegte  Form  der  Gleichungen  die  möglichst 
kleine  Anzahl  von  Bedingungen  zu  erhalten,  wird  man  vorher 
jede  Gleichung  mit  einer  möglichst  kleinen  Ansahl  von  Coeffici* 
enten^der  Constanten  darstellen. 

So  lässt  sich  z.  B.  die  Gleichung 

ay*+6.r+ca:*=0  einfacher  durch 
y^  +  Ax  +  Äa:*:^0  ausdrückerf. 

Goefficienten  vor  logarithmischen  und  Wurzelgrossen  lassen 
sich  unter  das  Zeichen  bringen. 

So  iSsst  sich 
nlog^«  darstellen  durch  log^r*"  (oder  auch  durch  ^logir)  und 

aVÄTc^  durch  V-rf+ife». 
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Da  dieVerhSltnUszaU  c  unbeatimmt  ist,  so  kann  luan  dieses  c 
venaittelst  einer  der  erhalteneo  Gfeichiingen  eliminiren,  wodurch 
sich  die  Anzahl  der  Bedin^ungsgleichungen  auf  eine  weniger  re- 
dacirt  Dennoch  ist  es  leicht,  c  zu  bestimmen  und  dann  wird  c 
den  linearen  und  c^  den  quadratisch  vergriisserten  Zustand  der 
durch  die  Gleichung  zwischen  x'  find  y*  dargestellten  Curve  be- 
zeiclinen. 

V 

1.  B^spli^l. 
Man  habe  die  Gleichungen 

1)    y*+aa?  +  6a:*=J0  und 

2)    y^'\-  Ax''\-Bx^=^Of  so  ist, 'g'=cy  und  x'zzzcx  seizend, 
c^^^-f  ^ca?-f  A^^^=0,  und  mit  c*  dividirend: 

A  '         '  A 

3f*  +  -^j:+Är*=0,    Die  Vergleichung  mit  1)  gibt  o=— » 

woraus  g=7-  und 
a 

&r:S  als  die  einzige -stattfindende  Bedingung. 

2.  Beispiel. 
Man  habe 

.1)    y==aVh+fx*. 
2)  y'=:A  V B+Ex^,  so  Ut,  wenn  y'=cy  and  x'=cx 

gesetzt  wird,  so  wie  die  vor  dem  Wurzelzeichen  J^tehenden  Coef- 
pcienten  unter  dasselbe  gebracht  werden  r 


— j-  +il*JBa:*;  woraus 

a*o=— j|-»    welches  gibt  c=— w  j- >  und 
a*e=  i<«JS. 

3.  Beispiel. 

1)  y:szaBinbx  +  ecoBfic    und 

2)  y=il8ioAr'+£cosFa;'  geben 
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v^  —  810  Bcx  -t-  —  cos  Fex  und 
c  c 

a=— ',    welche«   sibt    ©=— , 


E 

'-T' 

f=Fc. 

Die  Eliminatioaen  «ber  liefern: 

^ 

X 

*=    a   ' 

aE 

r      ^^ 

. 

■ 

ä                     ^ 

4.   Beispiel. 

1)  y=:a  V"6  +  eco8*/2r» 

2)  y=.4  VÄ>£co8*/V  liefern 


y=  Y  -;;ä"  +  -^  co«  ^«^'=*^;  folglich 
««6  = -3- ,  woraus  c  =  -  Y  y 
«»e=-^odery  =  g. 

f^Fc  oder  r^^^f.    - 

D.  Hat  man  aber  Polarcoordioaten ,  so  nehme  Dian  die  Ax«i 
mit  homologer  Lage  und  als  Anfangspunkt  homologe  Punkte.  Bei 
gleichen  Winkeln  Vy  die  nach  den  homologen  Seiten  der  Axen 
gezählt  werden,   sind  die   beiden  Radii  vectores  r  und  r'  selbst 

r'  ' 

homolog,  und  so  hat  man  —=<;,    bei  demselben  v.    Die  Bedin- 
gungen der  Aeholichkeit  werden  sich  daher  einfach  dadurch  erge* 


* 
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bep,  däas  man  r'  durch  re  ersetzt,  die  beideo  t;  aber  eioander 
gleiek  aiacfatf  ead  im  Uebriffen  ganz  wie  oben  verfXhrt,  während 
aoeb  hier  dieeelbeo  BemerkaDgen  in  Beziehung  auf  die  Vorzei- 
cbea  von  e  and  r'gefien.  Das«  bi^ia  auch  das  Verfahren  fiir 
impljcite  Funktionen  eingeachloasen  ist»  wird  kaum  zn  eriDoern 
nu&iie'seiny  eben  so  wenig  als  dass  beide  Gleichungen  zwischen 
r  oDo  V,  r^  und  v'  durchaus  dieselbe  Form  haben  müssen. 

Hat  man  z.  B. 

r=x-: TT^ und 

öHmev+fcosgv 

,.   _  _  ^_         , 

fo  gehen  diese  zwei  Gleichnngen  nach  obigem  Verfahren  dber  In 


r= 


a 

V 

an4 

f 
sin  et?  +  V 

cpff^rr 

A 

Bc 

-       * 

woraus 

folgt 

jf 

sin  £r -f- D  cos  6*  V 

E=e, 
S-b  ""* 

E.    Ans  dem  Obisen  folgt  >   dass  sich  desto  mehr  Bedioguii- 
^gen  der  Aehnlichkeit  aarstellen,  je  mehr  die  Gleichung  constante 
Coefficienten  hat. 

Jede  Curve  aber  lässt  sich  durch  verschiedene  Gleichuugs- 
forroen  darstellen,  d.  h.  durch  Gleichungen  mit  mehr 'oder  weni- 
ger Constanten;  und  zwar  bietet  die  allgemeinste,  Gleichung  einer 
Cnnre  die  möglich  grusste  Anzahl  von  Constanten  dar,  während 
die  einfachste  Gleichung  die  niOgllch.  kleinste  Anzahl  derselben 
enthält  Geht  man  nemlich  för  eine  vorgelegte  allgemeinste  Glel- 
ehaw  auf  ein  neues  Coordinaten-System  tfber,  dessen  Axen  durch 
I  und  V  repräsentirt  sein  mögen,  so  hat  man,  wenn  die  Coordina- 
ten  des  neuen  Anfyigspunktes  a  und  0  sind,  so  wie  der  Winkel, 
den  die^  Axe  der  %  mit  der  Axe  der  x  macht,  gleich  v  gesetzt 
wlnl, 

x^zn+lcosv — vaiüv, 
y  =  fr  4*  Isinr  -f  vcose . 
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^  Substituirt  man  nair  diese  Werthe  fiir  x  und  y  in  die  allge- 
.  meinste  Gleichang,   so  kann   man  über  die  drei  beiiebiseQ  Grös- 
sen ay  b  und  v  auf  solche  Weise  verfüeen,  dass  im  AllgemeiBte 
drei  CoefBcienten  auf  Null  gebracht  werden.     Daraus  folgt 

1)  dass  zwei  Curven  ähnlich  sein  können,  wenn  auch  die  Form 
Ihrer  Gjeichungen  nicht  dieselbe  ist,  in  welchem  Falle  ihre  Azen 
keine  homologe  Lage  haben; 

2)  dass  nur  dann  die  möglich  kleinste  Anzahl  von  Aehnlich- 
keitsbedingungen  zum  Vorschein  kommt,  wenn  die  Form  der  Glei- 
chungen die  einfachste  ist 

Will  man  daher  die  Aehnlichkeit  zweier  Curven  untersuchen« 
so  versuche  man,  ihren  Gleichungen  durch  Coordinaten- Verwand- 
lung dieselbe  Fdrm  zu  geben,  wobei  zu  bemerken,  dass  maCn  na- 
türlich keineAehnlichkeit  vermuthen  darf,  wenn  die  eine  Gleichung 
transcendent  ist,  die  andere  aber  nicht,  oder  wenn  beide  ungleich 
transcendent  sind. 

^  Will  man  aber  die  möglich  kleinste  Ani^ahl  von  Bedin^ngs- 
gleiehungen  erhalten,  so  sehe  man  jeder  Gleichung  ihre  einfach- 
ste Form  und  stelle  die  Bedingungen  ganz  nach  oben  ansegebe- 
ner  Weise  auf,  oder  noch  besser,  man  nehme  die  Cooroinaten- 
Verwandlung  nur  in  Beziehung  auf  Eine  Curve  vor,  stelle,  wie 
oben,  die  Aehnlichkeitsbedingungen  auf,  wodurch,  wenn  wirklich 
Aehnlichkeit  vorhanden  ist,  eine  homologe  Lage  der  Azen  bezweckt 
nird;  und  eliminire  zuletzt,^  aus  den  erhaltenen  Gleichungen, 
nebst  c,  noch  a,  b  und  v. 

So  enthält  z.  B.  die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelsdinitte 

fünf  Constanten,  woraus  sich  zunächst  fünf  Bedingungsj^leichungen 
ergeben.    Die  Elimination  von  c,   a,  b  und  v  reducirt  sie  aber 
auf  Eine,  woraus  folgt,  dass  im  Allgemeinen  für  die  Kegelschnitte . 
höchstens  Eine  Aehnlichkeitsbedingung  ezistirt 

F.  Interessant  ist  auch  die  Untersuchung  der  Frage:  Welche 
bekannteren  Curven  sind  unbedingt  und  welche  nur  bedingt 
ähnlich? 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  ist  es  unumgänglich >nöthig, 
die  einfachste  Form  der  Gleichungen  zu  wählen. 

1)  Die  Gleichung  der  geraden  Linie  ist 

y=ü,  y=0  oder  cy=0; 
* 
woraus  weder  eine  Bedingungsgleicbung  noch  eine  Bestimmung 
für  "c  hervorgeht.  In  der  That  lässt  sich  die  Gerade  ganz  belie- 
big als  Curve  oder  gebrochene  Gerade  betrachten,  wo^%wei  anein- 
ander stossende  Seiten  einen  Winkel  von  180^  ftit  einander  machen. 
Setzt  man  c=l,  so  sind  beide  Gerade  congruent. 

*  * 

2)  Die  Gleichung  des  Kreises  ist 


IHft 

Ans  der  letztem  ist 

.     Ä«      ,  ,  R       .        R 

tf«-f  aj*=-s- j  jdaher  r=—    und  c=:i— •  . 

Demnach  sind   alle  Kreise  unbedingt  ähnlich,    wie  auch  aus  der 
Eiementargeometrie  bekannt 

3)  Die  Gleichung  der  Parabel  ist 

y^z=2px,    y'*^=:Wa:';     daher 

^«=  —  0:,    p=-    und  c=-. 

Alle  Parabeln  sind  unbedingt  ähnlich. 

4)  Diess  findet  Oberhaupt  filr  aUe  zweigliedrigen  Curven  statt. 
DeoD  habe  ich 

80  ist 

yn^pcm-n^m::^Q    Und    p^Pc^^^, 

% 

iroraus 

in—« 

'S)  Die  Gleichung  der  gemeinen  Cycloide  ist 

a?=rarc(sin,vcrs,  =  |^)- V^ary-^*,     . 

X'  =^RviTc  (siH.  vers.  =  ^  )-  V2/2^'-y'« ; 

wo  r  und  Ä  die  Radii  der  Erzeugungskreise  bedeuten.    Aus  der 
xweiten  Gleichung  folgt : 


. jr=  -  arc  (sin .  vers  •  =  "^ )-  \  V  ^ " * 

Diese  Gleichung  fällt  mit  der  ersten  zusammen ,    wenn  man  -setzt 

R  R 

r=^  — >   worauf  c=^' 

Demnach  sind  alle  gemeinen  Cycloiden  ähnlich. 

6)  Anders  verhSH  es  sich  mit  der  Ellipse  und  Hyperbel.  Ihre 
Gleichung  in  Polar-Coordinaten  ist: 
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r=—^—      r'=       ^        • 
J+ccosr*        .  1+jEco8»* 


woraos 


r  = 


R 

c 


]  +Eeosv 


M  Kr 

»    p=— *  oder  c=:— und  e^zE. 


2  1^** 


Zwei  Ellipsen  oder  Hyperbeln  sind  also  nur  dann  ähnlich,  wenn 
ihre  Excentricit&ten  gleich  sind* 

Will  man  auf  die  Azen  flbergehen^  so  hat  man 

|i=±fl(l-e«),  P^±A(L-E^; 

woraus  man  ableitet  ^=ca  und  B:=zcb,  und  wenn  man  e  eliminirt: 

A:a=Bid, 

G.    Will  man  aber  eine  Curve  construiren,  die  einer  gegebe- 

nen  ähnlich  ist,  so  kann  man  ^ich  entweder  vorsetzen: 

-- » 

1)  die  neue  Curve  um  ein  gegebenes  Vielfaches  vei«rGes«rt 
oder  verkleinert  darzustellen.  In  diesem  Fall  muss  man  aerVer- 
hfiltnisszahl  c  den  bestimmten  Vergrosserungswerth  zuweisen,  die 
neue  Gleichung  in  derselben  Form»  nur  mit  unbestimmten* Coeffi- 
cienten,  hinschreiben,  und  diese  letzteren  vermittelst  obiger  Bedin* 

g^ngsgleichungen  -bestimmen.    Oder  * 

« 

2)  kann  man  sich  vorsetzen ,  irgend  einen  oder  vielleicht  meh- 
reren Coefficienten  einer  bestimmten  Zahl,  z.B.  der  Einheit  gleich 
zu  bringen,  wo  dann  c  erst  einen  dieser  Bedingung  entsprechne- 
den  Wtrth  erhalten  wird. 

Habe  ich  z.  B. 


so  setze   ich 


Ans  1)  habe  ich 


y= 


fi 


V"6  +  e  i^fa:^  ' 


y= 


V»  +  £tgFar'*  ' 


und  aus  2): 


y=  - 


SfFZT 


igfit^ 
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irelcbes  liefert 


Hier  kann  man  nun .  entweder  ■  F  oder  S  oder  iE;  oder  zugleich 
B  and  J,  E  und  yl,  nicht  aber  B  Und  £  der  Einheit  gleich 
tetzen.    Setzt  man  If=A=:l,  so  ist 

c=r ;    E=zx  und  F^t;^. 

H.  Alles,  was  Aber  die  Aehnlichkeii  der  Cur?en  hi  der  Ebene 
eesagt  worden  ist,  lässt  sich  mit  Leichtigkeit  auch  auf  die  Aehn- 
uchkeft  der  Flächen,  der  Körper  und  der  Cnrven  im  Räume  aos- 
dehoen ,  nor  ist  zh  bemerken ,  ^  dass ,  wenn  die  Bemerkungen  in 
£.  auf  den  Raum  Obertragen  werden^  man  nicht  bloss  über  drei, 
soadem  Ober  sechs  beliebige  Constanten  der  Coordinaten-Verwand- 
Ifmf  frei  verfugen  kann,  woraus  sich  die  Folgerung  ?on' selbst 
^n^iL  Auch  hier  haben  die  homologen  Coordinaten  homologer 
Paukte  da^  constante  Verhältniss  c.  Habe  ich  z.  B.  zwei  Curven 
des  Raumes ,  die  durch  folgende  Gleichungen  dargestellt  werden : 

ODd 

3f'=Ax'  +  Ba:'^,     2' =?  Ar' +  For'« ; 

so  se^e  ich 

y'  =  tif'^  1' =cz  uftd  x'  =  cx 

und  habe  dann 

y  =  Ax  +  Bcx^9     z  =  Ex  +  Fct* 

and  folglich 

41  =  ^;  e=:E;  b=Bc  und /*=  Fe. 

I.  Sind  zwei  Differentialgleichungen  gegeben,  und  Ich 'will 
ontersuchen ,  ob  sie  ähnliche  Curven  hefern ,  so  kann  ich  bei  un- 
^leicber  Form  nicht  auf  die  Nichtexistenz  der  Aehnlichkeit  schlies- 
sen,  weil  eine  und  dieselbe  Urgleichung  sehr  verschiedene  Diffe- 
rentiale von  jeder  Ordnung  haben  kann  «und  demnach  die  Mog- 
licbkeit  vorhanden  ist,  dass  zwei  verschiedene  Differentialgleichun- 
gen dieselben  Integrale  aufweisen  künnen. 

Aliein  wenn  zwei  Differentialgleichungen  von  derselben  Form 
(also  nur  mit  verschiedenen  (konstanten)  vorhanden  sind,    so  ist 
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gewiss,  dass  sie  auch  Integrale  von  gleicher  Form  liefero,,  welche 
ir  die  Gurven  •  Aehnlichkeit  bloss  noch  die  oben  angegebenen 
Bedin^neeo  in  ihren  Coefficienten  su  erfiilten  haben.  Diese  Aehn 
lichkeit  oder  Unähnlichkeit  lässt  sich  jedoch  schon  aus  den  con^ 
stauten  Coeflicienten  der  Differentialgleichungen  selbst  absehen, 
Indem  man  setzt : 

8y  =  c8y;  8jr'  =  c3j*; 
•0^'=c8^;  o*a;'=c8*ar;  (woraus  noch  folgt): 


da:     SdP*     dx'*     cSx 

V 

und  hierauf  die  CoefBeienten  derselben  Differentiale  oder  der^l* 
ben  Potenzen  der  Veränderlichen  mit  einander  vergleicht. 

Hat  man  ferner  nur  Eine  Differentialglelchnn^,  so  kann  man 
vermittelst  obiger  Methode  eine  andere  Dlfferentialgleickune  dar- 
stellen, welche  eine  der  obieen  Ctirve  ähnliche  Curve  liefert. 
Hiebe!  schreibt  man  sich  'eine  Differentialgleichung  von  derselben 
Form,  nur  mit  unbestimmten  constanten  Coefficienten,  hin,  setzt 
^z=cy,  x*=ca:f  djfV=3^x  u.  s.  w.  und  macht  die  betreffenden 
lüoefficienten  beider  Gleichungen  einander  gleich.  Man  kann  hie- 
mit  den  Zweck  verbinden ,  eihe  der  Constanten  einem  bestimmten 
Werth  z.  B.  der  Einheit  gleich  zu  machen.  Hat  man  hierauf  das 
Integral  gefunden  ty'=/(xO  9   so  ist 

yr=z-f{cx). 
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ITote  8ur  l'intesrale  d^flnie 

-2r  Cos«  +  r»)  Co«  nxdx. 


r  '^- 


Par 

D.  Biereüs  de  Haan 

Doctear  hM  fciencei  i  Derenter. 


1.  Od  a  fait  plusieurs  fois  la  remaroue,  qoe  plus  uue  integrale 
d^fioie  coDtieot  de  constantes,  plus  eile  peut  dooner  lieu  g^n^ra- 
l^ent  k  d'aatres  intägrales  definies,  ooii-seulement  en  les  spi&cia- 
lisaot,  mais  aortout  par  Tapplication  des  th^or^mes  plus  on  moins 
e^D^nuix  de  cette  branche  ae  I  analyse.  Moh  but  est  de  traiter 
de  cette  manUre  Tinti^grale  mentioDDäe  ci-dessus,  qui  en  foumira 
plosieors  autres,  a  ce  que  je  crois  DOuveHes. 

Cette  integrale  di^nnie: 


/ 


1f(l— 2rCo8a:  +  r*)Cos«arar=— «~  (1) 


o    - 


2rCosar+r«)8a:=:0  (2;, 


[ou  dans    la  premi^re   n>0...(a)  et  partout -|- l^r^ — i***(^)] 

bien  coDDue,  se  trouve  entre  autres  dans  les  Beiträge  zur 
Theorie  bestimmter  Inteerale  du  Prof.  Dr.  O.Schlo- 
milch,  page  34.  Nr^  [10]  et  [lll. 

Commengons  par  la  constance  r,  et  diffV^rehtions    par  rapport 
i  eile,  ü  vient 

J    l-JrCo«x-t-r«<^'"'^=  -"^'J     l-2rCo^.i^^^=^' 

t  O 

Theil  Xlll.  13 
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CosRarSa;=:0...(a)....,  I  ^  3j:^»...(b) 


1= 


Cosit:rdar 


-  l-r«  / 


2rCosa:+r* 
1— 2rCo8X+r* 


=  j3j3(-r)(-«i-»)=j:; 


r» 


(3) 


/»Co8mrCoga;8x      1  /'"2r— (— 2CoBJ:+2r)  ^         ;. 

o       *  o 

=  2  ]T=^  r-(— «I— .»)}  =  g.  j::r5r--» ,  (4) 


/"i=^ 


dx 


2rCo8a:+r« 


/v 


2r  Cos  jr+r* 

« 

La  fotmule  Co8(ft— l)a;=Go8ita:Coar  +  *Stnna;Siiij;...(c) 
donoe  par  i*application  ä  (3)  et  (4) 


/ 


l-2rCo8:r+7ä  -  \=^  ""2  '  1-r«  »*     -ip*     '      CO 


Les  forniuie8   (3),  (5)  et  (7)  sont  respectivemeDt  les  m^mes 

2ue  Prof.  Schlu milch  a  tronv^es  1.  c.  formules  [7]»  [22]  et  [121. 
!ette  coincidence  resulte  des  proprii^t^s  des  s^ries ,  dont  il  ä  fait 
usage  pour  parvenir  k  ces  inti^gralea,  d'^tre  les  unes  les  d^m^es 
des  autres  par  rapport  ^  r,  ou  du  raoins,  de  pouvoir  ^tre  traos- 
form^es  ais^roent  pour  ce  but. 

II  y  a  de  plus   ä  observer,  que  les  ioti^erales  (5)  et  (6)  aa- 
ralent  4X6  trouv^es  par  la  Substitution  de  n=0  et  ii=:I  daDsTin- 

legrale  (3)«  qui  jouit  ainsi  de  la  condition  ^  n  ^X)...«(7)- 

2.  Quant  k  llntegration  par  rapport  ä  r  il  convient  de  faire 
usage  des  formules  suirantea: 
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1     .     .      riSinj;        ... 


y*      !■-%  i  ,l—2rCosx+r*     Cosjf  rSipj; 


doot  la  somme  et  la  diflijrence  donnent 


1+r*      ,    .  .,  Cosx    .     ^      rSiiur 


Ell  appliouaDt  la  formule  (d)  a  (5)  et  (6),  et  (e)  4  (6)  [puisque 
Tiipplication  de  (e)  ä  (S)  coincule  avec  .celle  de  (a)  ä  (6),  Gomme 
il  est  aisi^  de  voir]  on  obtient  ä  l-aide  de  la  transportation  des 
foDctibns  60U8  les  signes  d'int^gration  dans  les  intägraies  double«, 
qnl  en  räsultent, 

o 

0 

et 

^    llr  +  2Arctg^;^^^^^.-^-}Cosscdx  =  nJ^^9r 

<jui  donne  k  Taide  de  (a) 

o 

La  diffi^reoce  de  (8)  et  (10)  donne 

o 

Les  formules  (d)  et  (e)  dooneot  de  cette  maoi^re  pour  Tiot^grale  (1) 

0 

13* 
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rSiojr      Cosx' 


f\h  +2 Arctg  j^^^ .  gj^]sm««Sio^ 


u 


,  paisqiie  /      Siti  iutSid  xdx=ü ....  (g) : 


7  "^"'*er^^S'""**'«»^^=f(^t  +  S)  -^'^^ 

o 

Aumoyeo  de  la  formuleSin(M-|-l)a:=:Siofia:Cosjr-|-Cos»ij:SiD^  (h) 

on  a  par  les  integrales  (t2)  et  (13)  ä  Faide  de  la  sulistitotioa  de 
it-fl  au  liea  den  dans  (12): 


Enfin  on  obtient  par  Tapplication  de  la  forinule  (Q  anz  integrale« 
(4)  et  (7)  au  moyen  de  la  m^nie  m^thode  que  ci-desau« 

r\lT-l[\ -2rCoM:+r«)]  Sin  wa:Sinj:8x=|  fli-^-r^-^ 


—  2V«— l-^+l/' 
d'oü  k  cauae  de  (g)  et  de  /     Co8ita:Cosard:r=:0....0 

y     /(l— 2rCosa:  fr«)  Cos  war  Cos  ar8;i=—  5  ^^^  +  ^l^)    (18) 
/"'/(t-2rCo8j:+r»)Sinna:Sin«ax  =  |^~  -  ^*Y  (IQ 

O 

L'application  de  la  forroule  (  f )  aux  integrales  (3)''et  (5)  reprodui- 
rait  les  integrales  (1)  et  (2)..  -  I/int^grale  (11)  rentre  dans  (12) 
pour  n=l. 

Les  deux  demidres  integrales  auraieut  po  etre  caleulees  au 
moyen  de  Tlntegrale  (1)  k  l'aide  des  forroules  comiues   • 
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2CosiixCosa:  =  Cos(ji— l)a?  +  Coß(n+1;a:...(k) 
et  2SlniurSina:=Cos(n-l)ar-Ces(ii  +  l)a:...(l) 

comine  aus^i  les  int^gralea  (4)  et  (7)  au  moyen  de  (3);  de  m^me 
oo  troQverait  les  integrales  (13)  et  (U)  au  moyeo  de  (12)  par  les 
fonniiies  anologues 

2  Sin  narCoBX = Sin  (n  +  l)x + Sin  (n  -  i)x...  (m) 
et  2CosnarSina:=Sin(«+l)ar— Sin(n— l)ar...(n). 

De  ces  diyerses  intäerales  les  (8)  et  (10)  se  tfouvent  chez 
Prof.  Seh  15  mit  eh  I.  c.  form.  [3y  et  [14],  la  derniere  pour  une 
'  nüsoD  semblable  k  ceile  mentionnöe  pour  nos  integrales  (3),  (5) 
et  (7). 

On  a  ici  partout  la  condition    it>0...(a). 

3.  Fassons  ä  la  constante  n ,  et  commen^ons  par  la  differen- 
tiation  par  rapport  k  n.  A  dause  de  ia  conformite  entre  les  va- 
lenrs  des  integrales  (1)  et  (12),  on  peut  les  combiner:  on  obtient 
alora: 

_ /*''/(|  _2rCosa;+r»)Cos«ajSj^ 

^  P" ,  rSina:     o.        »i  .1 

=  +iJ     Arctg,:::;^3^Sin*cai:=«r--, 

.+  r^lil-  2r  Co'sa:  +  r«)i  Sin  rurdx 


=+2y     Arctg  ^_^^^  .xCosna:ax=:Äf-— ^a-, 
+ /^*/(  1  — 2rCoiur  +  r*)a:'Co8»Mrfljf 

- /^*/<t  —  arCoajr+r*)  j:»Sin>ur8ar 

—  f^'lil  -  a^  Cos  .t  +  r«)  .T*  Cos  nxdüL 

«>  /*''  .  rSina:    ^  -^.        ^ 

=  +  2/'   Arctg  j3j^jT^.r*Sini«r8x. 
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(«/r)4_4(iifr)«(itfr- 3)'-5U.4(iiA— 1) 
=«i- -i 

.    etc.  etc.  etc. 


d'oü  se  deduUent  alsömetit  lea  formales  gi^nentle«  ponr  jy^^O  et 
entier  (S): 

flil  — SrCosor  +  r^x^Coa  nxBx 

o 


/_1\p+i-ni  (2.3....2p(l— iifr)+».6....^>(3- 

-      JLn        i       +6-7....2p(5-i»fr)(nfr)«+. 

(  ....+^(2p-l— fiÄ-)(iifr)«P'-« 


[3.3....2p  (I— «fr)  +Z.i....^»ß-4Ur)(nlr)ß] 

h 

•«+(«fr)V 

(-l)P+t«T"ZlC2y+l)r  -   3-«fr  S-nfr 

= ^iäi+i |^(l-«fr)+  -23"^"*^^  +2X4:5^"*^)  + - 


•"+     ii;2p)     ^"*^      +/X2p+l)J 

_  (-.l)H-in»» JX2;?  f  1)  r,     «fr     (wfr)«     (Hfr)» 
~"  n*l'+»  L        1    ■*■    1.2  ~  13 

(wfr)*        (»fr)»  (nfr)^P-»        (iifr)»n 

■*■  2.3.4  —  2.3.4.5  ^ iT(2p)      "*"  J^»+I)J 

_(_jöif+W^IX^+l)  •%«!'  (-nfr)«        .„    .  ,„ 
;3FF1 „^„  I^SJI) '      (17  et  18) 

i 

884-3  /    Arctg  I  ^^  p 0:^+^  CoBfucBx 

/    l^•«^  (2.3...(2^  +  l)(nfr-l)+4.5...(2p  +  l)(nfr-3)(iifr)*] 
=  ~ yrr  i  +e.r...(2p+l)(nfr-.6)(i.fr)t+... 

"  l  ...  +  (itfr— 2/>-l)(«fr)«P  -1 

-  ;iäFF5  ^„     r(a  + 1)        ^*^***^ 

II  rösulte  de  Ja  cosformiM  eotre  Im  valeun  des  integrales  (13) 
et  (16),  (14)  et  (IQ)  respectivemeut,  qui  depend  seulement  de  celle 
entre  (l)  et  (12),  qu'on  ait  en  se  servant  des  formales  (k)  k  (0) 

+2 /^"/(l— 2r  rosa:  +  t^)Coans;CoBx8x 
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=  -y     ^"^*8  t  -rCoao;  Sin«xCo8x8x 

O 

= /^ '/(!  -  2r  Cos  ;ir  +  r«)  Cos  (n  - 1)  araor 
+  /*"/(! —2  r  Cos  ;r  +  r«)  Cos  (n  + 1)  a?ar , 

+2/     /(l— 2rCosa:+r»)SlDn.rSinxaar 

s  /*.«  rSiodr 

=  +  4 1      Arctg  ^_y^      Cos  iMT  Sin  xSj: 

o 

=y   "/(l -.2rCo8jr+r»)Cos(« -l).Taa: 


o 


— /^''/(l  — 2rC6sar  +  r«)Cos(ii  +  l)a?8a:. 


Si dooc OD  diflWrentie les  premiers  membres  de  cesi^quatioDS par 
nipport  i  n»  le  r^sultat  poarra  se  d^duire  des  formales  (17)  et  (19) 
cn  y  faisaat  successivenient  n  ^gal  ä  ri-r-l  et  äit-f-l;  tandis  que 
leDooTeaa  factear  Cos  o:  ou  Sin  o;,  ne  contenant  pas  de  it,  la  forme' 
<ic8  int^erales  alles -m^mes  sera  cetle  des  integrales  (17  et  18), 
(19  et  20)  saaf  le  facteur  Coso;  ou  Sinor,  qui  s'y  est  iotroduit. 
Aiosi^  00  am'a,  en  faisant  attention  au  xbangemeot  de  signe,  in- 
tredttit  par  la  difförentiation ,  apr^s  uoe  rednction  faeile: 

(21  et  22)  -     , 

fl  (l — 2r  Cosar-+  r*)  a:^P  Cos  nx  Cös  xBx 

o 

l  ^        '■^'«'t-(»-l)fr)f 

^         '       ^  i  r»         «=«y  {-(n  +  l)fr)« 

l  +  (n  +  l)«F+».f„         IXä+1) 

(23  et  24) 

O 

=  2  /     Arctg  1 TS — ^-  a:*l»+  *  Oos  nx  Cos  arflo? 

^7  **  1 — rCosa:  ^ 
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(r^l)i'+W»-*.n:2p+2)  ]      (« — !)*+•  »=o  r(flr+ 1) 

+  (H+i)«i'+»i^        r(«+i) 


o 


(«S  et  26) 
7(1  — 2rCo8j-  +  r«)arVSio«:cSina:8a: 


= 2  /     Arotff  1 7i .'r*P  Cos  Ar  Sin  üpSo: 

o 

1  '-JP  \-kn-r\)fr^ 

(n  -  1)«P+»  <p=o       IXo  +  1) 

~  (n+l)»H-i^„         r(o  +  l) 

(27  et  28) 
C  /(l-2»-Co8ar+ra)^«P+MCosiu?Sinaraar 

o 

*5  -  2y  "Arctg  -j^^JJ^a^+iSinnarSin  a^x 
__  (— l)«'?H*-^r(^-t-2  )     (n  -  1)«H^»  ^o  A«  + 1) 


r«         ^v+ij_(„-|.l)frj.|. 


(n  +  l)*i'+».ro  |r(o  + 1) 

\ 

4.  Eq  differentiant  les  formnies  (3)  et  (4)  par  rapport  ä  x, 
on  obtient,  en  observant  la  conformM  des  ralears^de  ces  inte- 
grales  quant  ä  cette  constaote: 

.     /*"     Sinn^a«         _   2r      P'Coanxdx _. 

"V     1-är  Co«fc+r«  •'^  ~  1— r V     l-ärCo*c+r»*^'"* 

D  O 


l-r« 


1-r» 


»•"(fr) 


9 
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0  o 


-  l^r-(fr)». 


d'oü  ion  coociul  g^n^aleroent; 


/*    CoanxSx       _        ^    ^^       jt         ,.  ,„  ^^^^ 

l-2rCo,x+fS^=(-*)>n:pr(fr)'^.  (29) 

/V-^^*^Sinx=(-l).f,--(fr)'..  (31, 

0 

0 

V 

Au  contraire  en  multipllant  de  part  et  d^autre  simplement  par 
dn,  e(  en  integrant  par  rapport  k  n,  on  trouve 

/^     SiDiur8a? .     1 
1— 2rCosar+r«  x 
o 

Q  ^  - 

p 

/»     Cosnar8j?        1 
l-2rCo8x+r*  ^ 
o 

2r       /*«     Slnnj?3ar       Sinjr_     «        r" 

"^     l-2rCosj:+r«  ar« 
o 

2r       /*^     Cosnjr  8ar        Siiu; «        y* 

=  +r3;sy     l-2rCofl5+r»    «•  '^l-»*  (fr)" 

o 

Ainsi  on  a  les  rermules  genörales: 
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/ 


Jt 


2rCosa:+r«    a:*J» 


2  (fr)*P* 


(36) 


(36) 


Oh  döduit  des  integrales  (4)  et  (7;  Ja  relation 

I  - 

'"     CoanxBx      ^  1+r*    /**     Siimar&r 


1-S 


2rCosa:+r» 


^  1+r«    /*«     Si 


2rCosa?+r» 


8iiu?, 


dont  on  conclut»  paisque  leur  rapport  est  ind^pendant  de  n,  qoe 
la  dilKrentiatioii  et  J'int^gration  par  rapport  ä  la  constantei«  de 
cette  iot^grale  (4)  nous  four'ntront  les  suivantes: 


/ 

o 

/ 


»(fr)«F,        (37) 


■)*+»    (38) 


/'«    C 
1- 


2rCosa;+r*    «*<• 


2  1—»*  (fr)«!» 


(39) 


/»     Siii>u;9a;        Com?  _^     ."  .  j  it  14r*  ^  ^ 


De  cesinMgtales  toates  sont  soomises  k  la  condition  ii>0  (a) 
excepMes  les  (29)  et  (30),  qui  jouwsent  de  la  condition  it  ^0~..  (y) 
ä  cause  de  la  formule  (3)  dont  elles  sont  d^duites.  De  m4me  on 
a  partout  p-=:0  et  entiet  (S).  De  plus  la  condition  l=r^.— 1(^ 
se  change  dans  les  integrales  (17)  a  (40)  dans  la  suivante 
l_.r-.....0(e)»  puisqoeles  valeurs  de  toutes  ces  inii^grales  sont  des 

fonctions  (k)  et  ainsi  valent  seulenient  pour  des  valears  positives 
de  r. 


Les  int^rales  (17)  k  (40)  se  diTisent  naturellement  en  qnatrss 
groupes,  savoir: 
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17,  19,    21,    23,    25    et    27 

18,  20,    H    24,    26    et    28 


29,  32,    33,    36,    37    et    39 

30,  81*    34,    38,    38    et    40 


doot  les  deuz  deroiers  groupea  surtout  sont  aa»ez  simples* 

5,  Aprto  avoir  vvt  de  noaveaii  la  fertilit«^  de  ces  principauz 
tb^r^mes,  la  diff^reDtiatioo  et  riot^gration  par  rapport  k  une 
coDstaote  Sons  le  signed'int^eration  d<(finie,  passons  k  Fusage  d'une 
propriöti^  carieose,  dont  jouissent  les  fonctions 

Kl-itCoBX + »*) ,  (l-2rCo&r  +  r«)-i  9t  Arctg  j^^       . 

et  4|Qi  Doos  servira,  oon-  seulement  k  obtenir  auelqaeB  nouvelles 
bt^iprales,  oiais  avasi  ä  rMuire  la  llmite  de  qucnquea  ooes  de  nos 
integrales  n  k  aon  double;  moyennant  quelque  restrictioii  k  l'i^gard 
des  eonstantes. 

PrenoDS  k  ce  bat  r  successivement  positif  et  nögatif  et  fal« 
8008  r*=:p..— •({);  de  sorte  qur  pour  cette  nouvelle  constante  la 
cooditioo  ^)  devieDoe 


l=eio...-..(i|J. 


Oq  obtient  alors 


(o) 
/(l-2rCo»j:+r«)  +  /a+2rCosa:  +  r«)=/[(l+r«)*-(2rCo8ar)«] 

==/[l+r*-.2r*(2Co8«ar— l)]=/(l-2r«Co82a:+r*)=:/(l— 2^Cos23r+^*), 
l-2rCosx+f«+  l+2rCo8;r  +  r«""^  (l+r«)«-(2rCosJ:)» 

1  I  4rCo8ar 


1— arCo8a?+T*""  l  +  SrCosar  +  r»"  (1  +r«)^(2rC<WM:)* 

4rCo8« 


1— 2(?Co84a:+^*' 


(q) 
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« 

V 

rSina?  rSip;r 

.     .      rSinx     .    .     ^  . — rSio^r        .     ^    1— rCoiw:      TfrCösx 
^"^^l— KW  +  ^'^*S^l  +  rCoii=  ^*8       ,   .      r'Sin'^t     " 

= ^™*  l-r^C«8«x-Sio«7)  =  ^«*«  l-«Co8i«  •         W 

rSiDJ?  rSipjr 

rSinj:  »    ^    —rSinjr        .     ^    1 — rCoaa:^  1+rCosa: 


l-r»Co«*j: 


ärSinx 

On  voit  de  suite  aue  ces  transformatioiiB  oe  sont  pas  appli- 
cables aux  int^^ales  (l7)  ä  (40),  puisque  leurs  valenra  ^tant  des 
fonctiona  de  (fr),  ne  valent  parsaite  que  poor  r  positif.  Occupons- 
noiia  donc  des  inti^rales  (1)  ä  (16)  et  premi^rement  quant  au 
changement  des  integrales  elles  m^me.  U  fiiot  observer,  que  par- 
tout, oü  dans  les  Taleurs  de  ces  integrales  r  est  6lmY6  iunepais* 
sance,  fonction  de  n,  ii  faut  distinguer  les  cas  de  it  pair  et  im- 
pair  ou  egal  k  2m  et.  ä  2m — 1.  '        '         , 

(1)  donne  par  (o),  pottr«ii=2m-^l: 

V 

/*''l(l-2^Cos2x+^*)Cos(am— l)jrÖ*=:0;  (41) 

(2)  donne  par  (o) : 


/^''/(l—2eCo82a: + q^x  =0,  (42) 


qui»  an  food,  ne  diff^re  pas  de  (2); 
(3)    donne  par  (p)  pour  ii=2m  —  1: 


/''Cos(2m-^)x8«_ 
l-2^Cos2ar+e«-"*  <*^> 


0 

(3).   donne  par  (9)  et  (4)  par  (p)  pour  n==:S 
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(4)  doone  pour  11  =  21«— 1,  par  rapplicatiop  auccesslve  de  (p) 
et  de  (q): 

/»  Coa  (2in~  1)j?  .  Cos  xdx n  p-  .^. 

o 

/»  Cos  (2»!  —  l)a; .  Co8*  x  dx .^-,. 

o 
d'oü  a  canse  de  SCos^x— l==Cos2ar  par  (43/: 

/»  Co8(2m  —  l)a?  Co«  2j:  8j:  _ ..  . - 

l-2^Co«2^  +  ^«      ~ü;  ^4/; 

0 

(5)  donne  par  (9): 

/^         Coaa:  8x ^  .^ 

1— 2pCoH2a:  +  ^«~"'  ^"^^ 

o  -  -        . 

(7)    donne  par  (p)  pour  n=2m  et  ii=2iii— 1,  et  par  (9)  pour 
ii=*iMi-:-l,  succeasivement : 

o 

/"Sin(2m^l)arSinj;8j?     «    g^  .-„, 


o 


d'o« 


/»  Sin  (2m—  l)j? Sliij;  CoaarS ar  _  ^ 
l-2^Co82ar  +  i?«  ""    ' 

o 

/«  Sin  (2iif— par  Sin2j:  8j;  __^  .^j. 

X—  2  9Co82a;  +  ^*     ^  ' 


L'appiication  de  ia  formüle  (r;  k  (8),  (9)  et  (10)  nous  fonmit 
Im  iot^gralea  soivantes: 


/n  pSin2^         öx       fi 


>       - 


(82) 


/"a^I^&-^^=-"<>-'>'      (^ 
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^«*8r-7(^^-sni^=o-  (5*) 

O 

De  m^me  (12}  (13)  et  (14)  donneot  par  (r)  pour  n=2mei 
n=2m — 1  succesivenient: 

^^*«  I=:^C5i2S  S«2m;raa;=««jj  ,  (65) 

o 

/'^  ,  pSin2ar 

A^<^^8  llpCo82a:^'°^"'-^)  :r8a:=0  ,  (56) 

0 

/pSin2:r 
^'*^*8  ilpCo82ar  Sm2iii:c(^8arSa?=0,  (57) 


Arctg  j;::^|jj^  Cos2marSinaraa:=0, 


(59) 


/'^-*«T!^<^<>-(2«-l)-Si„.8.=-^£j-^)  (60, 

Si  Ton  fait  le  mdme  asage  de  (s)  pour  les  iut^graies  (8),  (9) 
et  (10)»  et»  en  prenant  succeasivemeiit  ii=2m  et  n=2m— 1  de 
möroepour  les  integrale«  (12),  (13)  et  (14),  on  obtient:  ' 

Arctg-j3^,-^^r=  «r/ j-p,  (6|) 

o 

/^.     ^  2 r  Sind:  Cos  0:00?      ^ 
Arctg   ^_^     Sm^-=°-  (Ö2) 


Z"^.     .   2rSino;Co««xSo:        ..l+r 


(63) 


Aretg  j_ya-  Sip2iiu?0or=:O,  (64) 

/^.     .  2rSinor  „.   _  ^»         r««^.! 

Arctg:-y^^^-Sin(2m-l)a:Sa:=Ä^^^  (66) 


^  » 
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• 

y'AFCtg^f— ^Sin(2m-l)arCo«aa«=s(r,  («7) 

O 


/"  Arctg^j^^  Co»  (am  —  1)«  SIiia:8x =0 


m 


L'application  de  la  formnle  (o)  auz  integrales  (15)  et  (16)  donne 
respectirement  pour  n=2metn=2i/t — 1: 

/*'/(! -2^Co82ar  +  ^«)Coa2iii^Co8a:aar=0,  (70) 

/*  "/(l -2^  Co82:r  +  e*)  Sin  ^ima- Sin  a:8ar=0}-         (71> 


y**/(l-2^082j?+^«)Cos(2m-l)arCo8ar8ar=— J(^^+  ^£)  (72) 

0  •  • 

y*''/(l-2^082ar + ^«)Sin(2m  -  l)a:Sin ^3^=— |(~ri — ^)-  (^3) 

0 

Dana  tontea  ces  integrales  (41)  k  (73)  on  a  m>0«  exceptäe  Fin- 
t^grale  (44),  qoi  vaut  encore  povr  m^O,  comme  le  d^montre  l'in- 
t^grale  (48). 

Les  integrales  (52)  k  (60)  et  (61)  k  (661))  forment  dem  nou- 
reaoz  gronpes  diverses  de  ceiui ,  que  composenl  les  integrales  (8) 
i  (14)  en  ce  que  les  fonctions  sous  le  signe  Arctg  y  sont  diffe- 
rente«. 

* 

6.  Nous  avons  observe  qae  ces  memes  tr^nsformations  peo- 
▼ent  servir  a  ehanger  les  linittes  de  quelques  unes  entne  les  inte- 
gral^  (I)  k  (16);  effectuons  ce  changement,  en  faisant  partout 
tf=2jr  (B),  ce  qui  reduit  les  limites  de  x,0  et  n,  pour  y  kO  et 
2  fr.  n  est  clair  que  ce  changement  ne  peut  avoir  heu  que  pour 
des  valenrs  paires  de  n  ou  egales  k  2m, 

Alors  (1)  donne  par  (o) 

-      /  ^'/a— 2#Co8y.+^'>>Co8»ny8y=-2»^,         (74) 


(3)  par  (p) 


/ 
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\ 


et  (4;  par  (q) 

d'oü,  puisque  Co82jrr=2Cos<j;=l«  ä  Faide  de  Tinti^grale  (74) 

0 

Enfin  rint^grale  (7)  donne,  par  rapplication  de  (q) 

/^^Sin  2  WUT  Sin  ar  CosxBx  «»-iJ. 

J        l^iQCos2a;  +  Q^     —""^       4r  " 

Los  integrales  (42),  (53)  et  (55),  trouvöes  dans  le  Par^raphe 
miei^at,  noait  offreot  eocore  pour  ootre  biit  actoel  les  süiTantes: 

/**''/(l-2JCo«y  +  ^«)ay=0.  ,      (78) 

^"'^gl-VCoV    Sin/  gy— g»ni-g).     (79) 

o 


o 


L'intiigrale  (74)  donne  au  nioyen  des  fonnnies  (h)  et  (i). 
y* '"/(l-2^Co8y+ j»)Co8myCo8yay=-«(£j'  +  ^)    (81) 


y* "'/(l-2(.Co8y+^«)Sio my Siny^=  -  n  (^l-^^)-  (82) 

0 

I 

De  m^roe  i'integrale  (81)  iious  fournit,  &  qause  des  forma- 
les (m)  et  (n^ : 

II  s'ensuit  que  la  ralear  de  ces  inti^grales  prises  entre  les  li- 
inites  0  et  2n;  est  pn^cis^ment  la  double  de  la  valenr  des  mtoes 
integrales  prises  entre  les  limites  0  et  »,  savoir: 
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Iw  »lägTales  (74),  (75),  (76),  (77),  (78),  (80),  (81),  82,  (83)  et  (84) 
respectirement  de  (l),  (3),  (4),  (7),  C2),  (12),  (16),  (16),  (13)  et  ßA). 

Qiiaiit  k  rint^grale  (79)  on  y^rifie  cette  m^me  propri4t^  en  pre- 
Btnt  la  somme  des  integrales  (8)  et  (9). 

Du  reste  cette  propriettf  de  ees  int^grale^  dopend  uniquement 
de  ce  qa  eile  ait  Heu  pour  les  integrales  (1)  et  (74) ,-  car  ce  chan- 
eement  de  limHes  n'alt^re  aucuuement  IVquation  (a),  k  Taide  de 
hqoe^le  les  autres  integrales  C2),  (3),  (4),  (7),  et  (12)  a  (16)  sont  de- 
»wes  de  I integrale  <l)  comme  nous  lavons  montre  an  6. 1,  sans 
«itre  restrictioil  ii  Tegard  de  la  valeur  de  r  que  la  conditioii  (ß), 
qni  cumprend  celle  (tj)  comme  cas  particulier.  Alnsi  nous  pou- 
▼008  condore,  puisqqe  poor  ce  roeme  changement  de  limites  la 
Taleor  de  Tintegrale  (6)  est  donbiee  ailssi ,  que  les  integrales  "re 
stanttM  (5),  (8),  (9)  et  (10)  devront  jonlr  de  la  meme  propriete, 
de  Sorte  que  I  on  doive  avoir':  "^ 


/ 


1 — a^Cosy + ^  ~  r=^  •  (~) 


-/ 


2n 


*"*r=f&^=''iä'        «I«) 


/•"  A-«!^,  ^=-*'-.v. 


(87) 


Od  a  ainst  pour  toutes  ces  fonctioos  la  relation 

(p{£fix^^J       q>(x)da:=zj        fp(x)^x ,  (A) 

0.0  »' 

7.  Plnsienrs  des  integrales  deflnied,  trouvees  dans  les  §§.  5. 
6t  6.  sont  snsceptibles  d'etre  assujeties  aux  methodes,  dont  nous 
avons  fait  usage  aux  §$.  3.  et  4.,  k  Tegard  de  la  constaote  n. 

Leur  application  sera  bien  faciie  ici,  seit  que  les  raleurs  des 
integrales  k  traiter  soient  zero,  soit,  parceque  au  nioyen  de  la  for- 
miile  endemment  Traie 

ä?y    F(«^)5x=(g-)  g^y    F(a^)dx,  (B) 


O  O 


ou  n,  b  et  ;»  sont  des  constaiites,    on  peut,   eo  posant  b:=mf 

'  14 
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p^M  et  ü^*2m  wi  säm— L,  soWanft  les  cas  difers»  d'oft  Umj&mts 

f  g-y  =  (^j  9  ramener  ais^meat  cea  int^gralea   anx  Integrales 

oorteapoodaDtea  qui  se  troaTeat  parmi  cellaa  (3)»  (4)»  Cf)  at  (12) 
ik  (16),  qui  8ont'  traitees  auoceasivenent  dao«  lea  {{•  cit<Sa: 
operatioD  facile»  puisqne  le  rapport  des  yaleurs  de  cea  lot^gralea 
respectivement  correspondantea  eat  Tuoiti^,  oa  du  laoina  aae 
fonctioo  ind^pendante  de  la  conatante  n. 

Daa»  le  prämier  eaa»    pü  la  valear  dea  iDltoalaa  eat  a^o, 
rinBaeoce  da  la  diff^reatiation,  oomme  de  riDtagraSoa  parrappart 


&  n,  ae  pr^oeate  du  prämier  abord:  daaa  la  caa  oaniraira»  paar 
toutea  lea  intögralea»  qat  ae  rapporteat  ä  an*  logaritbme  oa  i 
un  Arctangente,  on  ne  ponrra  ae  aerrir  qu^  de  ia  diUreotia- 
tion  par  rapport 'a  eette  coostante  n. 

Commen^ons  par  lea  Int^gralea,  on  Ton  ironTe  le  aigne  lo^* 
rithmiqna  sous  le  aigne  d^intSgration  döftnie.  II  eat  alaa  de  Toir, 
qae  lea  int^gralea  (41),  (70)  et  (91)  donoeront  tant  par  la  diU- 
rentlation  qae  par  Tiatögration  par  rapport  k  n\ 

/*''/(l-2^CoaStr + ^"^^^  Co8(2m-l)a:8ar=0,  (89) 

o 

/^''/a— 2^Co82;ar+^«)ar±(V+i)Sin(2m— l)Ä8ar=0,         (90) 

o 

/*''/(l— 2^  Co8ar+^«)  ar±V  Co^'imx  Coa^=:0»  (91) 

o 

/*'V(l-2pCoa2jr+9V~^^*^*^  Sin2m:rCoa;rat=0,        (92) 

o 

y  ''/(I"2^€o82a;-h^V-'f'Sui2mj:Sin:rd^sO,  (93) 

jlO^  — 2^Co82  j« + ^*)  j±(V+i)  Co82m;rSinardj;  =0 .         (94) 

QuaDt  aux  integrales  (72)  et  (73)  elles  donneront  i,  l'aide  de 
l'tfquation  de  r^uction  (B)  et  des  integrales  (17)  4  (^: 

/**/(!— 2^Cos2a:+  p^x*Cos(2m  —  I)a:Co8*a« 


1  '=**  {-(«-^i)y^}.i 

+  ii«^+»;to  r(«+i) 


(«) 


211 


f'lCL—if  Co«  2  « -h  9*).«%>4iSin  (3  üi — 1}  »Co8«&e 


^H-i  H(m-t)<g|«i 


•  5S+«"^     r(«+ 1) 


!i      ^y{-(m—^m 
<«— 1)%+»  «0    A«+i)~ 
""««H-i.forco+i) 

I  */(l~2fCo82a-+#«)a*+»C«8(2m— l)«SlDa!0ir 

O 

M)y«g— ^J^ay-f»)  )(m--iyH-*>=o        r(a+l) 


(9T) 


2V4:«  J  p     «^ap-htC-m/rt* 

"HSSTi^ö      r(a  +  l) 


(98) 


8.  Bbssoiw  maintenaBt  aux  deux  gronpes,  oü  lafoncfion  principale 
60118  le  signe  d'iDt^ratioB  est  an  Arcte,  et  traitona  en  Pre- 
mier lieu  le  Croupe  des  integrales  (55)  ä  (60),  dont  ccilles  (56), 
(67)  et  (59)  donneront  tout  de  saite : 

Jlrctg  i:?|^^*±«'Sin(2»ti-l)«3^=0'  .       (99) 

o 
/J^^^2*  ,±«,Sin2m«C<»«8jr=0,        (101) 


0 


r^x^X^  J^^^x^^'^^^^'^^^^'imaX^f^f^x^x-^,  (102) 
o 

/^t^ji^^^;P±«,Co82inxSiD«ar=0,  (103) 

0 

/J'retg  j£;^^- ;f±(ij.+i)SiB2m«Sln  «ö«=0;  (104) 
o 

tatdis  qne  les  tntdgrales  (56),  (58)  et  (60)  fonfplront  an  moyei 

da  proc^de  du  f  pr^Ment  et  des  ni toes  formules  (17)  a  (20) : 
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~       2«i>m«M-i  ~,4>    nta+1)  '  ^""' 

^''*8  ir^C^iJ  **'t^  Cos  2  «;«ar 


(-l)H-i  «»«n;2y-f2)  '=*t+ 1  ^-m/o)« 
~        2«i»+iii»«H->  ^„     iTÖ+I)''  ^^ 

Atctgjf-jjj^  a:«/Sra  (2m— l)ar  Cofiär8a? 

!t         .=ai>|,(m-l)/p|.  \ 
(m— l)«p+i  ^0       Ad+l)      f       ^«^ 
.__£_-=«p(-m^  r  ^^ 

P?   .      dSin2a;  ^ 

J^"*i=;ü555^**'+*  Co«(2«_l);rto«r8* 

d 

{m-'l)%.+»    J„        IT«+1)      /  . -n-, 
y^rctfr  j^fi-jj^g^  a;«PCo8(2f«— DafSiiura« 

0 

1 •=*!'  I— (m— 1  )/aJ«\ 

nUP+i  ,=0    ITo+1)      J 
A'ctg  tl  cpgg^  «*H- 1  Sin  (2  m— l)a-  Sio  *a* 

o  • 
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/Arctg^Hj*  art<*H-i)Co's2ma:a«=0.  (112) 

/Arctg  ^^^ari^'SioCam— l)xCo«r8a«=0 .  .  (113) 

/Arctg~^a:t<aH-i)Co8(2ii.-l);rCo&¥Ö«=0,  (U4) 

/Arctg  ^|^«±*'C<»(2TO-l)j:SiD:ea»0.  (Il5i 

O 

/Arc^^|^;ct<«f+»)SlD(2m-l);rSiiur3«=0.  (116) 

A«  contraire  les  integrales  (65),  (66)  et  (68)  toujours  k  faide 
dMintoes  formnies,  qae  ci-dessus,  eogendrent  les  suivantes: 

/Arctg  *_jt  a*Sln(2m— 1)«3« 


=      2*(2m-l)V+i       ^o    .    iTa+1) 
/J^tg^^  ««i'+»Co8(2m  --l)«8ar 


(117^ 


(-l)P«r'»-»JT2p+2)»=«f+^  |-(2m-i)fr)« 

■    2«H-»(2m-I)'P+»       ^0  ITo+l)      '    ^""^ 


/^*Arctg^[fiy  ic«P  Sln2»ix  Cos  aÄr 


1         •^tP{-(2m-l)fr)l« 


(-l)>«t— -^r(2p-H)  )  (2iii-l)'»'+*i=o        r(o+l 

^*  )  j.         T»        «^»i»!— (2m+l)fr)«(  :^      ' 

V  +  (2m+l)«i'+»^o      I\a+1)      ' 

(120) 
/     Arctg  1^  a  .TV+iCo»2iiixCoaar3a? 

(2iii--l)«i»+««=o  IXa^+1) 

+  (4m+ 1  )VI^*«f 0  r(a  +  I> 


/■ 


2U 

(121) 


^    M2m-l)fr)« 


(>-l)>»ir*— ^irap-hä)  J     (2wi— 1)%^»  .»o        r(a+l) 

2^  J  »•        «'SU'  \  -(2ii«-H)fr)« 

'~(2ii»+l)«P+»^o         r(a  +  I) 


/ 


(122). 
'Arctg^[f|^;c*H^^Stp2ma:Sina:8j? 


«H-i  |-.(2fii^l)Arj« 


!1  m^H^i  {^^m^iy 

"(2m+l)«^+«4o  r(o  +  l)     / 

9.  ResteDt  le»  intcSgralesy  aoi  onl  soos  le  signe  d'iBtögratioD 
une  foDction  principale  (1«— 2^0o82x-|-^*)'~^.  Traitons  les  daos 
l'ordre  suiTfiDt: 

(43),  (44),  (45),  (49),  (50),  (47)  et  (51). 

Od  pourra  appUqoer  ä  toutes  et  la  diStfieiitiatioii  et  rinttfgration 

£ar  rapport  ik  m  sous  le  sieoe  d'intt^graüon  d^inie,  dont  les  resnl- 
ii»  se  pr^^senteront  oa  d  eux-n^iiiea,  ou  comme  des  aaites  neces 
saires  dea  rtoiltata  obteouB  dans  le  $.  4.    Aioai  Ton  troavera: 

J     1-2  «Co82« + ^«*-'^^  ' — "  •  <"*' 

O 

i-2»Cos2xT^^^=°-  '^ 

O 


(128)     - 
«Sln(aii-l)a:Co«ar8x  _-.-       (-1)'+*     »  /,  v  ., 
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/      l-2pCo«irtg'    ^Tt=C-l)^.2%'j:z-,(-|^»     (130) 

•  t 

0 

J^         l-'i^C«.4ar  +  ,*      «±»"-0.  (137) 

0 

l-2vCo82*  +  *«     «^^-O.  (1*») 

10.    Enfin,  les  iof^grales 

(74),  (81).  (82),  (80),  (83),  (84),  (75),  (78)  et  (77). 

dogUes  de  celies     / 

(1),   (15),  (16),  (12),  (13),  (14),   (3),  (4)    et    (7), 

4oiuieroiit  de  m^me,  au  moyen  des  m^thudes  des.fj}.  3.  et  4.,  des 
rot^ales  doables  de  Celles,  qui  sont  dödiites  desderni^res.  De  cette 
maai^re  tes  integrales  (XJ)  &  (40)  prises  enfre  les  limites  0  et  ^n 
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auroDt  anssi  uue  valeur  double  de  celles  priMs  eotre  les  Bmltes  0 
et  re,  de  soite  qne  pour  toutes  ces  integrales  od  a  la  rölafioo 

(p(a:)dx=^2  1        y(a?)3ar=/        q>{x)€X,  (A) 

o  o  n  ' 

11  n'est  pas  besoln  de  transcrire  toutes  ces  iiiti^grales  ici»  puisque 
ni  leur  forme  ni  leur  valeur  ne  change  proprement«    pourvu   qua 

Tod  mc^tte  partout  5-  /     ^  I&  place  de  /    ,  et  qu*on  fasse  atten- 

ion  k  la  condition  actnelle  i  ^  ^  _1 0. 

IL    On  Deut  remarquer  ^n  demier  lieu«   qde  dans  les  intii- 
grales  de  la  lorme 

«=  /     Arctg  ^  ^Vcösa/^^*'  Cwpx^inqx'fix  ,        (C) 

o 

i=y*''Arctg|4|!2^^^,Co8p«r;Slii9«)8*,      (D) 
1*=:  /     Arctg-j — 5-  f{3i^ ^Ca^Bpxßmqxydx »  fE) 

o 

v^f  Arctgj:^^/'(y*.Co«;v.Si.«,)3s^  (F) 


oft  appftrtiennent  respectivement  les  groupes 

{8)  &  (14),  (18),  (20),  (22),  (24),  (36)  et  (28). 
(52)  k  (60)  et  (99)  4  (110). 
(61)  k  (69)  et  (111)  k  (122) ,      ' 
(80),  (88),  (84)^  (86),  (87).^) 

et  Cellos  d^ignöes  au  §.  pröcödeut,  od  peut  faire  nsage  des  formales 
conohes 


A'«^  r^  =  J  —  Arctg  q> ,  (0 

Arctg  -=|— Arctg^,  («) 
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De  cette  maoi^re  od  trouvera  des  noiiTei^ux  groupes  au  iboyen  des 
fomivles  de  r^actioo  suivantes,  oü  Ton  a  niis  simplement  /'au 
liea  de  fix^fCospx^Sinqx)  on  de  f(g^,Cospy,Sinpff): 


=  %jfi^-'' 


r.     .    1— 9Sin2a^-9Cos2a;  -  is  /*» 


y    Arctg 


1— oCosäe 


/3ar 


"-ärSIpjT — r*  ^ 
2rSiiu:— r«'^'* 


r^'-i^f^ 


=^ljf^-^' 


(H) 


(I) 


(K) 


(N) 


(O) 


,0  0 


(R) 


•  0 

fhx  ei  I       /%,    que    Ton  trouve  au 
secoud  membre  de  ces  eqnatfons  >  se  reduisent  aux  i^uivaiites : 
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/an  1  /^IM» ' 


(H') 


i  "a*SmpxCoBxdx  (L')  et  fa^CospxSinapdx  (K'),  qui  se  d^ 
duimit  de  (6'); 

y  *'^a:*Cp8;ia:Co8Ä0ar(LOety    *a?^SiD/i4rSiiiara»(lll'),   quise  de- 
duteent  de  (H')  - 

Des  fononles  (\')  k  (F')  il  suit,  que  lee  inMgrates  (8)  et  (10^,(52) 
et  (54),  (61)  et  {63)  donnent  pour  r^soitat  1*1060!  poAJfif  pour  les 
changements  de  la  fonctioD  sous  le  signe  circolaire  ioverse  doones 
dana  les  forroule» ,  (6)  k  (P).  Lorsqu'au  eontraire  en  diaDee  lee 
foDctions  dans  les  integrales  (9),  (53),  et  (62),  prisea  enlre  les  miiites 
0  et  9r,  ä  l'aide  des  formules  de  ri$daction  (G)  k  (P)  lenrs  valeurs 
restent  les  meines,  sauf  le  signe,  qui  cbaoge  seuleiieDt  ponr  les 
denx  premi^res  Iransformstions,  tarais  qu  n  reste  le  mime  pour 
la  troisi^mer  De  ni^me  pour  les  int<(grales  (86)  k  (88),  le  change- 
m^nt  de  fonction  au  moyen  des  formules  (Q)  k  (S),  entre  les  limi- 
ies  0  et  "In,  n*a  aucane  influence  sur  la  valeur  propre,  mais  sea- 
lement  sur  le  signe,  qui  ne  reste  le  mime,  quo  pour  la  troisi^oie 
transformatioD. 

Les  antres  integrales  indiqutoi,  au  eontraireV  peuvent  ^tte 
transform^es  a«  moyea  des  formules  de  r^duedoD  (6)  k  (S)  et  des 
formules  (G')  k  (MOt  sauf  d'ötre  expos^es  k  la  complication,  qa» 
comportent  les  integrale«  (G')  et  (H^* 

Or,  cette  complication  s'en  ra  conpMement  daus  le  oas,  ok 
Ton  anrait  ^=0j  car  alofs  ces  formules  se  rMulsent  aux  siuTaDteB: 

/"^  1Sin2iiur8x  =—  ^Tcos2»fcr)=0,  (6,) 

o 
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/^i>iapxBxsz-^Siüpx=0,  '  (Hj) 

Po 


doJk  par  les  ^quatloDS  (it),  (l),  (m)  et  (»): 


0 

y*SiD(2M— l)«€oarärsO,  (la) 

/"c«.2»*sin*8*=4(ä^i-s;rri)=4Ä'      ^»> 

0  ^ 

/     Coflpa:Co8a;9jr=0,  (L|) 

f8\npa:Smed:F=0l  (M,) 

et  de  jutae  poar  lee  limitee  0  et  2»: 

d*ou  1*00  obtient: 

y^^SiDpyCoi^dy=0,  (U) 

y  **Co8|iySii»yay=0  .  (K,) 

Aioei  lee  ▼aiem  des  int^^grales  (12)  poar  9t=:2ni,  (13)et  (14) 
IN»iir  ir=2m— 1,  (56),  (58),  (60),  (M),  (67)  et  (09)  changeot  seulement  de 
■nepearlesdettX'pr^aMree  traiuionnatione  reepectiveDieDt  k  l'aide 
des  Ar^iles  (6)  et  (H)«  (K)  ei  (L),  (M)  et  (O);  eUes  resteat 
Wat-i-fait  les  m^mes  poar  les  transformatioos  respectives  (!), 
(H)  et  (P).  Aa  ceotraire  les  valeurs  des  Intterales  (12)  pour 
ii=2ii»--l,  (13)  et  (14)  poar  ii=±2m,  (56),  (57),  (59),  (65),  (66)  et  (68) 
SübiroDf ,  par  ces  traesiennatloij ,  le«  diängesieiits  de  sigoe,  qae 
coBipofteiit  pfosiears  des  formales  de  rMo^o»  (6)  k  (P) ,  owaio 

eil  ra  TH  pr^eMemmevt,  et  serent  eii  eutre  ai^eatdes  des  ter* 

jf       IC 
mes  (Gl)  k  (Ki)  maltiplMa  pai  j  o«  ^  seien*  l^occasion.    Qoaot 
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aux  int«^grale8  (80),  (83)  et  (84)  on  n'a  pas  beaoio  de  faire  aacune 
distinction  entre  les  cas  Je  ft=:2m  et  ii=2iit— 17  xCoram^  neos 
a?ons  du  faire  poor  les  integrales  (12)  k  (14);  et  par  rapplication 
des  formules  (Q)  ä  (S)  elles  ne  changeront  poInt  de  valeur  et 
sealement  de  signe  par  (Q)  et  (R). 

Toutes  ces  integrales  resteroot  donc  bien  simples:    ce  n*est 

?»as  le  cas  poar  les  traosformations  analogues  des  ioti^grales  (18), 
20),  (22),  (24),  (26),  (28),  (99)  k  010),  (111)  k  (12$  et  ceiles 
d^sien^es  dans  le  $.  pr^eödeat,  qai,  outre  ia  moindre  simplicit^» 
j|ü*eDes  coroporteqt  dejä,  seront  de  plus  compliquc^es  par  les 
iiitögrales  (G^  et  (Bf),  qui  s'y  introdnisent. 

Nous  ne  transcriront  point  tontes  ces  integrales,'  q|iii  d'aülenrs 
se  dediitront  aisement  au  moyen  des  fortniiiles  de  oe  9. 


Remarque.    On  a  ea  partout  id  les  conditions 

l^r^— 1  et  l^^^O. 

Mais  II  est   quelquefois  His^  de  tronver  les  valevrs  des  m^mes 
integrales,  dans  le  cas,  oü  Ton  aarait 

OD  ^r'>  1  ou  —1  ^r*^  — 00; 

* 

on  n*a  qua  poser  rr'=l  et  gg'zszi,  doü  ces  coiiditions: 
»^r'^l  ou  — l^r'^  — 00,  oo^^'^l; 

tandls  que  la  forme  des  fonctions,  pour  r,  comme  pour  Qt 

/(l— 2rCos;r  +  r«)  se  change  en        /(l— 2r'Ctosa?  +  r'*)-2Ar' 

(1— 2rCo&r  +  r«)-»  r'*(l— 2r'Go«p+r'»)-^ 

•  * 

.     ,    ^Siiur*  .     .   Sr'SiiM; 


^»«'iFHßi  -*«*8S^ 


inj; 


de  Sorte  que  la  forme   des   integrales  reste  la  menie  daas  ees 
quatre  cas,  ce  qui  n'a  pas  lieu  dans  les  aotres  fonctions. 


N.  B.    Nöus  avons  cru  devoir  reserver  pour  la  fin  une  appre- 
ciati<Hi  de  la  validite  du  procede  de  differentiation  et  d'integratioo 

Sar  rapport  k  une  constante  sous  le  signe  d'integration  defioie, 
ont  dous  avons  fait  un  si  frequent-  usage.  Pour  pou?oir  fippliquer 
rigoureusement  k  une  formule  quelcooque 
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J     f(PfX)dx—tp{p) 


ees  procMes»  II  faut  qp*on  ait  (voyer  eotre  autres  lea  »»Analy- 
tische Stadien  da  Prof.  Dr.  O.  SchlSmilch.  Abthl.  i. 
Seite  9.) 


00 


Lim  /    e8ar*==0. 


00 


(Z) 


derient  wfito ,  lorsqae  4  decroit  juaqa'i^  a^o  (on  a  1  >  il>  0). 

Dana  le  caa,  ou  cp(p)  ne  contient  paa  Ab  x,  comnie  il  arrive 
partoat  dans  notre  note»  la  Gondition  ( Y)  devient  Lim  e.  /     da:  =  0 

(T^  qai  est  ciatisfaite  partout»  paiaqae  /    dx,  ponr  o=0  et  6= 


oa=29r,  ^tant  uoe  cooatante  n  ou  29r,  son  produit  avec  t  qai  est     , 
zero,  reste  z^ro  lui-m^me. 
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VebUHssaiifgalieii  für  iksltiiler 


Wenn  man  fiber  den  drei  Seiten  eines  rechtwinkligen  Drei- 
edce  ausserhalb  desselben  Quadrate  beschreibt,  so  sind  die  Ißt* 
telpunkte  dieser  drei  Quadrate  die  Spitzen  eines  Dreiecks ,  des- 
sen Flächeninhalt  dem  Flächeninhalte  des  Quadrats  sleich  ist, 
welches  sich  jiber  der  halben  Summe  jäer  beiden  Katheten  des 
rechtwinkligen  Dreiecks,  fiber  dessen  Seiten  die  drri  Quadrate 
beschrieben  worden  sind,  beschreiben  lässt 


Die  Mittel  punkte  der  tttot  Diagonalen  eines  Fünfecks  und  die 
Schwerpunkte  der  ffinf  von  swei  Dii^onalen  und  einer  Seite  des 
Fünfecks  eingeschlossenen  Dreiecke  sind  die  Spitzen  zweier  ein- 
ander ähnlichen,  aber  verkehrt  liegenden TünfecKe. 


\ 
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Iscellen. 


Vm 

Herrn  Professor  C.  A.  Bretschneider 

Ia  Gotha« 


Es  ist 

+(2«»  + 1)4  ^2«- +  ...,, 

+  (2»»)4^2*-+-.J 
.oder  weDB 

gesetzt  wird , 

0=F(-2«-l,-».-2n.2    j  „  ^,.^,g. 

(— l)<ii  .^^  =  F(-2m,  — w,  — 9»,  8)    \  m  positiv  und  gans. 


r 
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\ 

\ 


Druckfehler  im  Steif  Hefte  des  12ten  Theiis. 

Seite  281  Zeile  3  von  oben  ist  zu  lesen  Halakreis  ^tatt  Halbkreis. 

1  von  oben  ist  zu  lesen  qx  statt  ox. 
15  von  oben  ist  zu  lesen  aiii=:AiJi  statt  ai8i=zAJ. 


» 

282 

• 

»9 

99 

282 

9» 

99 

S83. 

99 

» 

284 

»» 

9» 

284 

99 

•> 

285 

»» 

99 

288 
290 

9S 

4  von  unten  lies-rTn--       .     statt  ^.  ^     ^^^. 

15  von  unten  ist  zu  lesen  i%  statt  lA:. 

10  von  unten  Ist  zu  lesen  o(  =  o»  statt  ol=fn, 

h&  brf 

1  von  oben  -r-f  statt  -f- . 

2  der  Aufgabe  5  ist  zu  lesen  RCN  statt  CAiV. 
2  von  unten  ist  zu  lesen  «y — (arH — '^'^—3?)^=.. 


statt 


,,    292    y,      17  und  18  von  oben  mu^  wenigstens  wegfallen: 

„In  Crelle's  Journals  da  der  Bruder  des  Herrn 
Verfassers  des  Aufsatzes  Nr.  XX.  seinen  frü- 
her för  das  Crelle*sche  Journal  bestimmt  gewe- 
senen Aufsatz  sp&ter  zurflckgenommen  hat. 

Druckfehler  im  Isten  Heft  des  läten  Theils.. 

Seite  86  in  den  Gleichungen  (40)   statt  x»  y»  t  soll  stehen  a,b,c. 

„    9i,  in  der  Note,   Zeile  1,   statt  „Winkel  läppen"    soll 
stehen  „Winkelfasser". 


In  dem  Aufsätze  XIV.  tind  leider  wegen  Undeotlinhlceit  des  Maoo- 
■cripts  wahrscheinlich    einige  Druckfehler  stehen  geblieben..     Ich   bitte 
Herrn    Doctoe  Bierens    de  Haan    nach  sorgfältiger  Durchsicht    des 
Aufsatzes    mir   die  in   demselben    etwa   stehen   gebliebenen    Fehler  tnr« 
Anzeige  im  Archiv  .recht  bald  mitzutheilen.  G. 
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Veber  Üormai-Cnrven  und  Mormal- 

Flftchen. 

Von 

Herrn  Brenner, 

Lehrer  fta  TnltllDgen  im  Kdnigreich  Wärlemberg/ 


A.  Gleitet  eine  Gerade  a  mit  einem  Ihrer  Endpunkte  über 
•ine  ebene  Cdrve  auf  solche  Weise  hin^  dass  sie  derselben  stets 
normal  bleibt,  so  beschreibt  der  andere  Endpunkt  eine  neue  Curve, 
fe  wir  Normalcurve  heissen,  wUirend  wir  der  Erseugongs- 
Csrre  den  Namefl  Drcorve  beilegen«  Die  Gerade  a  hels^ea  wir 
Eraeoguneslinle  und  ihre  beiden  Eodpunkte,  bezieblich  ihrer 
Lagein  beiaen  Curven,  correspondirende  Punkte.  Hieraus 
ist  Klar,  dass  jeder  in  a  angenommene  Punkt  eine  Normalcurve 
besehreibt. 

Es  sei  (Tar.lILFIg«l.)dieCurveIiMmitderAbscissenaxeil^, 
während  deren  Cooridinaten  durch  j?  und  y  bezeichnet  sein  mteen. 
Ein  beliebiger  Punkt  in  derselben  sei  Jv ,  in  welchem  Blf^  a 
normal  stebt,  so  bildet  die  Verlängerung  iVC  die  Normale,  welche 

gleich  ist  y  V  1  +  Sy*«.  Ziehe  ich  BD  und  NE  senkrecht  auf 
AX,  so  wie  ND  i^araliel  mit  AX\  so  ist  EC  die  Subnormale 
=^foyi,  und  die  Dreiecke  BDN  und  NEC  sind  einander  ähnlich. 
Bezeichne  ich  die  Coordinaten  des  Punktes  B  mit  x^  und  y,  so 
bat  man  folgende  zwei  Proportionen: 

y  Vl+8y**:sr  =  a:y— y   und  y  Vl+3yjr«:jf85f,=  a:«' — dPi 
woraos  sich  ergibt: 

md 

The»  Xin  ^  ,16 
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2)  (j:'  -  ä)  \^  1  +  8.V,«  +  adg,=  0. 

Verbindet  man  hiermit  noch  die  Gleichung  der  Urctirve 

3)  y=A^) 

und  eliniinirt  ans  allen  dreien^  und  j?,  80  restirt  eine  Gletchong 
zwischen  x'  und  y\  welches  cue  Gleichung  der  Norroalcurre  ist 

Will  ich  auf  die  Nomialcnrve  abermal  eine  Normalcarre 
hauen,  und  zwar  mit  der  gleichen  Erzeugungslinie  a,  jedoch  rSck- 
wSrts  nach  der  Richtung  BC  genommen,  und  stelle  ich  deren 
Coordinaten  mit  x"  und  y  vor ,  so  darf  ich  in  den  Gleichungen  1) 
und  2)  dem  a  nur  das  entgegengesetite  Zeichen  geben,  x  durch 
«',  y  durch  tr',  x'  durch  x*'  und  y'  durch  y"  ersetzen.  Ver- 
iTechsle  ich  hierauf  noch  alle  Zeichen,    so  habe  ich 

3)  (y-:y'')^l+Syr»-«=0, 

4)  (x'—a/')  Vl+ayV»  +  «Sy  V  =0 . 
Eliminiren  wir  aus  1)  und  2)  dyjt,  so  kommt 

und  nehmen   wir  hievon  das  Differential,    indem  wir  einen  neuen 

fanz    beliebigen     unabhftngigen  •   Veränderlichen     annehmen«    so 
ommt 
« 

Eliminirt  man  jedoch  ans  1)  and  2)  STi^-^s*,  so  folgt  unter  der 
selben  Voraussetzung,   aus  der  man  5)  erfcalten  hat: 

und  durch  Subtraction  von  5) 

Die  Division  der  beiden  letztem  gibt 

^=^'  oder  d3f.=Bg'r. 
und  folglich  auch 

Zieht  man  endlich  noch  l)  und  3),  so  wie  2)  ond  4)  von  einander 
ab,  so  kommt 

y=^y"  und  a?=;r''. 


«7 

f 

Hieraus  folgt«  dass  die  nach  angegebeoer  Weise  auf  die  Nor- , 
iiialciff?e  gebaute  zweite  Normaicurve  mit. der  Urcurve  susamineQ- 
lallt  ond  dass  demnach  von  einer  Ur-  und  Normal -Curve  jede 
als  die  Normalcnrye  der  andern  betrachtet  werden  kann.  Auch 
fallen  die  Normalen  und  Krümmungshalbmesser  beider  fflr  corre- 
spondirende"  Punkte  zusammen. 

W&hrend  man  nun  für  die  Urcur^e  hat: 

Taogente  ^yVl  +  8ar,«, 
'  Sabtangente  =  ^^8^9»     ' 

Normale  =  Vl  +  öy,«, 
Subnormale  =  ydgsi 

«o  ist  fS3r  correspondirende  Punkte  der  Normaicurve: 

Tangente  =  dx^  (a  +  g  V^l  f  3^,^) , 
Subtangente  =da:y(y+  ^_1^)  ,  7 

Normale  =ö-fyVl  +  %**# 
Sabaorroale  =  a^^  (y+  VlTa'  V  ' 

Beide  Carven  haben  dieselbe  Abgewickelte,   und  der  Krum  . 
mapgshalbmesser  der  Normaicurve  ist  nir  correspondirende  Punkte 
un  a  grosser,  als  der  der  Drcurve. 

Als  Beispiel  für  den  Uebergaog  von  einer  Urcarve  zur  Nsr- 
malcarve  mögen  di^  Kegelschnitte  dienen.  Ihre  allgemeine  Glei- 
cbm^  ist       ' 

Daraus  ergibt  sich: 

*+^*'  -^ 2pir  +  qz^ 

Üiess  in  l)  und  2)  substituirt,  gibt 


and 

15- 
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T  'Ipx  +  gx'  \2ps'igx^ 

Die  EliiDiDation .  Ton  x  zwischen  diesen  beiden  GleicBangev 
fährt  zu  einer  sehr  cbmbinirten  Gleichung  zwischen  y  und  ä*. 

Nehmen  wir  aber  die  Gleichung  des  Kreises  y'  +  a:*=r*,  »o 
hat  man : 

♦  «1?  1* 

8y,=:--und  l+a3f**=^ä- 

Dadurch  geben  1)  und  2)  aber  in: 


und  diess  gibt: 


TU*  TX* 


Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung: 

y«-|-a:*=r»,    so  kommt  y*+x'*=(a+r)X 

Die  Normaicurve  d)Bs  Kreises  ist  demnach  wieder  ein  Kreis, 
folglich  beid^  einander  ähnlich.  Diese  Bemerkung  fährt  zur  fol- 
genden  Untersuchung : 

B.    Beschäftigen  wir  uns  mit  der  Frage: 

Welche  Curven  liefern  Normalcorveo ,  die  iimen  ähnlich  sind? 

Zam  Behuf  dieser  Untersuchung  darf  man  nur  in  den"  Glei- 
chungen 1)  und  2)  y'^^cy  und  x*=zcx  setzen >  so  bat  man: 

(<?  —  1)  y  Vr+%?--a=«  und 

Die  Integrale  dieser  beiden  Gleichungen  ^   so  wie  die  EüminatioD 
von  bvg  aus  beiden  liefern  nach  einander: 

•V  +«      e-1      (,e—l)*' 


WO  C  oad  O  aus  den  Integrationen  hervorgegangene  Constanfffl 
sind. 

Alle  drei  Gleichungen  aber  geben  den  Kreis« 
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Noch  untersuchen  wir,  ob  nicht  die  obigen  zwei  Differential- 
deichunffen  durch  sinsulSre  Werthe  befriedigt  werden.  Belcannt- 
Bdi  embt  sich  der  einer  Differentialgleichung  zulcommende  sin- 
nlire  Wertfa  am  Kürzesten  dadurch ,  oass  man  deren  allgemeine« 
bt^ral  io  Beziehung  auf  die  Conatante  differentiirt,  und  zwischen 
dem  Inl6p;ral  und  diesem  Differential  die  Constante  selbst  elimi- 
nirt  Befriedigt  der  aun  der  Eliminationsgleichung  gezogene  Werth 
fb  «  (oder  x)  die  Differentialgleichung ,  hingegen  das  Integral 
nchfy  so  hat  man  einen  singulären  Werth.  Auf  solche  Weise 
erhUt  man 


•  I 


C=ar(c— 1)  und  C=y(o— 1), 
oad  ferner  als  wirkliche  singulare  Werthe: 

wofern  man  das  positive  Zeichen  fiir  y  und  das  negative  fSr  x 
mmmt  '^Beide  Gleichungen  zeigen  aber  die  gerade  Linie  an* 
Daraus  zieht  man  den  Schluss,  dass  es«  ausser  dem  Kreis  und 
der  geraden  Linie,  keine  Gurren  gibt,  denen  ihre  Normaicurven 
wAreu. 


(X  Obscbon  die  Gleichungen  der  Normaicurven  meist  von 
iebr  combloirter  Natur  sind,  so  bietet  deren  Rectification  und 
Quadratur  dennoch  keine  gfSssereo  Schwierigkeiten  dar,  als  die- 
jen^n  der  Urcurven. 

Stellen  wir  uns  zwei  einander  unendlich  nahe  liegende  Krüm- 
aastthalbmesser  in  beiden  Curven  vor,  welche  paarweise  einan- 
der decken>  so  ist  der  Krümmungshalbmesser  der  Urcurve  gleich 

ai»  ^ 

und  der  correspondirende  der  Normaicurve 

wo  f  ded  Bogen  der  Urcurve  bezeichnet    Stellen  wir  nun  durch 
»*  den  correspondirenden  Bogen  der  Normaicurve  dar,  so  hat  man: 

woraus  sich  ergibt: 

8i> 

dxB^g — 8y8*.T 

md 


a :  TT-Km- — ö-ht:  =  ds'-^i :  ds 


a(^-.)=.?2^?,^. 


d«> 
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Nun  aber  ist  —  k-  die  Tangente  des  Winkels  fo,  den  die  Nor- 

^  ^  da: 

male  mit  der  Abscissenaxe  macht»  d.  h.  tgw^s-«^«-^   woran« 

Bio  iyd^x — 3:^0'^ 

costr*  oy* 

'Da    nun    cos«?*  =  -#2^     »<>  >st 

3j?8*v  — 3i/3*d: 

und  so  hat  man 

•  8(*'— *)=ii8iü  und  ** — *=cic  +  C 

Sind  die  beiden  Grenzen  ^t%  Winkels  10  gtefeh  «/  und  n/',  seist 

Es  ist  aber  vo'*  — 10'  der  von  den  fiussersten  Nöimalen  eingeschlos- 
sene Winkel,  und  a(to^— w')  ist  der  von  diesem  Winkel  einge- 
sehlossene  Kreisbogen»  l)eschriel»en  mit  dem  Radins  a«  Hieraus 
ergibt  sich  der  Satz: 

Man  findet  den  Bogen  einer •  Normaicurve,  wenn 
man. den  entsprechenden  Bogen  der  Urourve  nm  den- 
jenigen KreisDogen  vermehrt,  welcher  mit  dem  Radias 
a  In  dem  Winkel  beschrieben  wird,  dendie  ftuesersten 
Normalen  mit  einander  machen. 

Es  sei  ferner  (Taf.  III.  ^ig.2.)  ilß  eine  beliebige  Curye^über  welche 
in  ihrem  Mittelpunkt  Cr  eine  Gerade  CD  normal  dahiqgleitet,  so 
sei  der  FiSchenraum  gesucht,  den  diese  Gerade  CD  in  ihrem 
Laufe  beschreibt.  Ist  £F'eine  der  CD  unendlich  nahe  Lage, 
so  ist  GH=^dSi  und,  weil  CEFD  ein  Paralleltrapez  ist,  indem 
die  Punkte  C  und  D  Normaicurven  beschreiben«  auf  denen  CD 
gleichfalls  normal  ist, 

Fiäpbengehalt  CDFB^ads, 

wenn  man  CD^^a  setzt.  Dies«  gibt  für  den  «ganzen  beschriebe- 
nen Flächenraum: 

wofern  «'  und  /'  die  äussersten  Grenzen  der  Curven  bezeichnen. 
So  haben  wir  den  andern  Satz: 

Gleitet  eine. Gerade  mit  ihrem  Mittelpunkt  normal 
über  eine  Curve  hin,  so  beschreibt  jsle  einen  FIficben- 
räum,  welcher  dem  Produkt  aus  der  Länge  der  Curve 
und  der  Geraden  gleich  ist. 
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Wenden  wir  diesen  Satz  auf  den  zwischen  einer  Urciirve  und 

ikrer  Normalcurve    liegenden,   rio^furmtgeq   Ftächengehalt  u'  an» 

so  werden  wir  eine  in  der  Mitte  liegende  Normalcurve  annehmen 

o, 
mit  der  Erzeugungslinie  ^  *     Ihr  Bo^en  ist 


X 

ond  folglich  der  gesuchte  Flächeninhalt: 


3) 


a'=ai+|-(w"-frO 


No.  1)  und  2)  töe^n  die  Rectlfication  undv Quadratur  für  Gren- 
zen, die  in  Beziehung  auf  die  Urcurve  geg<(ben  sind,  oder  sich 
Teimittelst  der  Gleichung  der  Urcurve  bestinkinen;  denn  w  und  s 
ükA  Funktionen  von  sc  (oder  auch  von  y) ,  dem  die  Werthe  von 
w'  und  wT  und  auch  ron  s  fBr  bestimmte  Grenzwerthe,  die  wir 
durch  {xy  und  {pc)"  foder  auch  durch  (0  und  (y}")^bezeichnen9 
entsprechen.  AUein  aenkt  man  sich  die  Grenzwerthe  {x'y  und 
(x^''(oder  auch  (yO'  und  (yO*^)  ^«r  Normalcurve  gegeben,  so  he- 
ojitzt  man  die  Gleichung  A.  2),  nemlich  {pc:*-—x)  V^lT^^jji<^%« 

=0,  [oder  anch  die  Gleichung  A.1),.  neml.  (^7-^)  V^l +dy*''~*  * 
ssOj,  welche  Gleichungee  10  Verbinduns;  nlt  denjenigen  der  Ur» 
curve  ixY  uud  («)"  [oder  auch  (y")  und  (y)"]  in  (ae'y  und  (9ty 

Soder  auch  in  (^Y  und  (yO^l    bestimmen  wird,    welche  Wertoe 
lann  nur  inr  die  obigen  l)  und  2)  substituirt  werden  dürfen. 

« 

Will  man  jedoch  den  von  der  Normalcurve ,  der .  Abscissen- 
axe  und  den  beiden  Grenzordinaten  [^y  und  {y*y  eingeschlosse- 
nen Flichenraum   . 

u^-  ABLF  (Taf.  III.  Fig.  3.) 

bestimmen,  so  wird  man  zuerst  den  Flächenraum  DCJUG  der 
Urevrve 

u:=^  I  ydx  y 

berechnen,  zwischen  den  oben  bestimmten  Grenzen,  und  hiesu 
tt',  so  wie  das-  Trapez*  ABCD  addiren  und  das  Trapez  FLMG 
abziehen.  -    ^ 

Blan  hat  aber,  wenn  man  die  Subnormalen  zu  Hilfe  nimmt, 

ABCD=A'BE-  CZ)JS=|<y')%x[Cv)' +y=^P=^3  -f(y)'^* 

Ersetzt  man  aber  y'  durch  den  aus  A.  1)  gezogenen  Wertb ,  so 
kestal: 


2» 


Eben  so  Ist 

folglich  ipt  ^ 


wofern  im  letzten  Posten  die  Grenze  (:r)^  [oder  auch  (sf)^  ni^d 
im  iioeinsletzten  die  Grenze  (xY  [oder  anc|i  {g)"]  genommen  wird. 

P,  Gleitet  eine  Gerade  a  mit  einem  ibrer  Endpunkte 
na^h  allep  mOdlpben  Riebtangen  normal  Ober  eine  Fläche  bin, 
so  beschreibt  qer  andere  Endpunkt  eine  Fläche,  die  wir  Nor- 
mal fläche  helssen,  während  die  erstere  Urfiäcne  heisren  mag. 
Hieraus  ist  Mar,  dass  auch  jeder  Punkt  in  jener  Geraden  eine 
Normalfläche  beschreibt.  Was  man  hier  Erzeugungsilnie,  so 
wie  correspondirende  Punkte  beisst,  geht  aus  den  Erklä- 
rungen in  A.  hervor. 

Die  Gleichungen  der  Normale  einer  Fläche  sind; 

und 

wenn  x''^  y  und  .x^  die  Coordinaten  der  Normale  selbst,  bezeich- 
nen. Der  Punkt 9  in  dem  diese  Normale  die  Coordinaten -Ebene 
(j?,tf)  schneidet,  findet  sich,  wenn  man  2*=:NaII  setzt,  ond  dann 
folgt: 

Nun  aber  ist  die  Länge  der  Normale  [vom  Punkte  (xjft)  der 
Urfläcbe  an  bis  auf  die  Ebene  (oy)  gerechnet] 

oder 

Normale  =i  V^I+ai^«+3%'* 

demnach  die  correspondirende  Linse  der  Nonvale  der  No#ib«I- 
PSche 


c 


2^3       . 

BeMichnea  wir  ann  die  Coordioaten  der  Nomalülcibe  mit  a:f,  y 

■ad  f*,  and  a^xüim  durch  af  nnd  «*  die  Coordinaten  des  Ponlctes 

w,  te  wetdieni  die  Normale  die  Ebene  {xy)  schneidet ,  so  haben 
wif  .  • 

=  Cr-»')  :(»'-*') 

=  x:2', 
•rofaaa  folgt 

3),  (j*— «)Vl  +  asr«+8jii»^a=0. 

Darcb  gegenseitige  Division  leitet  man  noch  ab; 


4) 


'     6)  &*=-T^> 

6)  8*f=5=^^E^  • 

Qaadriit  man  aber  1),  2)  nnd  3)  und  addirt»  so  heben  sich 
tHe  PartiaMilerentiale  w^»  nnd  man  hat 

7)  (Jr'-a?)«+fy~y)«  +  (i'-i)»=a», 

Von  den  Gleichunffen  4),  5)  nnd  6^  ist  jede  die  Folgernng 
dar  beiden  andern.  WÜ!  man  daher  die  Gleichung  der  I^rmal- 
licbe  herstellen»  so  eliminire  man  ans  1),  2)  und  $  und  der  Glei- 
chung der  Crcurre»  oder  aus  dreien  der  4)  'bis  7)  und  der  Urcunre 
i,  jf  nnd  X.     • 

Legt  man  dnreb  die  Eneogungsliliie  a  eine  beliebige  telMoe» 
so  sdineidet  sie  die  Ur-  und  Normalfläche  in  zwei  Curven »  von  de- 
nen die  erstere  als  Uir-  und  die  letztere  als  Normalcurve  zu  be- 
trachten ist;  nnd  da  Jede  dieser  Curven  als  Normalcurve  der 
andern  angesehen  werden  kann,  so  folgt  daraus,  dass  diese  Tan* 
gentiaf-Ebenen  correspondirender -Punkte  parallel  sind,  und  dass 
damnach-von  beiden  FlKcben  jede  die  Normälflftche  der  andern  ist. 


Gleichungen  der  Normalflächen  stellen  sich  in  der  Regel 
ia  sehr  combinirtor  Form  hin.  Jedoch  weisen  die  anffegebenen 
Eliminationen  von  x,  y  und  %  fflr  die  Eltone»  die  Kagel,  den  ge- 
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meinen  Cylinder  und  Kegel,  beziehlich  dieselbe  Fläche  nach.  Die 
Ebenen  4(Snnen  sowohl  als  bloss  ähnliche ,  als  auch  als  congruente 
Flächen  betrachtet  werden»  während  alle  Kueeln  äholleb  sind. 
Ferner  sind  zwar  gemeine  Cylinder  nur  dann  l&nlich,  wemi  Ihre 
Hohen  ihren  Durchmessern  proportional  sind;  allein,  ija  die  Glel* 
chung  eines  Cy linders  dessen  Hujie  keine  Beschränkung  gibt,  so 
mflssen  wir  bei  gegenwärtiger  Betrachtung  Ur-  und  Norroalcylin- 
der  als  ähnlich  betrachten.  Um  aber  das  Verhalten  ileß  Nornal- 
kegeis  zum  zugehurigen  gemeinen  Urkegel  auszumitteln,  stellen 
wir  dessen  einfachste  Gleichung  dar  durch: 

Hieraas  hat  man: 


Z  X 


wodurch  sich  die  Gleichungen  1),  2),  3)  umwandln  in: 


(y-y)VTir3P+^=o; 


(»'— x)  v^r-M*"— «=0. 

Aus  der  letztem  ist 

und  wenn  man  z  aus  den  zwei  erstem  elimlntrt:  - 

*     '  L,'vT+:P-a(l+i<«)-l 

Setzt  man  diese  drei  Werthe  fn  die  Gleieiiang 
so  kommt 

weim  man  setzt: 

Demnach  ist  der  Normallcef^el  dem  Urltegel  congruent. 
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E.  Wie  bei  dön  N^ittaldiirvM,  dereo  Rectlficatioti  ood  Quftr 
drator  Termittelst  der  Gleichungen  ihrer  Urcurven  durdigefuhrt 
werden  konnte,  so  lässt  sich  fflr  die  Nornialflächen  deren  Qua- 
dratur und  Cobatur  mit  Hilfe  der  Gleichungen  ihrer  Urfläche  er- 
mitteln. 

Denkt  man  sich  durch  zwei  einander  achneidende  und  unend-  , 
iicb  nahe  liegende  Normalen  der  Urilftche,  and  daher  auch  durch 
die  denselben  correspondirenden  und  mit  ihnen  zusammenfallenden 
Normalen  der  NormalflXche  eine  Ebene  gelegt,  so  schneidet  sie 
beide  Flächen  in  zwei  Curven.  Von  diesen  Gurren  stellen  wir  das 
zwischen  beiden  Normalen  liegende  Element  der  Urcurve  darch 
d$  und  das  der  Normaicurve  durch  d^,  so  wie  die  respectiven 
Krümmongshalbmesser  durch  r  und  r'  dar,   so  bat  man  offenbar: 

MgUch: 

or  =:<w  — =ai.  — -» 

TT 

weil  1^=«+^  - 

Eul  er  und  Monge  haben  zuerst  gezeigt,  dass  man  von  einem 
m  einer  Oberfläche  gegebenen  Punkte  nicht  nach  beliebiger  Rich- 
tung ^ehen  kann,  um  zwei  sich  schneidende  Normalen  und  folg- 
lich wirkliche  Krfimmungshalbmesser  zu  finden,  dass  es  aber  in 
der  That  zwei  aufeinander  senkrechte  Richtungen  gibt,  in  denen 
solches  im  Allgemeinen  der  Fall  ist,  und  zwar  sind  die  beiden 
KränunangshalSmessjar  angleich  und  finden  sich  vermitteist  der 
Gleichung : 

-[(i+3i^)8»iy-2a2:raj^x,,,+(i+öi^«)a«x.]rVTqFSi^ 

Schli^^en  wir  nun  eine  auf  obige  Richtung  senkrechte  Rieh«' 
tong  ein,    und  bezeichnen  die  neuen  Curvenelemente  und  Krfim- 
luaogshaibmesser  respective  mit  da^  d&  ^    q  und  q',  so  haben  wir 
ebenfalls : 

Q  9 

Diess  gibt  tbt  das  Flidieo-Elemeot  der  NormalfiSche : 

OBd  ffir  dte  Flidie  sdbat: 


u'=ffä,d.^affäsä.l±^ 


2S6 

Das  erste  lotegr*!  ist  dl«  i|uaiirirte  DHttelie,  die  eidi  bekanntlich 
des  Integrals 


findet»  und  obschon  dsd0  nicht  gleich  ist 
so  ist  dennoch 

wofern  beide  Inlemle  xwischen  denselben  Grenxen  ffeneninien 
werden.  Denn  stellen  wir  uns  in  der  Oberfläche  einen  Punkt  vor, 
um  welchen  beide  Cyiement^ 

dxdy  V  r+5i?T^  und  d$d0 
genommen  sind,  und  es  sei 

dsda^ndxdpVT+SiiF+Sxf, 

so  kann  man  sich  ßlr  dieselbe  Region  die  Fuokiioa  — -z —    dte- 

selbe  GrOsse  habend  Torsteilen»  indem  sie  sich  nur  um  unendlich 
kleine  Zuwachse  verändert»  wenn  man  rom  Element  dMd€  zum 
andern 


dxdgWl-^Btj^+Qz? 
abergeht,  so  dass  demnach  auch 

Also  hat  -mao : 

t)  tiz^jjdxd^  V  l+8*^+8V 

Der  swischen  der  Ur-  und  NormaUäche  liegende  Körper  bil- 
det eine  Schaale»  und  der  zwischen  den  einander  correspondiren- 
den  Flächenelementen  d%'d&  und  dgd^  liegende  Theil  dieser 
Schaale  einen  abgestumpften  Keil,  dessen  Hohe  =a,  und  dessen 
die  Parallelogrammen  Grundflächen  einschliessenden  Kanten  <b^,  dA 
und  d$i   d9  sind. 
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Ffir  diesen  abceetampften  Keil  findet  sich  aber  der  cabisciie 
lobalt  ! 

dt/=:^a  [dg'CMe'-t^  da) +di(2dc  +  ifaO] . 
Und  setzt  raao  hier  wieder: 

di'=d$^^  und  da'szda  —^ 


and  entwickelt,  so  kommt 


'=«  //  dsda  +  ÄÖ*  //  dsda . 


irad  aas  denseitien  Gründen ,  wie  joben  bei  der.  Quadratur: 
2)        v'=£ajY*dJrdy^r+Bzs^+^^ 

In  diesem  Ausdmcice  ist  bemerkenswerth,  dass  das  rechte  In- 
tegral einen  Drismatischen  Korper  repräsentirt «  dessen  Gniudfläcbe 
gleich  der  UrflAche  und  dessen  Hone  gleich  der  Erzeugungslinie 
a  ist  . 

■ 

Um  r  und  q  durch  ihre  Funktionen  in  x  und  y  zu  ersetzen, 
bat  man  nicht  noth  wendig,  die  obige ,  rund  o  liefernde  Gleichung 
aafzulOsen,  indem  sich  unmittelbar  aus  derselben  ergibt: 

In  1)  und  2)  kann  man  in  den  meisten  Fällen  vortheilhafl  je 
das  zweite  Integral  in  zwei  zerlegen,  nach  der  Zerlegung  von 


9+r  +  a.    9±r     ja^ 


.% 


and  von 


3(g+r)-f2a,    3(g+r)     2a 


Für  den   Fall,  dass  d%j^— dH«,v'  =  0   ist,    ist  einer  der 
Krümmungshalbmesser  unendlich.    Der  andere  dagegen  ist 
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'^  (i+ai,*)0«x,-2ax,ax,a^,H-(i+8*»")3"s«' 

wodurch  die  beiden  Werthe  fQr  «'  «nd  e'  flbergehen  in: 

4 

u'  =  JTdxdy  Vl+az^+ai,«  +  aJTdxdy  VT4-8z,«+8i,*  •  J^ 
und 

»'  =iaJTdxdy  Vl+at.«+8V  +  f  a^ffdxdy  V  I+Sx-'+^-J^ 
Ist  aber  noch  fiberdiess    - 

80  Sind  beide  Krünunuueshalbmesser  unendlich  gross»  was  z.  B. 
bei  der  Ebene  der  Fall  ist.  In  diesem  Fall  bleiben  von  u'  and  v' 
nur  die  ersten  Integrale.    Wählen  wir  als: 


1.  Beispiel. 

Die  Quadratur  und  Cubatnr  des  gemeinen  Nomialkegels. 
Die  Gleichung  desselben  ist: 

Da  hier  d*zx8^z«— 8^Zjr»y*=0,  so  ist  der  eine  Krfimmungshalbmes 

ser  unendlich,  der  anoere  aber  ist: 

.  »  " 

A 

Da  man  nun  hat 

* 

80  ergibt  sich: 

Das  erste  Integral  ist  die  Oberfläche  des  Urkegels  und  das  Xtii- 
tere  gibt«  indem  man  zuerst  in  Beziehung  auf  y  integrirt. 


»9 

iveldbes  nocli  twisdien  den  Ofonsen 


y^O  nnd  ^ 


=\^^- 


ZD  nehmen  ist«    wofern  h  die  Hube  des  Kesels  vorstellt.    Diess 
gibt 


■VA 


dxdy 


«der 


^aAfd.\og 


P? 


« 


Nim  setze  man  :r=-|8inA',  seist 

dx^  -j  cosXdX, 
und  unser  Integral  geht  nach  und  nach  über  in : 

ah  I  dXcosXiog  {  — .    -y  -  j 

=aAsin  JTlog  (— ^5^")  4-  «A  JT . 

Will  man  zuerst  die  halbe  OberAftche  des  Niormalkegels«  so 
nimmt  man  dieses  Integral  zwischen  den  Grenzen  x=.Q  und  ar=Oy 
d.  fa.  zwischen  2C=0  und  X^=-ny  und  verdoppelt  es  zuletzt  fiir  die 
ganze  OberJBaebe.    So  findet  sich: 

2ah7t. 

Puet  man  das   erste  Integral»    oder  die  Oberfläche  des  Crkegels 
nooi  hinzu»  so  bat  man: 

k 

wenn  man  den  Halbmesser  der  Grundfläche  ~j  =  ^   setzt.    Unter 
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Benfitnmg  der  obigen  lotagnle  wg^bt  sich 
Inhalt  (der  Schaale) 

«*= ttit(R  V  «•+*«+ ak) . 
Wir  nehmen  als: 


2.  Beispiel. 

Die  Quadratur  und  Cnbalur  des  Normal  •Umdrehongspaimboloides. 
Die  Gleicbang  der  UrilSche  Ist: 

0 

Hieraus  ergibt  sieb: 

und  diese  Werthe  liefern: 

Wir  haben  uns  nun  mit  der  Entwickelung  folgender  drei  In- 
tegrale zu  beschllftigen : 

Hier  k5nnen  wir  (&r  x  und  y  auf  Polar -Coordinaten  übemben, 
und  seüeen  wir  den  Radius- Vektor  =su\  so  dass  ii*=j;*-|-^,  und 
den  Winkel,  den  derselbe  mit  der  Abscissenaxe  macht«  =e»  so 
stellt  sich  die  Gleichung  des  Umdrehnngsparabololdes  eii 

dar  durch  xzs^pu^. 
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.Da  sieh  nan  das  FlSchenelemeDt  ilxdy  durch  ududv  ersetze 
llssl,  so  verwandelo  sich  obige  Integrale  in: 

/ /  ududv  V^l+p^«* > 


JT'^^*JTt^'- 


Sh 


ududv 


+  pa,««)i" 


Will  man  die  Fläche  oder  den  cubischen  Inhalt  des  ganzen 
Paraboloides,  so  hat  man  die  Integrale  in  Beziehung  auf  o  zwi- 
scfcea  den  Grenzen  t?=0  und  »=2ä  zu  nehmen  ,(una  hat : 

2„f  udu  +  2«f^^^. 

Die  Integrationen  vollziehen  sich  leicht,  wenn  man  setzt: 
Ist  mm  die  Buhe  des  Paraboloides  gleich  A,  so  ist 

und  dcmnaeh  die  Grenzen  von  ti  gleich  0  und  gleich  V  —  •    Auf 
diese  Weise  hat  man : 

2«r 1_1 

Dm  die  OberllSche  zu  haben  ^  müssen  wir  das  zweite  Integral 
Bit  pa  und  das  dritte  mit  pl^ä^  multipliciren  und  hierauf  alle  orei 
iddiren.    Diess  gibt  die 

Tbcü  xin.  16 
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Oberflciie 

Will. man  aber  den  cubischeD  Inhalt  (der  Schade) ,  so  ist  das 
erste  Integral  mit  «>  das  ziveite  mit  ^P^^  ^^^  ^**  ^"**®  ™** 
7»*€c'  zu  miiltipliciren  und  hierauf  alle  drei  zu  addiren.  So  kommt 

Cubischer  Inhalt 

-«« j^[(i+2rÄ)5-i)]+«(*+|''>  +  '^'»«<*+^''*>-ä?T^|  • 

E.  Will  man  aber  obige  Integrale,  statt  zwischen  Grenzen 
von  X  und  y,  zwischen  bestimmten  Grenzen  von  x^  und  y  neh- 
men, die  wir  durch  (x*)' ,  {x')"  und  («0'»  (yT  bezeichnen,  so  wer- 
den sich  die  Grenzen  von  x  und  y  darnach  bestimmen. 

Setzen  wir  nun  die  Grenzen  {x')',  {xY  und  (y')'>  (yO*  nach 
einander  beziehlich  in  die  beiden  €rleichungen 

(y' -y)  Vl+8i,»  +  8^  +  oas,=0 ;  , 


a)    y=nix). 

c)  y-P{x), 

d)  y  =/•*(*). 


I  • 


Sind  (Taf.III.  Fig.  4.)  AX  und  A  Y  die  Coordinateoazen  der  Ebene 
(xy) ,  so  sei  die  Curve  BD  durch  die  Gleichung  a),  EC  durch  b), 
^C  durch  c)  und  DE  durch  d)  dargestellt  uod  das  Viereck  BDEC 
repräseiitirt  die  Grenzen ,  zwischen  denen  die  Integrale  zu  nehm» 
sind.  Verbindet  man  die .  Gleichungen  s^)  tind  c)  mit  einander,  so 
bestimmt  sich  dadurch  der  Punkt  B^  dessen  Abscisse  wir  durch 
Xx^  bezeichnen,  a)  und  d)  bestimmen  dee  Punkt  Dy  dessen  Ab- 
scisse wir  =  x%  setzen,  b)  und  c)  bestimmen  C,  dessen  Abscisse 
=:::r3  und  endlich  bestimmen  b)  una  d)  den  Pankt£«  dessen  Absdsse 

Es  ist  nun  aber  Viereck 
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m 

I 

e)    BDEC=  BDxiO^  -  CEse^x^ — BCx^x^  +  DEx^^ . 

Nacbdem  nno  eines  der  obigen  lotegrale  in  BesiehuDg  auf  y 
genommen  worden  ist,  wird  man  es  6iit  ^^s^O  beginnen  lassen 
rad  in  dasselbe  nach  einander  die  Funktionen 

9=fHa:).  y=n(^)>  y=-fH^).  s^fH^)     - 

sobstitniren ,  hierauf  in  Beziehung  auf  a:  integriren,  und 

das  Iste  zwischen  den  Grenzen  Xi  und  x^, 
das  2te  „  „        .  „        x^  und  or«, 

das  3te  „  ,i  „        Xi  und  x^   und 

das  4te  ,,  ,,-       .  ^,         x^  und  0^4 

aehmeo,  und  dieselben  mit  den  im  zweiten  Theil  der  Gleichung 
e)  enthaltenen  Zeichen  additiv  zusammensetzen.  Ist  aber  x^'^Xiy 
80  mnss  BDxtX^  tiegativ  senoniroen  werden.  Gleicherweise  ändert 
sich  das  Zeichen  von  CEx^x^,  wenn  x^^x^. 

Hiedorch  bezweckt  sich  die  Quadratur  eines  StOcks  der  Nor- 
malfUlchey  welches  von  paralielopipedalisch  aneinandergereihten 
Ebenen,  die  mit  den  Coordinaten-Ebenen  {zx)  und  {zy)  parallel 
laufen,  abgeschnitten  wird. 

Weit  schwieriger  ist  hier  die  Ctibatur  aaf  solche  Weise,  dass 
dadurch  ein  Köqier  bestimmt  werde,  weicher  prismatisch  zwi< 
sehen  dem  abgeschnittenen  Stück  der  Normalfläche  und  der  Ebene 
(xy}  liege;  denn  obige  Integrale  geben  ifoch  immer  einen  Korper- 
theil,  welcher  normal  zwischen  den  correspondirenden  Stücken 
der  Ur-^ood  Normalfläche  liegt. 

Will  man  zu  diesem  Zwecke  nicht  unmittelbar  die  Gleichung 
der  Normalfläche  bestimmen  uud  benutzen,  so  handelt  es  sich  darum, 
rier  prismatische  Kurperstucke  theils  zu  addiren,  theils  zn 
subtraniren,  deren  Seitenflächen  senkrecht  auf  der  Ebene  {xy) 
stehen  ond  im  Uebfigen  theils  von  der  Ebene  {xy)  und,  dieser 
geeenilbert  von  einer  durch  den  Fortgang  der  Erzeugungslinie  a 
gebildeten  krummen  Oberfläche  begrenzt  werden.  Das  erste  Ge- 
achäft  ist,  die]  Gleichung  dieser  letztern  (oder  vielmehr  vier  letztern) 
aa  entwickeln. 

Hiezo  3tenen  die  Gleichungen  der  Normale 

und 

wo  x*,  y^  und  t"  die  Ordinatenwerthe  der  Normale  bezeichnen, 
während  lieide  Gleichungen  noch  liberdiess  x,  y  und  %  enthalten, 
s  dhnliiirt  sieb  vermittelst  der  gegebenen  Gleicnm^  der  Urcorve. 
Hierauf  irird^man  nach  einander  die  oben  bestimmten  Funktionen 

•iß* 


2U 

«  ((a),  b),  c)  und  d))  statt  y  substituireo »  nnd  zwiseboi  beti 
das  noch  ubrie  bleibende  x  eliminiren.  Die  EÜminationsffleiehung 
wird  dann  jedesmal  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  sr^  y"  snd 
z"  jener  Oberfliichen  sein. 

Die    theilweise  Coordinaten  -  Verwandlung  im  obigen   zweiten 
Beispiel  fuhrt  uns  zur  der  Betrachtung  im  folgenden  Aufsätze. 


lieber  ffemlsclite  Coordfnaten« 

Von 

Herra  Brenner, 

Lehrer  xu  TuUlingen  im  Königreich  Wnrtemberg. 


Es  ist  bei  der  Behandlung  der  KOrper,  so  wie  bei  derjenigen 
der  Flächen  und  (>urven  des  Raumes,  oft  sehr  zweckmässig,  statt 
der  reinen  rechtwinkligen  oder  statt  der  reinen  Polar ^Coordinaten 
ein  Gemisch  derselben  in  Anwendung  zu  bringen.  ÜHm^  kann  ge- 
schehen,, wenn  man  die  Axe  z  unrerSndert  fässt,  damgen  statt 
X  und  y  einen  in  der  Ebene  {xy)  liegenden ,  bis  an  die  Projektion 
eines  betrachteten  Punktes  gezogenen  Radius -Vektor,  und  den 
Winkel  a  nimmt,  den  derselbe  mit  der  Axe  x  macht. 

Die  Formeln  zur  Cubatur  und  Quadratur  der  krummen  Ober- 
flächen, so  wie  zur  Rectification  der  Curven  des  Raumes  gestal- 
ten sich  f&r  gemischte  Coordinaten  wie  folgt 


A.   Cubatur. 

Denk!  man  sich  Im  Korper  einen  beliebigen  Punkt,  lässt  des- 
sen Radius -Vector  um  dr,   den  Winkel  a  um  ^  und  x  am  rfs 
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wadi«en,  so  bestimmeo  die  drei  auf  einander  senkrecht  sieben- 
den Kanten  dr,  rda  und  <fz  ein  Parallelepipediim,  dessen  lubalt 
rdrdfdx  list.     Demnäebst  Ist  der  cubische  Inhalt   V  des  Körpers 


-fff 


r^tdida  • 


B.    Quadratur  der  Oberfläche. 

Es  stelle  (Taf.  III.  Fig.  5.)  BCG  einen  mit  der  Ebene  {acy)  oder  (ro) 
parallelen  Durchschnitt  dar,  in  der  Entfernung  z  des  letztem  von 
\ru),  un4  eben  so  C  einen  Jn  obigem  Durchschnitt  fizirten  Punkt. 
Auch  sei  AX'  mit  der  ursprfloglicben  Aze  der  x  parallel ,  so  dass 
^CAX'Tz.üL,  Nun  lasse  man  a  um  da  wachsen/  so  dass  BAC 
=d€L  Dann  wird  BE=zdr  sein,  so  genommen,  dass  z  constant 
gedacht  ist,  wodurch  BE=^drada  wiro.  Hierauf  denkt  man  sich 
2  beliebig  um  dz  wachsend  und  legt  durch  z  und  AC  eine  Ebene. 
Dieser  Schnitt,  so  wie  der  mit  (rcr)  parallele  und  von  (ro)  um 
t-\-dz  entfernte  Schnitt  werden  sich  in  der  krummen  Oberfläche 
in  einem  Punkte  schneiden,  den  wir  D  heissen.  Ziehe  ich  nun 
von  D  ein  Loth  DZ)'  auf  AC,  so  stellt  CD*  das  Wachsthom  von 
r  vor,  so  genommen,  dass  nur  z  variirt,'  dagegen  a  constant  bleibt. 
Demnach  ist 

ay—hrAz. 

Das  gesuchte  Elementarparallelogramm  hat  nun  als  Seiten  ^e 
Linien 

BC-dayTt^  ^  dra^ 
and 

/)c=rfzVr+5J?. 

Der  Cosinus  des  von  ihnen  eingeschlossenen  Wtnkeb  ergibt  sich 

aber  nach  der  sphärischen  Tngonometrf~ —^  n^^u 

mit  cosDCD'  multiplicirt.    Demnach  ist: 


cosDCBzucosDCiy .  cobSCD' 

8r»  vTa 


folglich 


246 

Deronacb  das  Elemenfarparallelogram  selbst 

=  BC.  DC.  BinDCB^dadz  V  r\\+dr^)+dr^. 
So  findet  sieb  also  die  krumme  Oberfläche 


F«  rCdadi  Vr«(]+8r.«)+8r«« . 


C.  Rectification  der  Linie  des  Kaumes. 

Hier  findet,  sieb  nur  Eine  unabhängige  Veränderliche,  und  wir 
nehmen  a  als  solche  an.  Die  Transversale  des  ParaUelefffpedums, 
dessen  Kanten  sind  rda,  Brada  und  dzada,  ist  aber  gleich 


da  V^J«TS?T5r?. 
Demnach  findet  sieh  der  Bogen  unserer  Curve 

Als  Anwendung  hieven  geben  wir  Folgendes: 

a).  Eine  ebene  Curve  bewegt  sieh  mit  sich  selbst  parallel 
nach  einer  auf  ihrer  Ebene  senkrechten  Richtung,  während  sie 
noch  überdiess  um  eine  feilte  Axe  rotirt,  so  dass  der  Rotations- 
f^inkel  der  Erhebung  stets  proportional  ist  und  dass  ebep  iene 
Axe  auf  genannter  Ebene  senkrecht  steht  Es  soll  nun  die  Clei- 
chung  der  von  der  Curve  beschriebenen  Oberfläche  dargestellt 
werden.  Es  befinde  sich  in  der  Ebene  (xy)  (Taf.lII.Fig.6.)  die  Curve 
Ib,  för  welche  die  Gleichung  y:=f{jc\  gegeben  ist.  Hat  sie  sich 
nun  auf  angegebene  Weise  um  %  über  (xy)  efhoben,  so  stelle 
XB  ihre  Projektion  auf  {x^  vor,  so  wie  EÄ  und  EV  die  Pro- 
jektionen Ihrer  Coordiuaten-Axen,  die  mit  der  Curve  rotiren^  wäh- 
lend wir  die  .Axe  t  in  die  Rotationsaxe  verlegen.  Nehme  ich  in 
LB  den  beliebigen  Punkt  C  an«  and  ciehe  das  Lotb  CD»  so 
ist  CD  die  Ordinate  und  ED  die  Abscisse  desjenigen  Punktes» 
von  welchem  C  die  Projektion  ist^  und  setze  ich  ED=X  und 
CD=  ¥,  so  findet  zwischen  Ä  und  V  dieselbe  Gieichuqg  statt» 
wie  zwischen  x  und  y,  d.  h.  man  hat 

Den  Drehungswinkel  XEx  setze  Ich  =/?,  so  ist  bekanntlich: 

X=zys\nß  +  xco8ß, 
K=ycos^ — xelnß. 

Allein  da  /^*dem  2  proportional  ist,  so  setzen  wir  ß^Ax  und  haben 
so  die  Gleichung: 
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Seilen  wir  noo 

und 

^ssrcosa, 
«0  oimmt  diese  Gleichung  folgende  Form  an:     . 

r  «In  (« — ifc) = /[r  cos  (a — Ai)] . 

1.   Beispiel. 

Setzen  wir  als  Erzeuguigslinie  eine  Gerade,  die  darcii  die 
Rotationsaxe  geht,  so  ist,  wenn  sie  Anfangs  mit  der  Abseissen- 
axe  selbst  aasammenfiUlt,  y=0,  d.  h.  Az=za  die  gesuchte  Gleichirog 
dfr  eneugten  Oberflidie,  und  es  weist  sich  demnach  r  von  x 
aod  «  TSlIig  unabhängig  aus. 

Wollen  wir  nun  zuerst  den  von  unserer  FlScbe  begrenzten 
Körper  cnbiren,  so  haben  wir 


''=?''#^**^' 


wo  r  «wischen  den  Grenzen  r=0  und  r=ir'  genommen  ist«  Hier« 
aof  kommt 


\^^f^dz. 


wo  das  Integral  mit  a=0  beginnt.    Die  andere  Grenze  aber  ist 
A%9  «od  se  haben  wh : 


F=r  Jr'«  W^,cfa  — 1  r^2«j , 


wo  auch  hier  das  Integral  mit  s=0  anftngt.    ?Jimmt   man  eine 
rolle  Umdrehung,  bo  bt  z=:*^,  und  man  hat 

r%*     1 

also  gleich  der  Hälfte  eines  Cylinders,  dessen  Hube  =2  und  Ra- 
&1S  =r. 

Für  die  Qujidratur  der  Oberfläche  ist  die  Formel 
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\ 


/      I 


F^JTdudx  Vr»(l  +  3r.«)+ar«« 


unbrauchbar,  weil  fflr  diesen  Zweck  nothweifdig  ist,  daas  a  und 
«  von  einander  unabhängig  sind,  während  im  vorliegeDden  Falle 
r  völlig  unabhängig  ist  y  und  zwischen  z  und  a  die  Gleichan^  exi- 
Stift  Az= ttf  eine  Bemerkung  9  die  sich  in  Beziehung  auf  die  Cu- 
batur  nicht  machen  lässty  weil  hier  dz  im  Innern  des  Korpers 
ganz  beliebig  genommen  ist  und  die  Abhängigkeit  Ai^ia  erst 
nach  der  Integration  in  Beziehung  auf  a  bei  der  einen  Grenze  zum 
Vorschein  kommt.  Es  ist  daher  nothig,  die  Abhängigkeit  auf 
eine  andere  Veränderliche,  etwa  auf  z  zu  werfen,  so  dass  als- 
dann r  und  a  als  unabhängig  erscheinen.  Auf  diese  Weise  ha- 
ben wir 

CT»=  "5 —    unü  OTa  ^^  5~~  =   o      6    '  =^  Q~  ' 
OZr  Ottr         Oa%€Zr        CZr 

So  hat  man  denn: 

F^riffdadr  V^r«(l+az,^)  +  öz«». 

Nun  aber  ist  9zr=0  und  dza=^-2»  folglich 
Die  Integrationen  aber  geben: 

F^^^YT  f*"  yT+l%5+ i|logM+  VTm^)]+  e, 

lyo  C  und  O  die  beiden  eingegangenen  Constanten  sind. 

Ffir  r=0  ist  auch  dej  Flächengehalt  =Nuil,  und  soU  er  aacb 
für  o=sO  gleich  Mull  sbin,  so   hat  man: 

F=^[r  VTOV  +  ~log(M+ VTMV)}, 

wo  ffir  eine  ganze  Umdrehung  a  durch  2n  zu  ersetzen  ist 

Verbinden  wir  mit  der  Gletchune  Az^=:a  noch  r=:c,  wo  c 
eine  Constante  vorstellt,  so  haben  wir  die  Schraubenlinie.  Wol- 
len wir  sie  rectificiren,  so  ist  ^ 


8zo  =  -j   und3ra=0i 


daher 
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=fäa^c^^^=a^c*+^ 


I 

weDo  s  mit  «=0  anfangen  soll.  Eliminirt  man  A  und  c,  so  kommt 
nd  ßr  eine  ganxe  Umdrehung 

wdcbes  die  Efjrpotenuse  des  recfatwinklisen  Dreiecks  ist,   das  z, 
wd  den  Dmkrds  des  Cylinders  vom  Radins  r  zu  Catlieten  liat. 


2.  Beispiel. 

Setzen  wir  eine  Gerade,  die  niciit  durcli  die  Rotationsaxe  z 
geht,  so  kri|inen  wir  sie  uns  Anfangs  mit  a  parallel  in  einer  Ent- 
fernuig  f  =  ci  denken.    Alsdann  ist 

a 

""  sin  (a  —  Az) 

die  Gleiehnng  der  OberlUehe.  •.    ^ 
Die  Cobatar  gibt  zuerst:* 

-2jjBiu{a^Az)'^ 

wo  C  die  eingegangene  Constante,  oder     ^ 

=t  ^  y  &[cot(«'— 2la)--cot(tt''—  ifc)], 

wenn  man  dieses  Integral  zwischen  den  Grenzen  ar=a^.nndo=<2^ 
nimmt 

.  Nehmen  wir  nnn  das  Integral  In  Beziehung'  auf  z,   so  haben 
wir 

wo  C  die  Constante  ist. 


2S0 


Soll  der  Cubikinhalt  für  zssO  verschwinden,  so  Ist 

,      _         ,     sin«* 
logC=-log^^j^ 


und 


DieBs  ist  der  cubische  Inhalt  eines  KOrpera,  der  einerseits  von 
der  Icrummen  OberQftche,  anderseits  aber  von  zwei  parallelem  am 
z  von  einander  abstehenden  Ebenen»  so  wie  von  zwei  apdeni  auf 
den  letztern  senkrecht  stehenden  und  sich  unter  dem  Winkel 
«^— o'  in  der  Rotationsaxe  schneiden^den  Ebenen  eingeschlossen  ist 

•    Zar  Quadratur  der  OberflSche  aber  hat  man,   unter  Anwen- 
dung der  Formel 


aus 


'''^sin(«— Jz)* 

p   ^    qcos(fl^-*ili) 

^''*-~sin{a-ilz)« 


und 


» 

Substituirt  man  diese  Werthe,  so  ergibt  sich: 

s=  ^  j  a  jAi  cotg(a— i4i>  V 1  +4^i^»tg(a- Ji)« 

-  g^y^*^^'®»  [^"^*^*8^*"-^*i  +  V"!  +  ^*a«cotg(« -  -A0*]+  C. 

Sucht  man  diejenige  FiSche,  die  von  einem  bestimmten  Th«l 
der  Geraden  erzeugt  wird,  der  beim  Anfong  der  Bewegung  zwi- 
schen den  Grenzen  anso'  und  a=ix^  eoüialien  ist»  so  ist  obiges 
Integral  zwischen  den  Grenzen  as=tt'-|-^i  und  a=c^-f  ^  "zn 
nehmen  und  dann  kommt: 


F=  joj'  [cot«'  V*l  +  J«a«  cot«'«  -  coti/'  STl  ±  J^u^cotaT*] 

2^  L.'^^^acot«*^  +  VI  +^Vc'St^J 

ßir  die  Grensen  x=0  und  2=2^  '  *     ' 

Wird  nun  durch  eine  geradlinige  Figur ,    Termittebt  oben  be- 
sdiriebeoer  Beiv^g^iing»    ein  .Korper  -erzeugt^    so  Ist»   ivenn  die' 
GmHMäche  (eben  jene  Figur)  gleich  Cr  gesetzt  wird,  das  Korper- 
demeat  desselben 

dFz^Gdz, 

folglich  V=Gt^  wenn  das  Integral  mit  2^0  be^nen  soll. 

Es  folgt  hieraus»  das 8  man;  um  den  Irubischen  Inhalt 
eioes  solchen  KCrpers  zu  bestimmen»  nur  die  Grond- 
flicbe  mit  der  Hohe  multipliciren  darf.  Zur  Besthnmuhg 
der  Oberfläche  jedoch  dient  obige  Endformel  flir  F.  Nehmen  wir 
als  Bfzeuffungsfigor  z.  B.  den  gleichseitige  Dreieck,  dessen  Seite 
^g,  noS  hmen  sich  dasselbe  um  seinen  Mittelpunkt  dteben» 

80  ist 


Sic 
meile  a*ss*g-j  se  dass 

cotg«'=  + VS  und  cotgo*=—  V5". 

Hieraus  ergibt  sich  fSr  die  ganze  Oberflicbe  des  jerzeugten  Kör- 
pers nach  einigen  Reduktionen: 

Siibstihiiren  wir  aber  dem  gleichseitigen  Dreieck  ein  Quadrat  mit 
der  Seite  g,  so  ist  a  =  o>  ^°^  nimmt  man o'^r:  j «  so  ist  af^^-j-j 
coto'ri:!  und  cota^=-rl-      Oiess  gibt: 


N. 


2S2 

Wollen  wir  aber  eiue  OberflAche-quadriren»  die  durch  die  B^ 
gung  einer  ebßnen  Curve  erzeagt  wird ,  so  stellen  wir  uns  j 
selbe 9  wie  diess  bei  der  Differentialrechnung  immer  der  FallJ 
als  aas  unendlich  vielen,  unendtich  Ueinen  geraden  Linien 
stehend  vor»  so  dass  jedes  lio'  ein  Stdck  dersäben  swischen  i 
fasst»  indem  wir  uns  die  Curve  in  der  Ebene  (ory)  liegend 
stellen. 

Die  Formel 
F=  I  fli[cota'  VT+]iViwSi?«  -  cot«*'  VT+lP^coU?^ 

wird  demnach  die  Oberfläche  eines  un<gndnch  schmalen  (gew 
denen)  Streifens  der  Oberfläche  geben,  wenn  wir  o*— ir= 
setzen,  und  a  die  Entfernung  des  betrachteten  Elementes  der  Ca 
oder  dessen  Verlängerung  vom  Fusspunkte  der  Jtotationsai 
darstellt 

Setzt  man  aber  in  obiger  Gleichung  a''=^9t''^M,  wo  dt^\ 
Wachsthum  ton  o'  vorsteüt,  so  entwickelt  sich  als  DiffereO 
der  Oberfläche,  wenn  wir  auch  von  af  den  Apostrophen  m 
lassen, 

I 

Will  man  hier  integriren,  so  ist  vorher  noch  «der  Verttnderiiclil 
aus  der  Gleichung  der  Curve  in  Funktion  von  a  herzustellen, 
ist  aber  ttlr  jede  ebene  Curve,    deren  CrMcbvng   zwischen  i 
rechtwinkligen  Coordinaten  j;  und  y  gegeben  ist. 


Nehmen  wir  als 


3.  jBelspiel. 


Einen  Kreis,  der   sich   nach   obeb   angegebener  Wei«e  i 
einen  Ponkt  in  seiner  Peripherie  bewegt,  so  ist  dessen  Gleich« 

y«=2lfcr— o:*, 

und  hieraus 

a^-<^j9=:— *rcoso=:— 2/icos«^, 
und  diess  gibt: 

dF^-^'lRxda  cota«  VT^i^f^Pcoso^cöU?* 
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Niant  man  das  Integral  hievon  zwischen  den  Grenzen  a;=0  und 
«=«,  and  Terdoppeß  es,  so  hat  man  die  ganze  Oberfläche. 

Man  liunnte  sich  die  Aufgabe  stellen,  Curven  .zu  bestimmen, 
die  das  Integral  der  Oberfläche  in  endlicher  Form  liefern.  Hie- 
bei  dürfte  man  nur  a  so  iKCstimmen,  dass  der  Ausdruck: 

dtt     t  '    ?■«*■■ 
M  ^^VT+/l*««cota^ 

die  verlangte  Integrabilit&t  besftsse,  wo  dann 


=a 


die  Gleiebong  der  gosucbten  Carve  darstellen  würde«    Setzt  man 
z.  B.  a  =  cota  oder  a=tga,  so  hat  man 


oder 


d¥=  "Z  cot  ad  (cot «)  V  1  +  il*cota*  . 


cot«  ' 


und 


*       _^9y-y  ^^ 

oder 

sind    die    Differentialgleichungen    der    zugehörigen   Erzeugungs 
Cur?en. 

b)  Gleich  zweckmässig  erweisen  sich  gemischte  Coordinaten  flii 
die  Anwendung  auf  Curven,  welche  auf  gegebenen  Oberflächen 
eine  constante  Neigung  haben. 

Man  stelle  sich  irgend  eine  Curve  des  Raumes  vor  und  lege 
eise  beiiebise  mit  (jny)  oder  (ra)  parallele  Ebene  T'AX'  (Taf.  in. 
Fig.7.),  welche  die  Curve  im  Punkte  l{  sehneidet,  so  ist  ^12  gleich  dem 
Räios-Vector  r.  Denken  wir  uns»  von  R  aus  genommen,  ein 
Element  d$  der  Curve«  so  sei  M  die  Projektion  des  andern  End- 
ponkteir  P  auf  die  Ebene  T'AX'.  Es  ist  alsdann  PMR  ein  recht- 
winkliges Dreieck,  in  welchem  der  Winkel  PRM  die  Neigung  der 
Curve  ist    Wir  setzen  igPRM=  A. 


Da  nm  PM=dz  und  RM^sV^r^dcfl  +  dr^,  so  ist 


2S4 

od«r 

WO  man  sich  nur  Einen   unabhängigen  Veränderlichen,   etwa 
zu  denken  hat,  weil  man  es  mit  einer  Curve  zu  thun  hat 

Verbindet  man  mit  dieser  detcbung,  in  welcher  ^,  fiir  c 
stante  Neigung,  unvefftnderiich  Ist,'  die  Gleichuni^  der  krumn 
Oberfläche,  so  Ist  dadurch  die  gesuchte  Cur?e  völlig  bestimmi 


1.  BeispieL 

^Es  stehe  ein  gemeiner,  gerader  Kegel  mit  seiner  GmndflSj 
auf  der  horizontalen  Ebene  {ra),  so  isQ,  wenn  R  gleich  dem  I 
dius  der  Grundfläche  und  h  gleich  der  Hohe,  die  Gleichung  i 
selben^ 

JB(A-2)  =  *r, 
womit  sich  noch- verbindet 

I 
Äör 
Diess  gibt  dx^^-n^ ,  und  eliminirt  man  dz,  so  kommt 

A*8r* 

welches  gibt 

dr '  ARB» 


wo  das  negative  Zeichen   genommen  Ist,  weil  r  abnimmt,  «"C 
a  wächst    Die  Integration  liefert 

Nimmt  man  an,    dass  für  den  Anlbnff,    wo  rs=.R,  a=0,   so 
Cz=^logR  und 


r  __         ARa 


oder 


r==Äe  "Vr=2f^  , 


2S5 

wo  e  die  Basis  der  natflrlicben  LpgarilMlOo.  Da  r  nur  (&r  a=  oe 
deich  Null  werden  kann,  so  erreicht  die  Cnrve  die  Spitze  des 
Kegels  Dar  nach  einer  anendlichen  Anzahl  von  Gängen. 

Die  Rectification  dieser  Cnrve  abef  vermittelt  sich  durch  die 
Gleichong  " 


==A«  V  r«+ör««+az«». 


Dorch  Elimination  von  r ,  dr»  tmd  fiz«  entwickelt  man    . 

AtLu 

Vh*—A*R*J 

Nimmt  man  den  Anfang  des  Bogens  lur  o=:0,  so  ist 
nnd 

ARa 

Die  ganze  Curve  ergibt  sich  fiQr  a=  oo«  und  dann  hat  mim 


2.   Beispiel. 

^ «    Substituiren  wir   dem  Kegel   ein   Umdrehungsparaboloid ,    so 
ist  dessen  Gleichung 

2>(A-i>=r«, 

welche  verbanden  mit 

die  Gieichangen  der  Corve  liefern. 
Die  enle  gibt    - 

folglich 


woraus  man  ableitet 

Die  lotegration  bewerkstelligt  sich  bald,  wenn  man  setzt 

I 
und  sa  kommt 

s 

Soll  flir  2=0  aacb  a=0  sein,  so  ist  r*=52pA  und 

und 
Apu'=.  V2|iA-|»»il«  -  Vi*=p*3« 

eine  Gleichung ,  welcher  man  vermittelst  der  Formel 

tg^    tg'^-tgVi  +  W 

und  einiger  Reduktionen  folgende  Form  geben  Icann: 

tg  ( V2j»*  —^J^ — Vi»  -  p*Aß— Apu) 
' pAi^h-ifl) 

die  in  Verhindüng  piit 

2p(Ä— s)=r*  .       ^       , 

die  Gleichungen  der  Curve  darstellen. 

« 

Da  r  nicht  ^Null  werden  kann,  ohne  dass  obige  Endglei- 
chung  etwas  Imaginäres  darbietet»  so  folgt  daraus,  dass  die  Cane 
den  Scheitel* gar. nicht  zu  erreichen  im  Stande  ist  Der  kleinste 
Werth,  den  man  r  geben  kann,  ist  r  =  pJ,    und  diess  gibt  den 

grOssten  Werth  fÖr  z=ä — "^P^- 


257 

Zaa  Zweck  der  Rectilcation  hat  man 
Mgfidi 

vrpp 


ipA 


»«  +  c. 


Will  man  •  mit  (=0,  A.  b.  mit  r'ss^A  beginoen  laaaen,  so 
kommt 

omI  ninoit  man  Ihr  r  den  mSglich  Itleinsteti  Wertb  pA ,  so  ist 


3.  Beispiel. 

Wenden  wir  dieselbe  Theorie  auf  ein  Umdrehnnes  •  EUipsoid 
in,  dessen  grosster  Kreisdnrchschnitt  mit  der  Horaontalebene 
asammeufUlt 

Wir  ludben  flir  die  Gleichung  desselben,  wenn  a  und  b  die 
beiden  Halbazen  der  erzeugenden  Ellipse  sind,  t^^t^ ^t\  wo- 
mit sich  verbindet 

Biemis  leitet  man  ab: 
Setzt 


M  arbeitet  man  sich  leicht  zvm  Integral  bin : 


ir 
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+  C. 

Lfisst  man  den  Winkel   u  begianea  mit  r  =  b,  so  hat  man 

tuod  wir  koanen  anserdn  Inte|^al  leicht  die  Form  geben: 


Ab         tg 


6^     * 
oder  wcDii  wir  r*=ft* =x*  setzen  ? 


tgLf  a*-;^(*«+y<«6»)J"^L V«*-s«(a«+ J«6*)J 


Va«+.4«6«J.r4/      ?(ö»+>6«)   T     lr_— — i!*i 

«= — 35- 


Auch  hier  erreicht  die  Curve  den  Scheitel  nicht,  indem  sidi  dem 


a« 


z  kein  grosserer  Werth  geben  Iftsst  als  z^=:77=======und  demrkein 

kleinerer  als  r=  ^^ — •- — -ttia* 

Für  die  Rectification  aber  haben  wir 
oder 


r/5 


ZS    ■■'^    *  I  I  IM  • 


Ab       'V^^' 
dessen  Integral  ist: 

Lassen  wir  «  mit  o=0  oder  r=6  beginnen»  so  ist  CsO, 
und  es  ist: 

Ffir  die  ganze  Cuire  aber  ist: 


^0 


AI  o«  + 


Ffir  den  bemnderD  Fall,  dass  das  EUipaoid  lo  «ine  Kugel  Ober- 
gebt,  dereo  Radios  ^R,  hat  man  a=6=:R,  und  die  beiden  Glei- 
dmagen  der  Corve^sind: 

md 


A 


wlhrend 


T 
£ 


Haifct  Pflf  dte  gaaie  Cte#e  aiier,  wo  >  aar  bis  -anr  «a»  vr  i  ii   j^ 
wachsen 'bttnn,  ist 


A 


17* 


MO 


Heber  die  Rotation  eines  KSrpers 
der  nur  In  KInem,  mit  der  fixen  Ro< 
tatlonsaxe  nnal>änderllch  verliunde 
nen,  aber  ausserhalb  derselben  ffele- 
Irenen  Punkte  ^  gr^^balten  wird- 

Voa 

Herrn  Brenner^ 

Lehrer  xa  Tuttlingen  im  Königreich  Würtemberg. 


Es  sei  (Taf.IIl.  Fis.8.)  die  Rotationsaze  RT,  der  mit  derselbe! 
unabänderlich  verbundene  Punkt  G,  so  dass  das  Loth  GT^ 
constant  ist,  und  im  Punkte  G  werde  ein  um  127  rotirender  Kur 
per  {gehalten.  Wir  wollen  nun  die  Lage  des  K^rp^rs  bestimmeo, 
so  wie  andere,  hieher  gehCrige,  Umstände  entwickeln. 

Ich  nehme  Cr  als  Coordiifaten- Anfang,  lasse  die  Axe  der  J| 
nerolich  GX^  mit  dem  Lothe  GT  zusammenfallen«  ziehe  die  Ai( 
der  z,  6Z,  mit  der  Rotationsaze  RT  parallel;  dann  wird  die  Axi 
der  y  in  G  senkrecht  auf  beiden  stehen.  —  Hierauf  denke  icb 
mir  im  Körper  auf  der  positiven  Seite  der  Aze  der  y  einen  Atom 
A»  von  dem  aus  ich  ein  Loth  AB  auf  die  Ebene  (ix)  oder  ZGX 
ziehe.  Vom  Punkte  B  ziehe  Ich  noch  die  Lothe  NßO  und  BM\ 
80  ist' 

BN=x, 

AB=^y, 

BM^z. 

Ferner  ziehe  ich  noch  durch  den  K(irpe£  die  beliebige  in  der 
Ebene  ZG  TR  liegende  Aze  GH,  auf  dieselbe  das  Loth  BC 
hierauf  die  Lothe  CF  und  CL,  und  verlängere  MB  nach  D. 


»1 

Hieraaf  setze  ich : 

AC=zr, 

^ACß=zt€. 
^CGL^€t; 

M  hht  man/ 

BC=^rco8w, 

AB:=irBiüw, 

CD=zrco8wsiaa, 

BD^=:  r  eosw  eosa , 

GL=zBcoaa, 

CL==£8ma; 

ttod  hieraus  folgt  fiir  die  Coordinaten  des  Atoms  A: 

jT = e  cosflf -f  r  cosio  siua , 

yzzzrsinw, 

2  =  e  sina  —  rcosK^  cos«  • 

■ 

Durch  die  Rotation  entsteht  eine  von  der  Rotationsaxe  ab 
gehende  Ceotrifagalkraft,  und  denken  wir  uns  dieselbe  jedem  Atom 
eiogeprS^^  so  können  wir  den  Korper,  wenn  und  wofern  er  eine 
gegen  die  Rotationsaxe  noabättdeniche  Lage,  angenommen  hat» 
ab  im  Gleichgewicht  befindlich  betrachten ,  indem  sich  dessen 
TOD  der  Rotation  abhängige  Lage  im  Räume,  wegen  der  constant 
Tonuiagesetzten  Rotationsgeschwindigkeit,  leicht  angeben  lässt 

Bezeichnen  wir  diese  Geschwindigkeit  mit  &,  so  Ist  die  Cen- 
trifogalkraft  des  Atoms  A 

zz8^.A0  nach  der  Richtung  OA. 

Lassen  wir  r  um  dr,  w  um  dw  und  e  um  dt  wachsen,  so  kann 
Dan,  wenn  die  Dichtigkeit  des  Korpers  mit  q  bezeichnet  wird, 
die  Masse  des  Atoms  ausdrücken  durch 

QrdrdBdw, 

Es  ist  demnach  die  Grosse  der  Bewegung  desselben  nach  der 
Rjcbtang  OA  gleich 

i^'^rdräidw  0AO . 

» 

Zerlegen  wir  diese  Kraft  In  ihre  Coraposanten  nach  den  Axen 
9f  y  und  Zy  so  haben  wir 

die  parallel  mit  x  wirkende  Kraft  ;= — QArdrdBdw.coB  A  OB 

= — ^•rrfriferfii>(£*-ecos«— *«in«cosw). 
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die  parallel  mit  y  wirkende  Kraft  =5  —  Qto^dfiUdwrinuf, 

Dagegen  wirkt  parallel  mit  der  Axe  der  z  die  Scbwere  g,  folglicli 
ist  die  mit  x  parallel  laufende  Grusse  der  Bewegung 

= — gfrdrdidw  • 

Endlich  setzen  wir  noch  den  Druck «  der  In  G  auf  den  Kur« 
per  ausgeübt  wird,  parallel  mit  ar,  y  und  z,  gleich  u,  v  und  w, 
während  die  Coordinaten  dieses  Fünftes  alle  gleich  Null  sind. 

Somit  gestalten  sich  die  sechs  Bedingungen   des    Gleichge- 
wichts,  wie  folgt: 

Fflr  die  den  Coordinaten  parallelen  Kräfte  t 

1)  u — QB*  j 1 1  rdrdsdteiE — ccosa— 'r8inacO8tr)=0, 

2)  r— pir*  ///  i^drdBdm alnw^aOf 

3)  w^gg  111  rdrdedfws^ü, 

nir  die  Momente:  * 

4)  ^ I f  I  ^drdidwwmioittionu^TcnBwmitti 

—  ^tf«  ///  r^€2r<2i(bp8infc(£  — rcosft— rsinacosio)=7  0* 

5)  9Q  1 1 1  Tdrdnd>w{i^o9a^rcoaw6\na) 

— ^»>  /  /  /  f^dris  dw  (esio«— rcostDcoya)  (JE— ^«5osc^-vsinaces«)5sO, 


6)       gqJjCf^drdj^dtö%\ 


smtp 


Nehmen  wir  als  einziges  Beispiel  eine  cylindrische  Stange, 
deren  kx»  mit  GH  zusammenfällt,  so  «rind  die  Integrale,  wenn 
dfe  Länge  4er  Stange  =:f  uAd  der  Halhm^ser  =:;  A,  in  Bezie- 
hung auf  £  zwischen  den  Grenzen  c=0  iind  t^=l;  In  Bestlehun^ 
auf  r  zwischen  rsO  und  r=;^Rf  und  in  Beziehung  auf  lo  zwi- 
schen 10=0  und  w^^ft  zu  nehmen,  so  d&sS  alle  IhttogriuHmieiii 
eelbst  in  ihren  Grenzen,  von  ekiander  unabhängig  sind. 


■ 
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Mm  k«t  aber,-  «wlsohend««  (hmwcBi  w=0  lin4  «00=2»: 

dw  costo = sin  ti^=0. 


c?t06inte=5 — cosio=Q, 

/J 
dw  siDtr  cos  fo  = — -j  cos2ir =0 , 

/  dtrcosti7^=jsin2to  +  o««?=^» 

Mjui  wird  daher  aUe  Differentiale«  in  welchen  sious  und  co- 
81008  von  fB  and  deren  Produkte  zum  Torschein  kommen ,  weg- 
luscn  und  oor  costo*  heibehalten«  Mittelst  dieser  Bemeckang  wira 
Ott  bald  haben : 

7)  i«=p»*Ä%r/(E  — s^/cosc), 

8)  wss^^  B^nl  =:  dem  Gewicht  der  Stange. 

Die  Gleichnngen  4)  nnd  fh  aber  werden  identisch  Nutt»   während 
5)Kebrf:     ^        ' 

9)  a|7/cosa-6£:irSfeioa  +  ««sinacosa(4/a~3i23) =0, 

wclehe  znr  Bestimmung  von  u  dient. 

Ftir  den  Fall,  dass  man  nur  eine  materielle  Linie. im  AuM 
hat,  kann  für  7)  und  8)  R  nicht  f^leich  Null  sein ,  weil  die  Linie 
in  diesem  Falle  die  wirklich  mathematische  Linie  wäre.  Allein 
^Fy%  ist  gleich  der  Masse  der  Längeneinheit,  die  wir  fSr  die 
materielle  Linie  =:ir  setzen. 

Hinffegen  muss  in  9)  wirklich  iß:=:0  sein,   ireil  auch  hei  der 

materiellen  Linie  R  gegen  /  verschwindet.    8o  haben  wir   aFso 

lur  die  materielle  Linie,  wenn  wir  deren  Länge  sf  setzen: 

# 
I 
10)  tf = mt^HJE--^  V  cos  o) , 

Vi)     '  S^cosor— 3£tf*sina  -f  2^  »'sinaeosarz^O. 

Betrachten  wir  aber  den  Fall,  wo  es  sich  um  einen  auf  einer 
steifen  mathematischen  Linie  sitzenden  Atom  m  handelt,  so  ha- 
ben wir  bloss  nOthig,  iUe  zwei  rechten  Seiten  von  10)  und  II) 
in  Beziehung  auf  /'  zu  differentiiren ,  und  dt  .mit  nt  sich  ver* 
•chnelzen  zu  lassen;  hingegen  12),   welche  bereits  mit  /'*  weg- 
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diYidirt  Mordes  ist,  wieder  nit  f^  so  moMpHciren»  and  Men 
ebenfalls  in  Beziehane  auf  V  za  dUTerentiiren.  Auf  solche  We| 
haben  wir,  wenn  die  LSngQ  der  steifep  Cierfiden  sT  ist: 

13)  tct=:m«*(£-^rcosa),  \ 

14)  teszmg,  I 

15)  ^cosa— J&r^incr-f-^v^siDttCo^tfcsO. 

s  

Die  aus  n  und  w  [13)  und  14)]  zusammenffesetate  Resoltaii 
niuss  mit  der  A^l«  ^  <i<^9  Winkel  «  machen.    1q  der  That»  sei 


«-^«»(Ä-rcos«)-^**' 

so  entwicicelt  sich  hieraus  16).  Diese  Bemerkung  ISsst  sich  wj 
der  für  die  cylindrische  Stange,  noch  für  di^  materielle  Linl 
maclißn,  denn  dort  wQrde  jeder  Atom  für  sich  eine  andere  Gleicl 
Mwichts-Lage  annehmen.  Jeder  Atom  st5rt,  ivegei»  des  fest« 
Zusammenhanges,  den  andern,  und  die  Gesammtwirkung  Ist,  das 
die  Axe  GH  eben  den,  durch  9)  oder  12)  bestimmten  Winkel 
mit  der  Axe  x  macht  Diess  zeigt  sich,  wenn  man  /  oder  t  etw 
um  dl  oder  fil*  wachsen  Msst,  uAd  dabei  zusieht,  ob  dadurch  auc 
a  einen  Zuwachs  erleidet  Differentiiren  wir  daher  9)  und  12)  i 
Besiehune  auf  o,  J  und  P,  so  haben  wir»  wenn  nocn  respectiv 
9)  und  12)  selbst  mit  den  entstandßfi^n  Differentialgleicnimge 
verbunden  wfrd: 

,  _ j/jH^   sinc*costt* (4/*  +  31?*) 
W-rf/ßp.    ^co8a»  +  JSir«sinf?» 

und 

-  __  »a,^»*         sing*cosa* 
"~       3  *5JM;os«'+JE«^sina'' 

Diese  Gleichungen  liefern  nur  dann  da=^0'$  wenn  entwede 
sina=0  oder  cosa=:0.  Allein  9)  pod  12)  kSnnen  nnmuelich  diesi 
Werthe  geben,  wenn  nicht  einer  der  Werthe  g,  /,  E,  a  der  Null  gleich  ist 
Es  erleidet  demnach  a  filr  jeden  Werth  a,  den  die  Gleichuogei 
9)  und  12)  darbieten,  einen  Zuwachs,  wofern  /  oder  f  einen  sot 
cnen  erfahren. 

Sehen  wir  jetzt  ^u,  unter  welchen  Bedingungen  unsere  dre 
Fälle  gleiche  Neigungswinkel  or  liefern.^  Dividiren  wir  9)  mit  6i 
und  12)  mit  3,  und  vergleichen  hierauf  die  entstandenen  Gleichun« 
gen  mit  15),  so  geben  ^),  12)  und  15)  denselben  Winkel  er,  wem 
man  hat: 


*"'  *^-       6/      -3*2/ 


und 


17)  ''— !''• 

Da  Don  P  sich  kleiner  fraswebt  als  /  und  als  f »  so  folgt  daraus« 
daM  sich  sowohl  in  der  Aze  der  cylindrischen  Stange  >  als  auch 
in  der  materiellen  Linie  ein  Punkt  befindet,  der  von  der  Wirkung 
der  fihriffen  Atome  des  Systems  keine  Störung  erleidet,  und  man 
konnte  ihn,  in  Beziehung  auf  dieses  System,  den  Rotations  - Mit- 
telpankt  nennen.  Seine  Sntfemung  vom  Punkte  G  wird  durch  die 
Gleichungen  16)  und  17)  angegeben. 

Stellen  wir  nun  eine  Untersuchung  an  fiber  die  Anzahl  der 
Gieichgewicbtslagen,  so  ist  vorerst  zu  bemerken,  dass  man  den 
GMchoogen  9),  l2)  und  15)  folgende  Form  zu  geben  im  Stande  ist: 

18)  p— f  tga-f  sina=0. 

Da  mm 

sin  «=— 75=Ä^=— ? , 
fo  entwickelt  sich  die  Gleichung: 

Diese  Glekhong  kann  huchstens  vier  Werthe  fBr  tg«  liefern, 
und  da  jeder  Wertn  von  tga  zwei  Werthe  flir  a  darbietet,  ao 
acheinen  sich  acht  Gleichgewichtshigen  herauszustellen.  Diese 
Verdopplung  rflhrt  jedoch  von  der  Quadratur  der  Gleichung  18) 
her,  und  wenn  man  die  vier  Werthe  fiir  iga  oder  die  acht  Werthe 
ftr  a  aafoefonden  hat,  wird  man  sie  jraesmal  noch  vermittelst 
der  Gleicnnng  18)  prfifen,  wodurch  sich  vier  als  unbrauchbar  zei- 
gen werden.  Jedoch  gibt  die  Gleichung  des  vierten  Grades  für 
tgff  nickt  unbedii^t  Tier  Werthe  j  sie  kann  auch  weniger  liefern, 
«id  wir  konnten  nnn  aus  derselben  die  Bedingungen  aubuchenj 
unter  denen  nur  drei,  zwei  und  vielleicht  auch  nur  eine  oder  .gar  keine 
Gleichgewichtslage  existiren  würde.  -«  Alles  dieses  ergibt  sich 
jedoch  vollständiger  nnd  weit  einfacher  ans  der  unmittelbaren  Be- 
trachtung der  Gleichung  18).  Zu  diesem  Behufe  setzen  wir  die 
vordere  Seite  dieser  GTeichung  a=  u^  und  unterscheiden  aber  die 
vier  Fälle,  in  denen  a  einen  Winkel  im  Umfang  des  ersten,  zwei« 
ten,  dritten  und  vierten  Qnadranteil  bezeichnet  Wir  erhalten 
aomit: 

f&r  den  Isten  Quadranten  tt=p— »ftga-l-sina, 

2tett  „           tt  =p  +  ^tg«  +  sina , 

3ten  „           tc=p  —  gtga  — sina, 

4ten  „           n^p-f^tga  — sina. 


Indem  wir   uns   nun  o  von  a=0  bis  9i=^in  wachsend  denken. 


2M 

steilen  wir  u  für  jeden  Quadranten  in  dessen  Grenzen -dar,  uij 
bezeichnen  diese  Grenzwerthe  durch 

Es  ergibt  sich  nun  f&r  den  ersten  Quadranten : 

Es  geht  demnach  u  im  ersten  Quadranten  durch  Null  und  zv?ä 
nur  einmal' ;  denn  sobald  qteix  grösser  geworden  Ist  als  p  -f  sin^ 
wuchst  dasselbe  fortwährend  und  sehr  rasch  bis  auf  oo . 

I 

Ffir  den  zweiten  Quadranten  ist: 

Also  geht  tt  in  diesem  Quadranten  nicht  durch  Null,  weil  es  auch  ii 
Zwischenraum  nie  negativ  wird. 

Für  den  dritten  Quadranten  ist: 

un—p, 

l«|7r= — OD. 

Demnach  gebt  hier  u  durch  Null,  und  zwar,  wie  hn  ersten  Qua 
dranten,  nur  einmal. 

I 
Endlich  ist  flhr  den  vierten  Quadranten: 

U%7ir^p, 

Allein  hier  ist  keine  absolute  Unmöglichkeit,  dass  im  Zwischen j 
räum  «  nicht  negativ  würde.  Dm  diese  Fhige  zu  entscheiden] 
suchen  wir  (fflr  den  4ten  Quadranten)  das  Maximum  und  Mioi^ 
mum  von  u  auf.    Wir  haben: 

woraus  '  I 

COS«=ffi. 

Soll  ein^  Max.  Min.  stattfinden,  so  muss  demnach  nothwendi^ 
9<1  sein.    Setzt  man  aber  den  Werth  cosa:=fir^  in  u«   so  foigt: 
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btmm  Jiß  CMoM  p  — (l-»flH  poattiY,  «o  gebt  m  oiclit  dwch 
Null;  ist  es  aber  negativ»  ao  Weiert  die  Cileiolralig  18)  zwei  neue 
Werthe  Bk  a,  aber  aii^b  aicbi  aiehr  ab  awei ,  weil 

p-(i-?»)« 

DV  Einen  Werth  haben  kann.    Ist  aber 


ft  »9 


SO  zeigt  diese  nur  Eineo  weitern  Wertb  fSr  a  an«  Faaseo  wir  das 
Resultat  dek  ganzen  Uatersuchung  zusammen,  so  haben  wir: 

a)  der  erete  Quadrant  enthält  unbedingt  eine  Gleich- 

gewicbtslage; 

b)  der  aweite  gar  Iceine; 

c)  der  dritte  unbedingt  eine; 

d)  der  vierte  eine,  wenn  p'=:(l*-^l)*  und  zugleich  9<1; 

zwei,  wenn  j^<(l— ^^)'   v  »»         ?<1» 

keime,   wenn  p*>(l  — ^t)'i  ebscben   auch 
wäre^<i; 

9*        M       jedenfalls  gar  Iceine,  weBn9>l. 

Enetzttn  wir  p  und  q  imnh  ihre  Werthe,  se  vervi'andeln  eich 
die  Bedingungen 

||9<«>(l^l)s  und  qOl 
fir  die  Gleichung 

9)    in  3ßg^P  < =>ir«t(4P-^3Ä«)l  -  (6£ÖJ]  und  6El<,  '>^^RH 
12)    in  V<=>ii*[(2f)^— (3£)*r  und  3E<>  2/'; 
lö)    in  fi^ <s=>ii*[ri--ßj»  und  £ <> r. 

Was  die  wirkliche  Aufsuchung  der  Werthe  von  a  betrUft»  aa 
dient  die  seitherige  Betrachtung  sehr  zur  Erleichterung,  und  es 
ist  vortheiihafter,   sich»  statt  äer  Gleichung  des  vierten  Grades 


iwiscben  tsa,  der  Gleichung  18)  zu  bedienen.  Da  man  weiss,  in 
wakbeft  (Inadranten  diese  Werne  zu  snebea  sind»  wird  man  bald 
einen  ^  haben,  welcher  der  18)  beinahe  eenügi  Hterauf  wkd 
man  denselben  verbessern  vermittelst  des  Werthes 


Ffir  die  Aufsuchung  der  Werthe  des  vierten  Quadranten  ist 
es,  wofern  sie  existiren  wd  wofern 

ii=:p-..(l--9»)l 
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Btemlicii  klein  ist,  immer  vortbeilbafty  als  ersten  PttherangBireith 
coscr'nsal  zu  oebmen.  Denkt  man  sich  bieraiif  fiir  oK  einen  Zu- 
wachs Ay  so  .  wird  man  nach  dem  Taylor'sehen  Lebrsats  die 
Gleichung 

p  -  9ig(«'+A)+sin(«'+*)=0 
nach  Potenzen  von  h  entwickein ,  und  zunächst  erhalten: 

p-9tga'  +  sin«'+*(co8«'-^)-^(3j||;j+l)sin«'=,0. 

wenn  man  sich  mit  der  zweiten  Potenz  von  h  begnügen  will. 
Hier  ist  aber  der  Coefficient  von  h  gleicfa  NnU»  «od  ersetzt  man 
cosa^'  durch  q,  so  kommt 


-±V 


2  />-^t^-f  g*««" 

3  sin«' 


Der  eine  dieser  Werthe  bietet  die  Correction  fDr  den  einen  und 
der  andere  für  den  anderen  Werth  von  af  dar*  Debri^ens  ist  mao 
im  Stande,  die  Aufgabe  durch  Constcuetion »  vermittelst  eines 
Kreises  und  einer  gleichseitigen  Hyperbel»  zu  lOsen. 

Denken  wir  uns  d*>®  Länge  der  cyliudrischen  Stange  oder  der 
materiellen  Linie  von  Null  an  wachsend,  so  werden  die  End- 
punkte aller  dieser  Längen,  das  System  stets  im  Gleidwewiciit 
gedacht,  eine  Curve  darstellen.  Das  Gleiche  wird  der  Ful  sein, 
wenn  wir  statt  ob^er  Endpunkte  die  Schwingungsmittelpunkte 
nehmen.  Für  den  Schwingungsmittelpunkt  gehen  aber  die  Glei* 
chungen  9)  und  13)  in  15)  über  und  niese  ist  es,  welche  ^e  von 
allen  Schwingunffsmittelpunkten  beschriebene  Cnrve  darstellt,  in- 
dem V  als  Radius -Vector  angesehen  wird.  Gehen  wir  über  aof 
rechtwinklige  Coordinaten«  so  haben  wir  zu  setzen: 

sinasr^  und  coso=ir 
und  haben 

Den  Coordlnaten- Anfang  verlegen  vrir  in  einen  andern  Pankt»  «ad 
setzen  au  dem  Ende: 

wodurch  wir  erhalten: 

{ga  +  ««aft  -  6£«r*)  +  (^  +  ^h)x  +  i^a^E)y  +  «"jryisO. 
Setzen  wir  a=s£  und  ~ 


b—9-. 

so  wird 

Eq 

**="?• 

welches  eine  gleichseitige  Hyper1>el  anseigt,  deren  rechtwinklige 
Coordioaten  xogleich  ihre  Asymptoten  sind;  und  z\rar  ist  die  eine 
Asyoiptote  die  Drehangsaxe'  RT^   während  die  andere  unterhalb 

Dod  parallel  mit  GX  um  die  Grtfiise  \   liegt. 

Will  man  daher  diese  Aufgabe  durch  Constmction  losen,  «e 
wird  man  f orerst  zwischen  den  angegebenen  Asymptoten  und  ver- 

mittelst  der  Gleichung  jfar=-^    eine    Hyperbel    construiren   und 

hierauf  von  ^G  atis  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  beschreiben  mit 
dem  Halbmesser 

/''= gr oder  P'=^P. 

Die  Punkte«  in  denen  der  Kreis  die  Hyperbel  schneidet,  werden 
die  Gleichgewichtslagen  angeben.  —  Daraus  folgt  wieder,  dass 
es  oie  weniger  als  zwei,  und  nie  mehr  als  vier  Gleichgewichts- 
lagen geben  Kann.  Auch  lassen  sich  hier  noch  leichter  die  übri- 
gen o&igen  Folgerungen  entwickeln. 

Die  Frage  fiber  das  stabile  und  nicht  stabile  Gleichgewicht 
der  verschiedenen  Lageo  entscheidet  sich»  wenn  wir  die  Cnter- 
8Qchang  nur  für  den  Kotationsmittelpunkt  anstellen.  Ist  nun  die- 
ser Mittelpunkt,  den  wir  uns  um  einen  sehr  kleinen  Winkel  $  ans 
dem  Gleicngewicht  gerückt  denken,  der  Punkt  C,  so  wirkt  auf 
denselben  nach  der  Richtung  CL  die  Schwere  g  und  nach  der 
Richtung  FC  die  Centrifugal  kraft 

•«.FC=»«(E-/''cos«). 

Zerl^n  wir  beide  Kräfte  nach  der  RichtiHtt  CB^  so  haben  wir 
für  die  auf  C  wirkende  Kraft  (nach  dieser  Richtung) 

gcosa — s^iE-^f  cosor)  sin  a . 

Folglich  nach  den  Gesetzen  der  Dynamik: 

P'd^i  +  g  cosflf — o^(E — Pcosa)  sina=0, 

■ 

wo  das  Diferential  in  Beziehung  auf  die  Zeit  t  genommen  ist. 
Ist  nun  ex'  der  fiir  das  Gleichgewicht  gefundene  Winkel,  so  ha- 
ben wir 
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Wir  kSnneo  daber  die  ohige  Gleicbvng  nach  Potenaeo  von  i 
entwickeln,  und  wenn  wir  annehmen,  dasa  |  eine  aehr  kleine 
Grösse  nie  überschreitet,  alle  huhern  Potenzen  ▼ernachlfiasigea. 
Auf  solche  Weise  haben  wir«  bedenkend  daas  nach  15) 

g  cos«' — ^{E^r  cos«0  tfin^  =0, 

/"«PI  +  i  [/*'»•  (coso^  -  sin«'«)  -  firScosa'— ^incr']  =0; 

und,  wenn  wir  vermittelst  15)  Pt!^  eltminiren  nnd 

ffcostt^^-f  ^«^sintt'*^  . 
""        /^siuÄ'üoa«'       ""^ 

aeteen, 

wovon  das  Integral  ist: 

1=  Csin  {tVA)  +  Q  cos  {f  V^ . 

Da  i  der  Voraussetzung  gemftss  sehr  klein  ist  und  bleibt,  6o 
müssen  es  auch  C  und  Q  sein.  Diese  Voraussetznng  reditfer- 
tigt  sich  nicht,  und  |  kann  zu  einer  bedeutenden  Grosse  anwach- 
sen, d.  b.  das  Gleichgewicht  ist  nicht  stabil,  wenn  A  eine  nega- 
tive Grösse  repräsentirt,  weil  in  diesem  Falle  die  trigooometrischeo 
Grössen  in  Exponentialgrössen  vlbergehen. 


Die  Gleichung 


.  g  cos«** + Eb^  sin«'* 

Jm'SHZ  "^  Vi  III      ■■■■■■■    I   I    «     »ii»*     ■ 

r^sin«^  cos«' 


zeigt  aber  flir  den  ersten  Quadranten  eioe  negativa  Grösse,  folg- 
lieh  ist  hier  k^ne  Stabilität  anzutreffen.  Hingegen  ist  A  far  den 
dritten  Quadranten  positiv,  woselbst  also  eine  stabile  Lage  ist. 
Im  vierten  Qnadranten  aber  hat  man 

. ^^os«'*  —  ^^sin«'» 

"~      /''sin«' cos«'  I 

Stabilität  ist  demnach  vorhanden»  wenn 
Verwandeln  wir  nun  15)  in 


Ä+^^-'-rvfl-^'^ 
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ond  eUoiiniren  aus  dieser  und  aus 


^«"-jfe«» 


die  tga',  so  ßbrt  ans  diess  auf 

I 

oDd  eerade  diess  ist  die  Bedingung,  unter  welcher  fflr  den  vierten 
QaadranteD  zwei  Gleichgewichtslagen  existiren.  Daraus  folgt,  dass 
beide  dieser  Lagen  stabil  sind» 

• 

Da  aim  die  oben  dargoattUte  Hyperibel  ihre,  eonvexe  Seile 
der  Ümdrehungsaxe  zuwendet,  so  folgt  daraufi,  dass  sich  die 
ontem  TheMe  der  rofiteodea  Stange  vob  Ihrer  eigene»  bleich- 
gewichtslage  so  entfernt  haben»  dass  sie  von  der  Axe  abgewen- 
det sind.  Da  femer  z.  B.  int  ersten  Quadranten  kein  stabiles 
Gleichgewicht  stsil  findet»  so  haben  jene  Tbeile  das  Bestreben» 
9ieh  von  der  Axe  noch  mehr  zu  entfernen »  woraus  sich  das  eigen- 
tbumliche  Gefühl  erklärt»  das  die  Kunstreiter  in  ihren  Fflssen  ha- 
ben» deren  Muskeln  von  einer  Kraft  nach  Aussen  gezogen  werden. 
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Blementare  Darstelluiiff  der  wichtig- 
sten Eigenschaften  clisr  gemeinen 

Cyclolde- 

(Rectification  nod  Qoadratnt  ders^beo). 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Schülz-Strasznitzki 

am  k.  k.  polytediBMcfaen  Imtitnl  sa  Wien. 


Denken  wir  uns  in  Taf.  III.  Fig.  9.  das  regelmässige  Zvrolfeck 
OABCDEF64S2QiO  auf  der  Geraden  OQ^  eewälzt,  so  dass  die 
Punkte  2,  3,  4,  5,  F  nach  und  nach  in  die  Lage  Q^Q^Q^Q^Q^ 
kommen.  Betrachten  wir  während  dieser  Bewegung  die  anfeiD* 
anderfolgenden  Oerter,  die  der  Punkt  O  einnimmt^  nemlich  die 
Punkte  MtM^M^M^M^f.  verbinden  wir  diese  Punkte  durch  die  Ge- 
raden OHiij  JwtJn^,  ^2^a  Q*  ^'  **•»  denken  wir  uns  ziigldch 
ein  zweites  regelmässige/«  !6w5lfeck  congrueut  mit  ersterm,  nem- 
lich OQiNiJ,  denken  wir  uns  dieses  auf  der  Geraden  JN^  \\  OQ« 
fortgewälzt  j  so  wird  bei  dieser  Bewegung  der  Punkt  2V|  nach  und 
nach  in  die  Lagen iV^i^iV^^ZV^  kommen;  denkea  wir  uns  auch  diese 
Punkte  durch  jgerade  Linien  verbunden.  Wenn  wir  uns  statt  die* 
ser  ZwOlfecke  zwei  24Ecke,  iSEcke,  96Ecke  u.  s.  w.  denken,  so 
wird  sowohl  die  iccbrochene  Linie  OMiM^MmM^M^  als  die 
ONi^pN^N^N^  sich  immer  mehr  und  mehr  der  Cycloide  nähern. 
Bezeichnen  wir  nun  die  Seite  des  ZwOlfecks'  durch  s« ;   die  Sehne 

2  „3 

von  Ja  des  Kreises  d.  I.  z.  B.  JBQ  durch  s^;   die  Sehne  von  «a 

des  Kreises  z.  B.  CO  durch  S^  u.  s.  w. ;  so  hat  man :  - 
Jlf,2V,=2i,;  JUtN^:=:s^  +  $^. 
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Es  sieht  sich  non  leicht  ein,  dass,  je  mehr  Seiten  das  sich 
wibende  Vieleck  hat,  nni  so  mehr  nähern  sich  ONi  and  JttiNi; 
MtN^  aad  iK^iV^;  JU%^9  und  JU^N^  u.  s«  w. ,  woravs  von  seUist 
mst,  dass  d(ie  KrfinimongsiHlttetpuDkte  der  oberen  Cydoide  eine 
venrehrt  stehende  untere  Cycloide  bilden,  dass  femer  die  Kram* 
■uBgshalbmesser  der  eberu  Tangenten  der  untern  sind. 

Es  tSsst  sich  femer  leicht  zeigen ,  dass  die  Figur 
OJN.N^^.N^N.O  mit  M.Q^OIU^M^M^M^M^  und  eben  so 
(^^jS^N^NiO  mit  Mf^EOMiM^aUM^M^'QonffXkeid  ist 

Da  nun  Oöi=:i<0=*i,  Q^N^:=ABz=zti,  ONi=BO^s^ 
ist;  80  folgt  ^OQ^y^^^ABO;  ^ 

QiQt=BC,   Q^^r=BO;    Q^N^-CO;     A<?lQ«^k^AÄOC 

(hO^^DE,  Q^N^=DO;  Q^N^^^EO;     ^Q^OJV^^ä^DOE 
UA^^EF,   Q^^=EOi    QjV^=zFO;      £iQ4.Q^N^^\EOF. 

Die  Addition  der  letzten  Gleichafigen  giebt: 

OQ^^jy^N^iO=OABCDEF=ibB\bem  Polygone. 

Da  nun  diese  Betrachtungen  gelten,  das  Polygon  mag  noch 
so  viele  Seiten  haben >  so  gelten  sie  auch  fär  den  Kreis.  Wird  also 
Oi^f  eine  Cycloide ,  so  ist  OQkN^  gleich  dem  halben  Erzeugungs- 
beise,  dann  wird  OQ^  gleich*  dem  iielben  Umfang  des  £rzeu- 
gQDgskreises,    mit  dem  Q^Q^    unendlich   Iclein  wird,    daher  das 

Bechteck  0«/Q5iV5=2fachero  Erzeugungskreise,   daher  OJN^^^i 
dts  Eneugungskreises. 

Wir  haben  ferner: 

2^a^i=o•^8-Oa^i =«*-ii. 
iv,^^=e8^i-e8^8  ='8-*s 


ONx  +ifiiV,+i¥;iVi+iViiVi+iV;iVi=fe+*^-'i 


daher. 


L  L  die  gebrochene  Linie  ONj^^  OF-^-  OE-^AO^  Durchmes- 
ser des  umschriebenen ,  mehr  Durchmesser  des  eingeschriebenen 
Kreises,  wenil(er  einer  Seite  des  Vielecks.  Da  nan  diese  Be- 
trachtungen gelten,  !das  Vieleck  mag  Seiten  haben  in  was  immer 
für  eiaer  Anaalil,  iM  gilt  das  Vorlie^liende  auch  fiir  den  Kreis. 
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Hier  werden  aber  Durchineiser  des  eingeftcbriebetieD  und  dei 
umgeeehriebenen  Kreises  einander  gieicb,  und  die  Seite  ver- 
schirindend  iciein,  daher  die  Länge  von  ON^  oder  die  halbe  Cv- 
cloide  £=  doppellen  Durchmesser  =  4facheni  Halbmesser  des  Er- 
zeogungskreises» 

Ich  glaube  das  Vorhergehende  kann  mit  als  Beweis  dienen» 
dass  so  viele  Wahrheiten  der  hohem  Malhematik  auf  entspre- 
chende Art  einem  grosseren  Publikum  zngüngiich  gemacht  wer- 
den können.  Die  Anforderungen  der  Gegenwart  an  die  Lebret 
der  Mathematik  an  technischen ' Anstalten  geben  derlei  Unterso- 
rhungen  einen  Werth. 


Heber  die  Vransrormalian  rechtwink- 
If ffer  Coordlnaten  Ini  Baume* 

Von. 

Herrn  R.  Wolf, 

Lehrer  der  Mathematik  so  Bern, 


Bekanntlich  ist  die  Tranisrformatiou  rechtwinkliger  Coordlna- 
ten im  Räume  auf  andere  rechtwinklige  Coordlnaten  desselben 
Anfangspunktes  von  vielfacher  Anwendung,  und  die  entsprecbeo- 
den  Formeln  finden  daher  in  jedem  Werke  über  analytische  Geo- 
metrie mit  drei  Dimensionea  ihre  Ableitung.  POr  denjenigen  FaU» 
wo  der  Winkel  der  Ebenen  JTFund  die  Winkel  der  Axeu  X  mit 
ihrer  Knotenljnie  in  die  Rechnung  eingeftihrt  werden  sollen»  wer- 
den dabei  entweder  die  Beziehungen  am  Raumdreiecke  zu  Hülfe 
gerufen»  oder  dann  wird  das  eine  Coorfinatensyftem  durah  ter- 
schiedeiie  aufeinander  folgende  Drehungen  um  die  Axen  nach  und 
nach^  in  das  andere  CoerdimKtensystem  fibergefllhrt.  Die  fblgeode 
Ableitung  scheint  mir  beiden  anget&hrten  Weisen  und  jiameotlicli 
der  am  bliufigsten  angewandteil  zweiltti  Ableituqga—eihode  ifate^ 
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ptocni  Deberatehtliehkeit  wegen  TorzuzielieD.  Aus  Taf.  IV. 
F%.  i.,  welche  wohl  keiner  weitern  Erlftutemng  bedfirfeo  wird, 
kma  rieh  uDinitfelbar  die  BexlehaDgeD 

xfszuCasq^+tSmfp,  y's=:uS\üq> — tCoBtp 

xf  =xCoBd  +  sSme,  t  =:zSin6  -mCosS 

akfchreibeD ,  und  aus  diesen  folgen  durch  Elimination  von  s,  I,  u 
sofort  die  verlangten  Transformationsformeln : 

x*  =3  (Cos9>  Cos^  -t  Sinfp  Sin^  Cos0)  x 
+  (8in^Cos9-C08i(r8ln9>Ch>s%-f  SindStn^.«, 

y'  s  (Cos^n9--*Sia^  Gos^  C^ttB)  » 

-I-  (Sio^iSiii^ + Cos9  CesV'Cosd)y-^  Siii0Cos9>  •  z » 

z^s— Sin^Sind.d;-f  Cos^Sin0.y-|-Cosd,z; 

au  im^  steh  fliotls  iismlttelbar,  ihetls  durch  Verglelchting  mit 
den  aas  der  Proiectionslehre  hervorgehenden,  die  neun  Winkel  der 
AxM  enthaltenden  Transformatlonsfonneln ,  die  bekannten  Beden- 
tugen  und  Eigeoschaften  der  nenn  Coef&zienten  auf  die  leichteste 
Weise  ergeben. 
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Ueber  die  Relation  zwlseheii  den  nena 

Cpsinns,  dnrch  welche  die  ^egenaelttf  e 

itaffe  zweier  rechtwlnkligrer  Coordi- 

naien-Systeme  iMistimnit  wlrd^ 

Von 

Herrn  L.  Schläfli, 

PriTatdocentea  der  MalHematik  in  Bern. 


Wenn  wir  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  P  in  Be- 
ziehung auf  das  erste  System  mit  x,  y,  z  und  in  Beziehung  auf 
das  zweite  mit  a' ,  ^%  2'  bezeichnen  und  vorerst  nur  die  Ebeneo 
xy  und  ^'^',  deren  Durchschnitt  oder  die  Knotenlinie  und  die 
Lage  der  positiven  Hälften  der  Axen  der  a:  und  d:'  in  der  An- 
schauung behalten,  so  sehen  wir  sosleich  ein,  dass  die  Lage  des 
zweiten  Systems  gegen  das  erste  durch  drei  Grus^en  vollstän- 
dig bestimmt  wird.  Diese  sind  1^.  der  Winkel  zwischen  der  Aze 
der  a:  und  der  Linie  des  aufsteigenden  Knotens  oder  die  LSaee 
des  aufsteigenden  Knotens  in  der  Ebene  ory ;  2*^.  die  Neigung  4er 
Ebene  orV  g®S^'>  d>®  Ebene  xy ;  3^.  der  Winkel  zwiseheo  der 
Knotenlinie  und  der  Axe  der  jr'.  Mittelst  dieser  drei  Grossen 
können  die  Cosinus -der  neun  Kinkel,  unter  denen  die  Axen  de« 
zweiten  Systems  gegen  diejenigen  des  ersten  geneigt  sind,  trigo- 
nometrisch angegeben  weraen;  und  aus  diesen  trigonometrfecbea 
Ausdrücken  ergeben  sich  sodann  durch  einfache  Rechnung  die 
bekannten  21  Relationen  zwischen  den  neun  Cosinus.  Mein  Freund, 
Herr  Wolf,  der  bei  seinem  Verfahren  der  Transformaticm  der 
Coordinaten  diesen  Weg  eingeschlagen  hat  und  ohne  suceesstver 
Operationen  zu  bedürfen  an  einer  einzigen  Figur  alle  drei  Tran«- 
forroationsforraeln  nachweist,,  hat  mir  nun  durch  lüfitilieUung  seiner 
Methode  Veranlassung  gegeben,  denselben  Gegenstand  anch  von 
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to  rflb  aoalytiacbeo  Seite,  ho  er  mit  der  Tbeoile  delr  EKiAina- 
tioB  bei  lineareo  GleiehuDgen  im  Zusamroenbaoge  steht,  darasu* 
atelfea. 

Weno  DSmMcb  die  triiroiioroetrieche  Belumdlung  den  Vortheii 
eewahrt,  dae«  bei  derselben  gerade  nar  so  viele  Grössen  ge* 
micfat  werden  als  die  Natur  des  Gegenstandes  erfordert,  so 
tkat  sie  dieses  nur  anf  Kosten  der  Symmetrie,  insofern  es  ibr 
Dicht  gelins^,  drei  unter  sich  unabbSngige  Grössen  aufzufinden, 
darcb  ireicbe  die  oft  'erwähnten  neun  Cosinus  sieb  sSmmtlich  auf 
rieichnaiBsige  Weise  ausdrficicen  liessen.  Um  diesen  Uebeistand 
ßUbar  zu  machen,  brauche  ich  nur  darauf  hinzuweisen,  dass  die 
Azeo  der  z  und  2'  anders  -als  die  übrigen  Axeu  bebandelt  wer- 
den. Will  man  dagegen -die  Symmetrie  nicht  verlieren,  so  m«se 
ntn  es  aufgeben,  m  den  Formeln  die  drei  unabhängigen  Grusson 
oplidte  vor  sich  zu  haben. 

kh  setze  folgende  zwei  Sätze   als  bekannt  xocau^^' 

1^.  Wenn  a,  6,  e  die  Cosinus  der  drei  Winicel  sind,  welche 
irgeod  eine  Gerade  mit  den  drei  Coordinatenaxen  bildet,  so  ist 

a«+ft«  +  c«=l. 

2^.  Wenn  zwei  Gerade  mit  den  Coordinatenaxen  resp.  Win- 
kel bilden,  deren  Cosinus  «,.6,  c;  afj  b'y  e'  sind,  so  ist  derCo- 
sious  des  von  beiden  Geraden  eingeschlossenen  Winkels 

=ö«'  +  66'  +  cc'*). 

Non  seien  n,  6,  c  die  Cosinus  der  drei  Winkel,  welche  die 
Axe  der  x'  mit  den  Axen  der  op,  y,  z- bildet,  und  ebenso  seien 
die  Richtungen  der  Axen  der^',  z'  in  Beziehung  auf  die  Axen 
des  ersten  JSystems  durch  die  C!osinus  a',  6',  &;  a^,  b'\  &'  he- 
•tionnt,  so  aass  man  durch  Projection  der  aus  den  neuen  Coor« 
dinaten  9*9  \fj  t'  zusammengesetzten  gebrochenen  Linie  auf  die 
drsi  nrsprfiaglichen  Coordinatenaxen  die  Transfomiationsformeln 

y=6a/+6y  +  6'V  j    '(1) 
xÄcdj'  +  cV  +  c'V  » 

erhält    VemiCge  des  ersten  vorhin  angefahrten  Salzes  hat  man 
dann  £e  drei  Gleichungen 

a«+6*  +  c*=l,\ 
a'»+Ä'M-c'«=l,  j     (2) 


*)  Ton  eb^o  so  häufiger  Anwendung  alt  diete  beiden  Sitze  ist  die- 
Mf  dritte:  Wenn  X^  y,  %%  X*,  y',  %*  die  Projectionen  zweier  b^räniten 
G«rtil«B  aind,  so  sind  y%'^y'%f  SJ?' — Vjr,  xy' — x'y  die  Prcgectionen 
^  rea  deneelben  gebildeten  Parallelogiammi  anf  die  'drei  CoordioSten- 
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und  Tenni^  4m  artüm,  da  die  did  Atta  dar  «*,  5'»  s*  «ich 
reeirtwinklig  sehnciden  soUen, 

.        a"a-f6''6+c"c=a,  j     (3) 
•o'   +  6b'  4  cc'  aa  0;  > 

» 

miiM  i2*^  Cranzen  6  Bedingatte^tttefcfnmgei)  zwUelied  9  Qt^&äeo, 
5S?>  10  keine  dieser  o  Ufeiehimgen  eine  notbweiKlige  Folge 
Hr^h^MA  ^®*»  ^^  bfefben  oar  drei  amtb&Sng!ffi6  ChrSsseof,  und 
mAs^b  dm   "®"°  CoÄincrs  sind  jeweifcn  dnräi  dte  dref  .öbifgen 

bestinuat. 

Da  das  erste  Co^ojÄnatensystem  ebenso  au^  Am  iMifito  be- 
zogen werden  kaw,  T^J?«  <•««?««  auf  jtoes,  ao  ist  klar,  ims  die 
anlefabrten  6  Ba4ii>mip|gs^'«»$hungen  nocb  die  6  folgenden  zur 
Qotbwendiijeii  Folg©  mb^j»  mu.«®®"  • 

rt«+o'«+o"*=J,  etc.  j5p+J'c'+*"c"=0,  etc. 

Es  eaftstdht  daher  die^Aufgabe,  dieses,  wiß  ^iiinfiÄttsch  a  priori 
eingesehen  wird«  noch  analytisch na.cb;(uvv'e)s4in. 


Wenn  taan  die  drei  Glpichungcii  a)  ,^  "?''«  "*^,  "I'l?' 
6,  c  roulliplicirt  ond  addirt,  so  ergiebt  sich  ^ojer  tferflcksichti- 
gnng  der  Kelationen  (2)  und  (9) 

a/=dx  +  bjf-i-cz,  etc. 
Durch  das^  gew^bnlibAe  £liininätiohsverfattreil^  M^^ebt  siläfc 

aj'= ^—x^ -^ 3f+ — -J «»  «tc. 

wo 

A  ==  aft'c"  +  a'*"c  +  a"6c' — ab"c' — a'  6c"  -  af'b'c 

die  unter  dem  Mamen  der  Deterniin ante  bekani^y, Juncti^  .d^r 
neun  Cosinus  a,  6,  c,  a'  etc.  ist,  welche  die  Eigcyafcjbafi.hjt, 
durch  jede  Permutation  zweier  Buchstaben  (oder  auch  zweier 
Accente)  in  ihren  entgegengesetzten  Werth  überzugeben.  Man 
bat  also 

6"c  -  6c"=:a'A.  c"a  -co"=6'A,  a"6  — o6"=c'A.  |  W 

Quadrirt  man  die  beiden  Seiten  jeder  ip  äer  6r^en.  ÄP«*^^^,^ 
raihe  enthaltenen  Gleichung  und  addirt,  so  ergifebt  sich 'ibit  Ruck- 
siebt  auf  die  identische  Gleichung 
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veriDuge  der  RelationeD  (2)  und  (3)        '  * 

Also  ist  entweder  A=I  oder'A=-l-  Nimmt  man  an,  das 
sweite  Coordlnalensystem  «ei  00  beschaffen,  dass,  wenn  die  po- 
sitiven Axen  der  'ar',  jf  mit  den  positiven  Axen  der  a?,  y  resp. 
nr  Coincidenz  gebracht  werden,  dann  anch  die  positive  Axe  der 
:'  mit  der  posttlven  Axe  der  z  und  nicht  mit  der  negativen  zu- 
sammenfalle, so  dass  gleichzeitig  a=6'  =  c"==l  wird,  wShrend 
die  «ecbs  übrigen  Cosinus  verschwinden,  so  wird  A=^l« 

Wenn  wir  nun  die  in  der  ersten  Verticalreihe  (4)  enthaltenen 
Gleichongen  resp.  mit  a,  a\  a*'  multipliciren  und  addiren,  so  be- 
koumeo  wir:  A  =  (9*  +  «'*+«''')il»  ^^^ 

a«+a'*+a''«  =  l,  etc.  (6) 

MoltipKdren  wir  dagegen  dieselben  Gleichungen  mit  6,  h\  V*  und 
addiren,  so  ergiebt  sich  0=:(ii6  +  a'6'  hci"6'0ii»  also 

ii6+a'A'+a''6"=0,  etc.  (7) 

Hiemit  sind  diese  sechs  neuen  Relationen  (6)  und  (7)  als  noth- 
wendige  Folge  der  ursprunglichen  (2)  und  (3)  nachgewiesen. 


^» 


Merkwürdiger  Weise  kommen,  unbescliadet  der  Symmetrie, 
drei  iDabbännge  Grossen  ungezwungen  zum  Vorschein  >  sobald 
man  die  Differentialien  der  neun  Cosinus  a^  h^  c»  af,  ete.  be- 
tiachteft. 

Die  Gleichungen  (6)  und  (7)  difl^entiirt  geben      ^ 

üda^afdaf\af*da*'=9,  etc. 
adb\(^db'^a"db''^'- (Ma+ft'iiii'+ ft^'rfa'O ,  etc. 
Ihn  darf  daher  setzen 

pi«=4dc+6'rfc'+6"rfc''=-(ed6+c'd6'  +  c"rf6")  \ 

wo  itt  das  Zeitelement  und  p,  9,  r  die  drei  neu  eiogeföbrten  ün- 
abh&ngigen  bezeichnen«    Aus  den  drei  Gleichungen 


\ 
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aifo+ «'cto' -i- a"rfa"=0, 
bda  +  b'daf  +  V  da"  =  —  rät, 
eilu  +  c'rfo'  +  c"rftt"  =  qdt 

ergiebt  sich  durch  Eliminatioo 

da  da  da 

db  '        , 

ebengo     -^-r^ar — cp,  etc,  )   (9) 

^—bp-aq,  etc. 


Denkt  man  sich  nun  einen  Punkt  P,  der  seine  Lage  gegen 
V  das  zweite  Coordinatensystem  nicht  ändert »  ftlr  den  also  ^,  jf',  ^ 
constant  bleiben»  w&hreEKl  dieses  zweite  Coordinatensystem  selbst 
sich  beliebig  um  seinen  festen  Ursprung  herumdreht  und  dadurch 
seine  Lage  gegen  das  feststehende  erste  Coordinatensystem  fort- 
während  verändert,  und  betrachtet  dann  die  momentane  Bewe* 
gung  des  Punktes  P  in  Beziehung  auf  dieses  erste  Coordinaten- 
system» 80  geben  die  differentiirten  Gleichungen  (1),  wenn  darin 
ftlr  da 9  ila*  ete,  obige  AiisdrQcke  substituirt  werden: 

dx  dy  dz  .,^, 

dt^9*-ry,  f^^rx^pz,  ^=pff^gx.    CIO) 

JMese  Gleichungen  zeigen  l^ ,  dass  die  Gerade",  deren  Projectio- 
nen  auf  die  festen  Coordinatenaxen  J;r,  dy,  dz  sind,  d,  h.  das  Tom 
Punkte  P  durchlaufene  Weseiement,.auf  den  beiden  Geraden, 
deren  Projectioneo  auf  diesefnen  festen  Axen  resp. /mCI,  ^t,  rät 
und  X,  y,  z  sind,  senkrecht  steht  und  zwar  so,  dass  die  Rieb- 
tungen  (pdf,  qdt,  rdt),  (x,  y,  z),  (dx,  dy,  dz)  in  der  Ckrdnmig 
der  Axen  x,  y,  z  aufeinander  folgen ;  2®.  dass  das  genannte  We^ 
element  an  Grösse  gleich  ist  dem  Parallelo^amm,  welches  die 
Geraden  (pdt,  qdt,  rd()  und  (x,  y,  z)  zu  Seiten  hat 

Denken  wir  uns  nun  die  von  der  Läse  des  Punktes  P  unab- 
hängige Crerade  (pdt,  qdt,  rdt)  als  vom  Ursprung  ausgehend  und 
nehmen  dieselbe  als  Grundlinie  des  Parallelogramms  an,  so  ist 
dessen  Hohe  zugleich  die  Entfernung  des  Punktes  P  von  d^r 
verlängerten  Geraden  (pdt,  qdt,  rdt).  Folglich  ist  das  vom  Punkt 
P  durchlaufene  Wegelemeot  P.  senkrecht  zu  der  durch  P  und 
die  Gerade  (pdt,  qdt,  rdt)  gelegten  Ebene;  3^.  ist  dasselbe  an 
Grösse  gleich  dem  Producte  seiner  Entfernung  von  der  zuletzt 
genannten  Geraden  und  einer  von  der  Lage  des  Punktes  P  nn- 
abhüngigen  Grosse /der  Grundlinie  (pdt,  qdU  rdi)  jenes  Paralle- 
glogramms.  D.  h.  diese  Grundlinie  stellt  nirer  Richtung  nach  die 
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»•«•■UDe  D r eil ang aase  und  ihrer  GrvHse  Dach  die  roo- 
meDtane  Drehang  dea  zweiten  Coordinateiuiyatepis  dar.  Die 
drei  in  obigen  Differentialgleichungen  auftretenden  unabhän- 
gig Gr380en  p,  q,  r  zc^en  also,  als  Projectionen  einer 
vom  Ursprung  ausgehenden  Genden  aufgefiisst,  die  Rich- 
toDg  der  momentanen  Drehungsaxe  an,  während  die  suletst  ge- 
uinDie  Gerade  selbst  an  Grosse  der  momentanen  Winkel- 
gtschwindigkeit  gleich  ist  In  Betreff  des  Sinns  dieser  letz- 
tem ist  zu  merken,  dass  wenn  p  positiv  ist  und  q,  r  verschwio- 
des,  so  dass  die  momentane  Drehungsaxe  mit  der  positiven  Aze 
d«r  X  nsammenftllt«  dann  die  Drehung  von  der  Axe  der  y  gegen 
diejeeige  der  2  hin  erfolgt,  was  ans  den , Gleichungen  (10)  zu  er- 
sehes  tot 

(Man  ve^teiehe  die  hier  am  Ei^de  gegebene  Darstellung  mit 
derjenigen  in  Poles ons  Mechanik  Nr.  IO6  und  mit  Littrows 
Astronomie  IIL  S»  86-90.). 


Heber  die  llestliiiiiiiins  tob  z^'^^^^t)  unter 
einer  IbestimmteB  l^oravssetzuiis«  Be- 
weis des  Satzes,  dass 

Siuo  + 1^  +  «a  + ..-.  in  inf.)-=  -Sm©  +  ^^L  +  — •  in  i»f*       »^ 

Von  dem 

Herrn  Doctor   J.   Diengär ^ 

Vontand  der  hohem  Burgercchule  la  £ttenfaeim* 


Sei  7(;r)  eine  Funktion  von  x  so  beschaffen  >  dass 

fp(a!+A)=(p(x)\^  (1) 

entweder  in  Folge  der  Form  der  Funktion   q)ix)p   oder  des  he- 
Boadern  Werthes  von  A,   so  lässt  sich  die  Gr^tose 
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worin  £  das  Zeichen  der  endlichen  Integraflon  iet,   ansdrilch 
wenn  h  die  IKIFerens  bedeutet. 

Um   diesen  Ausdraclc  ableiten  in  Icdnnen,   wollen  wir  zoc 
an  einige  andere  Sfitze  erinnern.    Man  findet  n&nUch 

^  l\2,3....(r  +  l)Ä'+* 


—  h2....(r+l)A'+i  ""  1.2...(r+l)JI'^+» 

(x — a)(a?— €1 — ^Ä) (o:— a— r— lA) 


1  •  M,*—»*TW 


also 


(j?— fl)(j: — o— A) ......  (j? — fl — r — lA) 

^  1.2 rAr 

Qr— a)(jr--a — A) (g; — g— rA) 

•"       ^     l.a..^(r+l)A'^+^ 

Unter  Voraussetzung  der  Gleichung  (1)  ist: 


(2) 


=  T-^ ^^^^ 3P9(*)=V(J?)» 

also  ist 

X9)(a:)=:C;>+  T^^(«),  (3) 


worin  C^  nnd  a  willlcührlich  sind.    Hieraus  Icann  man  leicht  we 
ter  schliessen.    Es  ist  nämlich,  unter  der  Toraussetirang  (1)' 

(af— a)  (af— «— A) (j? — a— rA\     .  . ' 

^ 1.2 (r+l)Ä'+» :«*<*> 

(jf — o)  {x — a — h) (x—a—r—lA) 

= 1.2......  T*r  ' 

also 


^  (jT  — g)  (j? —o— A) (a?— g-r— 1 A)     ,  . 

^ 1.2......f*r 9>  (^) 

1.2. (r+DA-^^^ 9>W.  W 

Wendet  man  diesen  Sats  auf  <3)  an,  So  erhält  man: 


2S» 


—  Ca  +  M> — J —  +  "' 1  2A* 9W* 

HiciMM  wietkr: 

od  allgMidfi ! 

+  ^ 1.2i..».A-i -^ V(^)-  (») 

DMa  8ow«M,  als  C^t  £i>-'C»-i  willkühriich  siod,  so  hat  mao 
oleiibar: 

woria  a,  o©,  Oi»- ö«-i  ▼ölligj  wiUkfihrlich  sind. 

Eiae  Funktion,  welche  der  Gleichoog  (1)  genfigt,  ist  z    B. 

^(ar):=sin— ^  oder  cos-x-» 

öfRT  aageamnfv 

y(j:)s^(sin-^»  cos-y-). 

* 

hkoM 

£i^)  ^  (sin  -T-  f  cos  -T-) 


^•e^A^^jü a h) te— a— «i— lA     .  .   2«a:  2«a:^ 

"-  1.2 iilÄ"'  ^^        ft  A 
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Eine  Funktion,  die  der  Gleiehang  (1)  genügt»  ist  feraer 

q>{x)=^Bisix  oder  eosjr, 
allgeni  einer 

^(a:)=:^(aiair,  cosd?), 

flQr  Az=z2nc,  worin  r  eine  ganse  ZaU  ist.    Demnach  luit  nuin,  für 
die  Dilerenz  är» : 

c»/  X  .  /  X     (:r— a)  (ar— a— A)....(jr— a— m-lÄ)    . 
2;(-)mn(a:)=^^ A.2 ihA- ''"^ 

+  Cl0  +  «l^+ +  «m-iar— S      (h)     (A=:ar») 

u.  s.  f. 

l<*ur  e*=l  ist  ebenfalls  e'  eine  solche  Funktion. 

Mit  Hiilfe  der  vorstehenden  Resultate  kann  man  ietclit  einen 
wichtiffen  Satz  beweisen.  Ist  nämlich  die  ins  Unendliche  fort- 
laufenae  Reihe    • 

p^flo+«iar+flr2a?«  + +  a«,«« +...»..  =A-^)  (9) 

konvergent,  so  ist 

£f(x)=  £(00^01X^0^+ )=«j^l+«iÄp+fli-£jr«+ (W) 

Hau  braucht  offenbar  nur  zu  bewttsen,  dass  die  Gleichung 

.     i:(öo+aia?+....+ai»««)=  ao£l+ai£x^ .+am£x»,    (Ü) 

die  für  jedes  endliche  m  gilt,  auch  für  ein  Ins  Unendlidie  wach- 
sendes fit  gilt. 

Es  Ist  offenbar 

(12) 

wie  gross  auchfii  sei.    Kann  man  nun  beweisen,  dass»  uolerder 
Yoranssetzung,  die  Reihe  (9)  sei  konvergent, 

sich  der  Null  unbegrflnzt  mit  wachsendem  m  nähere,  so  tot  der 
Satz  bewiesen. 

Nun  ist,  fSr  ein  grosses  m,   weil  (1)  konvergent  ist, 

Om+iÄ*+*+«m+«ar»»-f*  +  ....  in  Inf.  =^(x) 

kleiner,  als  jede  angebhaie  GfOsse.    Li^  nun  a?-fA  innerhalb 


der  Grinsen^    zwischen   denen  die  Reibe  (9)  konvergent  ist,  so 
vird  ofenbar 

^(ar  +  Ä)— tf;(ar)=0 

so  setzen  sein.    Nach  Formel  (6)   erh&lt  man  liber   anter  dieser 
VoraossetziiBg : 


£if^(x)='^^{x) 


(13) 


wesD  man  die  wiUkahrliche  Konstante «  die  ohnehin  in  (12)  znge- 
ftgt  irird,  vregiHsst.  Da  aber  iff(x)  unbegränzt  sich  der  Null  nä- 
hert, so  folgt  aus  (13),  dass* 

2^(s)  =  0  (14) 

sei,  d.  h.  dass  unter  Voraussetzung  d^r  Konvergenz  der  Reihe  (9) 

^(«b+%«  + «n  inf.)=«o-2?l+Äi-2?jp+aj2:j:*+....  in  Inf.  (15) 

Eben  so  beweist  man  folgenden  allgemeinen  Satz: 

Sind  1^,  ti|,  «s,  Funktionen  ron  x;  ist  ferner  die  unend- 
liche Beilie 

tfo>  .^1»  ^» ^^  ■"'• 

l^onvefgent  innerhalb  gewisser  iGrftnzen  fär  x;  liegen  endlich  x 
soirohl  als  JP-I-A  innerhalb  derselben  Grfinzen,  so  ist 

^(«o-ftfi+ttft-f- mmt.)=£uo  +  £ui  +  Su^-^...^.  in  inf.    (16) 

Ofenlmr  hat  man,  unter  denselben  Voraussetzungen: 
^*K«6+«i+«»+  -  «n  inf.)= 2X«)i/o  +  -2?^"^«i  +  -2:(»)t«jj+ ^.  in  inf.  (17) 


AMeUnns  etnl^er  bestlamiteii  ÜoppeK* 

Integrale* 

Tob  dem 

Herrn  Ddct<Hr  J.  Dienger, 

VoMtudl  der  höhenk  Birgencbole  so  Etteohefm. 


§,1. 

HlttD  maD  in  Theil  Xu.  Nr.  VI,  J.  1.  des  AjciiWs  folgflode 
Koordinaten  eingelährt: 


or^ra^  cosor,  y^rA^inacos/}»  2=rG^aina8in/}; 


so  wäre 


""ii//«« 


V  (a'cos^a  +  6*sin^co8V  -f  c^ein^raiu*/}) 


^  V(ö*co8*«  +iÄ*8in*«  coa*ß  +  c*8in^  sin*/}) ' 
Zugleich ^Ande  man  filr  den  Kubikinhalt: 


n       n 


j  a^V  /    y    r*do8/}slniK . 


Entwickelt  man  dieses  Resultat  und  vergleicht  es  mit  dem  dort 
gefundenen»  so  erhftit  man: 
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A  4* 

rr- 

0         0 


7      n 


rr 

0  • 


[ 


(1) 

sintt3«8j3.       


2<i6c 


Va«— c» 


AiiMtdad^ 


a*co8««  +  6«slii»«co8«p  +  c^in»«*!«/»] 
a*cos*a  +  6«8in«oco8"/J  +  cHin'ttsin«^]* 

_/    4/"a«(6«-<;»)\ 


2a6V 


Vo*-c» 


1 


] 


Führt  man  dagegen  folgende  Koordinaten  etD: 
x^rsia«  V  1  — m*sin*/?,  y=rco»acoa/J,  x=wiin|J  V"l-*«*  sin*«. 


^ 


80  ist: 


ahc 


VlÄ»AiDMl-«»«8in*/J)  +« Vco«»aco8*/J+a»6*8in^/J(l  -n  Vin««)] 
und  der  Kubikinhalt: 
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;k 
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0       0 


Rieraiis  folgt  darcb  Vergieicbong : 
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S.  3. 


Wir  froUen  das  bestimmte  Integral 


n       n 


•/*•  8109998^ 


a 


(aHI*eoB^q>  +  a Vsin'^  cos*^  +  6* Ain^g?  sio*^)"  * 


woiu  n  doe  ganze  positive  Zahl  ist^  za  bestiynmen  suchen. 
Setzt  man 

aHl^OB^q)  +  a'c*»in*9  =  a", 
10  itt  das  obige  Integral 

n      n 


ö      o 

Zierst  bestioiroen  wir  non 


J  J      (a*C08«^+ß«sin«^)« 


/ 


n 


84; 


^Bn 


(««cos*^/5%in*^) 
^  Met  leicht,  dass 

2».fi^^-(^+^).  (5) 

I^  aber  bekanntlich 

*•  ergiebt  «ch  ans  der  Formel  (S) : 

»  _ü   -L/A  +  A  +  JL^ 

^•=2  ■  2.4.6  L«'^  "*■  5iF  ■•■  ^J'P'"*'  ^J ' 


1» 
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Das  allgemeioe  Geisetz^  scheiot  zu  seio : 

II  «  n 

R  —-  ^         r    "^     X     ^      ■      4.J?«5zl1  m 

nun 

worin  0|,  a^, ^^s»— i   gewisse  noch  za  bestimmende  Koeffizien- 
ten sind. 

Wendet  man  die  Formel  (6)  an  und  setzt: 


r 


) 


SO  erhält  man: 


nf  i  • 

Oi=(^— l)a,, 

n-\- 1  n        n 

/I3  =  (2n— 3)  03  -f  «1 » 

"fl5  =  (2ji-5)Oi  +  3^,  (7) 

fly=(2n— 7)ff7+5a5, 


n^-  «+l  n4-i 


Ä+i  — 2  •2.4...2wL«*'+*/5"''  a*-i/3« "*■•••+  a/?«"+Ü  ' 

was  die  Richtigkeit  der  Formel  (6)  beweist. 

1 
Nun  ist  0|=:1>  also  aus  (7):  •  ' 

,ai=I.3.5.7....(2ii— 3). 

Ferner  ist: 

«        1 

woraus  vermittelst  der  zweiten  Gleichung  (7): 

a3=:P.3.5....(2n— 5).  (n-1). 
Fährt  man  so  fort,  bo  wird  man  auf  das  folgende  Gesetz  gefiihrt: 
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Dadorch  flnn  ist  die  Bestimmniiff  des  vorgd^ten  hteftnds 

'  '       de   "^ 


anf  die  BesttmniaDg  yon  Integralen  der  Form 

n 


f^t^-'-        m 


znrfickgeftllirt. 
Man  setze: 

so  ist 

Die  GrSnzen  van  ^  sind  $  und  0,  wo  $  die  ebige  Bedeatanf; 
hat;  also  wird  das  Integral  (10),  da 

^^  sin^cos^'  '^      a^—d^ 

ist: 

8^.p.co8*'+^(;.cos*"+*^ 


=/ 


o     (1— .i^SgiD*^)     » 


Die  BestimmuDg  des  Integrales  (10)  ist  sottit  auf  die  des 
Integrak 

yv^ees^i^  a2) 

•  (i-v«ta^)  • 

zurückgeführt.    Allein»  wenn  I — i^ssirf^,  so  ist: 

cos*4;  = ^ — ^f  co8«"^>=^ = — ^ — *-^ 

=  ^  [(1  -  i»"»inV)-  -  \  ff*.  a-iJ%inV)-» 


+  ^^^Y^ä^  ii'«(J-i^lnV)"-«- (-1)-.V*J 


29» 

Dtdurch  wird: 


/ 


«    (l-lfsili^tl;) 


•     a-»J^in*f)    »  •     (1  — ij«8m»^)    • 

......(-l)-ir- /    3L_^gT   l- 


I  1-  y  tU'-.*      »^  »  \,. 


IKe  hier  vorlcominenden  integrale  haben  nun  noch  die  Formen : 


-> 


.  ,  r 


n      ■    ■  '  i        I  . 


as) 


'» *v 


Ffir  diese  Integrale  bestehen  aber  folgende  Rekur8ioni£>rni^In: 

a4) 

+  i^^inflcosc  (1 — fl*sin*«)    •    , 
(25r-l)ö„+, 

=(V-2) a  +  «I'^"<fer^  -  (2y  - 3)0^  -        *>  -'"^^^. ; 

wihrtnd 

(15) 

flL—l5y.•.^     Q  _^M)         lyHingcosg 
Qx^F{ß,n)»   «»-  TZ;^  •"  i/«(l -,%in%)* 

^  Vermöge  (14)  und  (15)  bestimmt  man  die  Integrale  (13),  da- 
<nirdi  das  mtegral  (11),  und  dadurch  endlich  das  vergelte  In< 
•egral* 


Sei 


I  • 


die  Gleichung  einer  FiSehe,  uod  man  «etze 


»    I,     •    •-  «• 


■     ■       .  .    .'  •  .  i    ' 


80  eiliSlt  ma^  fAa  Formel  fär  den  Kobikiniialt: 


Setzte  man  aber 

:r  =  rce8^,  y^^y^in^coiBhp'^'ii^^Tsfai^fin^; 
80  etüielte  man  für  denselben  Kubikinbalt: 

gf  /    /    [o'cos^y+ft'sin^qpcos*^ + c^in^qpsin*^]"^?^  sbupd^^ 


3 


lO         o,  ,         .  .  .  , 


Also  ist: 

n      n 


/     /     [a«eo8«9+6yin  Vos^  +  Äin^ySifa«^]*'«'  sidg)  ^^ 


.  \  -  8iäy8y8tfi 

[a*6*cos*g>+a*c*sin*9c08*^+6*c*8ln*9)sin^]^ 


wodurch  4a^*iRil^  litegral  eben&lls  bestimmt  ist. 


< 


'.■~.;.     ~^»~-  V    -3- .,  I      r». 


•         4 


i 


•.-'1!'^    \--r^  i  .    41  \\ 


.';<.■■ 


•> 
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t  alt 


i! '»»      '.  Jh.      "       i  .        .  . 


^Vriältter  deii  Heber. 

_     •  * 

Herrn  Doctor  J.  Dieniier, 

Voxttand  dc^r  by^oii  BuirgerM^lpie^za  Ettenheim. 


R  xn   EttAnheim.. 


hdeDComptes  rendas  vom  25.  Septbr.  1848  sagt  Per- 
«oB.dassmo OiierallgMch  diektr  H^ber,  dessen  vertikafe  Artne 
weLaoeen  a,  c  and  dessen  horizontaler  Arm  die  Länge  6,  babey 
Qd  m  dem  man  nur  den  längern  Arm  c  mit  Flüssigkeit  gefüllt 
habe,  daiio  fortfliesse,  wepin  man  di^se  Flüssigkeit  von  selbst 
»*tteo  lasse,  wenn  v        .  . 


c>a+ -. 

][^//die  Hohe  der  Flüssigkeit  bedeutet,    die  dem  atmosphä- 
7^  Drocke  das  Gleichgewicht  hält    Zugleich  will  ier  dadurch 

*e  Fonnel  PiScJef» ,  -,  .. 

\)  c>2a  +  6     .  >     ' 

«♦USA       w,  ^'*^^  "  ''■•  ^^!''  -■    ' 

^tDülen.    Trotzdem  ist  die  letztere  doch  richtig  und  die  erste 

«^k,  wie  man  sogleich  sehen  wird,  ,  »  .,  ^ 

Nebmen  wir  nämlich  an,  die  Flüssigkeit  fliesse  aus  der  Rühre 
M-c)  (Taf.  IV.  Fig.  2.),  8»  fiird,  da  die  in  Aß  +  ßC  ent- 
uteoe  Jiuft  sich  ausdehnt,  die  Flüssigkeit  in  AB  steigen.  SoU 
(eiiber  B  steigen,  so  muss  vor  Allem 

\\  *  '  * 

\  ^  ^  Ü>a     i  »."(1)  •  !  «' 

^'   Diese 'Bedilighng  vorausgesetzt  nun,  wollen  wir  annehmen, 
Be  FluBsigkeit  habe,  fis  CD  leer  sei,  in  ihrem  Steigen  dleROfa- 


2Sg 

reo  a,  b  nicht  our  darchlaafeny  sondern  sei  noch  in  CD  bis  xnr 
Tiefe  CK=^x  ffesunlcen,  so  dass  also  im  Augenbliclc»  ab  in  /) 
die  letzte  Schichte  abfliesst,  die  gestiegene  FIfissigkeit  den  Raum 
a-i-b-^-x  erföUt.    Suchen  wir  nun  x  zu  bestimmen* 

Die  im  Heber  befindliche  Luft,    die  nrsprünglidi  den  Raum 
a'{'b  einnahm,  befindet  sich  im  Räume  KD=zc — x;  ihre  Dichte 

ist   also  ihrer   anfänglichen  Dichte.     Heisst  d   der  Qaar- 

C  ~""  X 

schnitt  des  Hebers,  t  das  Gewicht  der  Einheit  der  FIflssigkeit,  P 
der  Druck  der  atmosphärischen  Luft  auf  den  Querschnitt  des  He- 
bers, so  ist 

»iNP.i;       (2) 

und  die  in  KD  befindliche  Luft  »d^kt,  nur ^i9Hi:der  Kraft 

c— a?  C — X 

Da  D  in  dem  betrachtetep  Augenblick  durch  d^e  letzte  abflies- 
sende  Schichte  tiöch  giiscbldsitod  M,  S6  wirKt  ätff  dl6  hi  ABCK 
befindliche  Masse  einerseits  der  Druck 

H8i — xdß , 

c — X 

aodefs<^ts  der  Druck  JHUe--«<f:;j  deMtkoh  WMI>  fb  gtaiehOfmige 

BeVRdgUng«  •••••.        <:ioi!   r         ?■'  .     j       • 

:    tlii'    i    i...     ■;  ..I    •  . 


J5fW— ii*Ä=-^^^MiJi— ifc.  , 


d.h. 


sein.    Hieraus  folgt:  .     :  '  ' ' 

a«+ar(»— o-c) =— iSf  (a+6-c)  -  tfu. 


Soll  nun  der  Heber  fortfliessiiü,  s6  ttluss 

d.  h.  •"  '^  •    '• 


V 


•   •»      I 


— Ä(a-f6-«)— oc-f  ^— j ^  >  a+ g 


e>ila4*  (9) 

ii,nt  tb«  die  BediilgBag  von  PAol«t  ist. 


t  < 


^Aer  eine  durclt  zerstreutes  I^tciit, 
bewirkte  InterferenKersclieliiiiiig. 


Von 


Herrn  L.  Schl^fli, 

{PriTaldoceaten  der  ttathematil^  ca  Bern^ 


l«*^te— «M»*< 


fitt  Dndieiauiig»  vou  der, ich  raden  will,  «lt  nur  eioe  Modi- 
Hooemes  schon  von  Newton  angestellten  Interferenzversuchs, 
|R«dicfce  in  seiben  Haadbuch  d«r  Optik  (Th#il  IL, 
^1]  ali#  beschieetbt« 

,  »Listt  man  dtircA  eine  In  einem  weissen  Sehlrm  beflnäKche 
B0  krdsfunnige  Oeifnung  anf  die  Mitte  eines  fiphftriscfaen  hoh- 
Glatsspieeels,  dessen  erhabene  Rückseite  belegt  ist,  einen 
^iladel  fallen ,  so  erblickt  man  auf  dem  Schirm  rings  um  die 
loong  T^arbenringe,  wenn  dieselbe  Im  Mittebnnkte  der  Spie- 
tümmmig  Reet  Die  Farben  werdet  Kch wiener  mit  der  Ent- 
Bog  des  Schirms  auB  dieser  Läge  nnd  verschwinden  endlich 

l^etjSngere  Harsch el  hat  diesen  Vdrsueh  aus  der  InletfexeM 

«II  <er  Voidei»eifie  des  Spiegels  Mralfettte»  und   a«  ddr 

iieite  larBdlgoweifeDen  Lkhts  mit  dem  feuerUt  m  der  RQckseite 
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zuruckgeworfeDeo  und  dann  an  der  Vorderseite  zerstreuten  Liebte 
erklärt;  diese  Erklärung  wurde  durch  die  Uebereinstimmung  zwi- 
schen deb*  berechneten  Ringdurchmessem  und  den  gemesseoen 
bestätigt. 

• 

Eine  ähnliche  Erscheinung  kann  nun  auch  mit  einem  gewöhn* 
liehen  ebenen ,  mit  Stanniol  belegten  Glassspiegei  und  ohne  Scbinn 
hervorgebracht  werden,    wenn  man  die  zersfeuende  Eigenschaft 
der  Vorderseite  des  Shiegels  -  durch  Anhauchen  oder  Bestfinben 
erhöht.     Der   beim    Newton'^ben-  Versuch   angewandte   Schinn 
wird  hier  durch  die  Netzhaut  des  Auges  ersetzt  Bringt  man  Däm- 
lich   das  Auge  so  zwisobe»  den  Spiegel  und  eine.  Licbtikmoie, 
dass  man  die  Bilder  des  Auges  und  der  Flamme  nahe  bei  einan- 
der sieht,  so  erblickt  man  auf  dem  Spiegel  eine  Menge  coDceo- 
trischer  und  farbiger  Kreisbogen ,  die  nur  darum  nicht  vollständige 
Kreise  sind,    weil  sie  theilweise  durch  den  Schatten  des  Kopu 
verdeckt  werden.  Man  braucht  nur  das  Auge  ein  wenig  zu  heben 
oder  zu  senken,  um  zu  bemerken«  4i#*iUfise  farbigen  Kreisbogen 
die  Gerade,  welche  die  Bilder  des  Auges  und  der  Flamne  rer- 
bindet,  senkrecht  durchschneiden,  und  also  ihren  Hittelpunkt  auf 
dieser  Geraden  haben   müssen.    Ist  die  Flamme  viel  weiter  tom 
Spiegel  entfernt  als  das  Auge,    so  scheinen  die  farbigen  Kreise 
das  Bild  des  Auges  selbst  zum  Mittelpunkt  zu  haben.    Hält  mao 
die  Flamme  nahe  neben  das  Auge,  so  sieht  man  parallele  gerade 
Streifen,  deren  Richtung  iuf  jleT  Verlbm/iilngslinie  der  Bilder  des 
Auges  und  der   Flamme  Senkrecht ^^Ht.  'Hält  man  endlich  die 
Flamme  zwischen  den  .Spiegel^  und  das  Auge,  so. krummen  sieb 
die  paJMJIelen  farbigen  iStreißii'naeb  der^es^egengeslktzien  Seite, 
und  «€bein^:niHf  .d^to  n»ehr  datr  fiild'-^j?'  äS&xnme^f»^  itoc" 
Mittefptinkt   zu  haben,  je  mehr  'die  Entfernung'  des  iCuged  voo 
Spiegel  diejenige  der  Flamme  übertrifft 

Benutzt  man  die  Soime  als  LiobtqueUe;,  so  haben  die  färbt* 
gen  Ringe  das  Bild  des  Auges  zum  Mittelpunkt  und  werden  desto 
erosser  und  breiter,  je'  ivdter  man  das  Auge  vom  Spiegel  ent- 
fernt. Ist  diese  Entfernung  gross  genug ,  so  vermag  der  Schatten 
des  Kopfs  nicht  mehr  die  Kinge  zur  Hälfte  zu  verdecken,  und 
man  sient  daher  die  äussersten  Hinge  als  fast  ganze  Kreise.  Un 
vom  Sonnenbild  nicht  geblendet  zu  werden,  kann,  man  den  Spie- 
gel 80  Stettin;  dass  der  Schatfem^  des  Kopfs  daitewH»e  verdeckt 
,   ■     ..         >  '  •  '    '         ,        . 

"  Obsehon  die  feigende  Erkllning  dnroh  keine  Messung  der 
Durchmesser  der  farbigen  Ringe  bestätigt  wurde-,  n6  Kegt  'och 
im- Allgemeinen  in  der  so  eben  beschriebenen  Erscfieinungen  oicbts, 
was  dieser  Erklärung  widersprächeu 

Aus  dem.  leuchtenden  Punkt  iS  werde  auf  die  .Vorderfläcbe 
des  Plangläsei^ ,  die  Senkrechte  SA  gcßUlt,  so  bt,  '  wenn  n  d^ 
Breehunesindex  des  Glases,  bezeichnet,  upd  714  ==n.iSJ  gemacht 
wird,  ,7^der:0ivergenzpunkt  der  ins  Glas  gebrochenen  Strahle^ 
Nimmt  man  nun  den  Augenblick,  in  welchem  das  Licht  von  S 
ausgeht,  als  Anfangspunkt  der  Zeit,  und  die  Zeit,  welche  das 
LIcM  brancht'i  tim  <3ie  Längeneinheit  In  der  Luft  znrfickiuleffeD, 
abd'  Bhihek  den  ZeHnnasses  ^an,  so  drückt  SA-^ii.  TA  die  Zeit 
att», '^an  wnicber  das  im  Glase  siek  bewegende  Licht  von  jenem 


an 

isgiffeD  Paikle  T  >ti«grtg— i^' wadto  «dMle»  •vH^nikteaiM«!»  4* 
dfiMwi  iben.  * dwchsichtigirti  Mediten  '  gehUelwa.  «rftrei  .  >UiitifV«iii«^ 
gerte  Senkrechte  7/1  treffe  die  Hioterfläche  des  Gimeftikl.  A-iiod 
Biao  mache  auf  der  entgegeogesetzten  VerlängeroDg  DQ=zTD^ 
au  ist  Q  der  Diveigenzpuiät  A^  ^  d^r  Hioterfläche  des  Glases 
ziirfi<*kgeworfeneD  iStrahlen/  so  lanj^e  "sie  sich  noch  innerhalb  des 
Glases^  bewegen »  und  diese  zurückgeworfenen  Strahlen  verhalten 
sieh  gerade  so,  wie  wenn  sie  zur  selben  Zeit  SA  —  n,  TA  von  Q 
aasgegaiufen  wären,  wie  wir  uns  ^die  eitffilal  gebvocheneik  Strah- 
len von  T  ausgehend  gedacht  haben.    Folglich  wird 


f. 


SA'-n:1!A'\^n.QM^SA^%^.AD^n{Qai^QA) 

die  Zeit  bezeichnen,  za  der  das  zurüpkgeworfene  Licht  in  ii;gend 
einen  nicht  zu  Weit  von  A  entfernten  Pubkte  M  der  VordetÜäche 
anUagen  wird,  um  von  da  aus  durch  Zerstreuung  in  die  Luft 
obermgehen  und  ins  Auge  zu  gelapgen.  Derselbe  Funkt  M  wird 
aier  auch  von  der  Lichtquelle  jS  selbst  zur  2eit  SM  direkt  er- 
leuchtet werden,  und  das  emjpfangeiie  Licht  ins  Glas  hinein  zer- 
streuen« Man  ziehe  MC  s^^krecht  auf  die  Hinterfläche  des  Gla- 
ses und  mache  die  Verlängerung  CN=MCf  so  wird  das  zurfick- 
geworfene  Licht  sich  verhalten,  als  wenn  es  gleichzeitig  von  N 
aasg^angen  wäre,  wie  das  zerstreute  einfallende  von  M.  An 
der  i^rderfläche  angelangt,  ivird  es  iu'di^  Luft  gebrochen  wer- 
den und  einen  auf  oer  Geraden  MN  liegeiiden  Punkt  P  zum  Di- 
vergenzpaokt  haben,     dessen  Lage    durch   die   Gleichung    MP 

^-'MN  bestimmt  ist;    und  die  ,dem  Punkt  P  entspre^h^li^e 
Zeit  wird 


;  T  . 


SM+n.MN-PM 

sein.  Also  ist  der  Zeitunterschied,  um  den  wir  den  Punkt  M 
BfSäm  n»  Q  ans  ecieacbtet  uns.  denkea  mOsscfn  als  dan  .Licht 
voA /^  ausgeben  kann,  << .  -  .^z  i 

*  =^(SM^SA)  +  n(Q2il^QA)  +  PM.    '"*  *  \       "^^ 

Befindet  sich  nun  das  AngeO  weder  zu  nahe  am  Soiegel, 
noch  zu  schief  vor  demselben ,  so  erblickt  es  die  beiden  Funkte 
M  und  i^,  wenn  das  Glas  dOnn  genug., ist,  in  sol^ef,  Näl^,»  (fatss 
deren  Bilder  auf  der  Netzbaut  sicn  int^ferire|i-  ,.l|^ir.aitlrfen  auc& 
desahalb  die  von  M  und  P  ins  Augia  gelai^genden  l$tra(i)en  af^ 
parallel  ansehen ,  und  wenn  wie  den  Winkel,  um  welchen  idi^sel- 
Den  TOB  der  senkrechten  Richtung  abweichen,  mit  w  bezei^hneq, 
so  ist  der  Weg  von  P  aus  ins  Auge  um  PM.cq^w  länger  als  der-* 
jenige  von  M,  ans  ebendahin.  Demnach  muss  der  Zeitunterschied^ 
um  den  das  Licht  von  M  aus' später  ins  Auge  gelangt,,  als  vpii 
P  au«,   V.'.  . ..      •'     I 

%{QM^a4)-{SMr^^^  .;::;■' .;.!:. ..; 

betragen.    Man  errichte  nun  aus   O  die  Senkrechte  OB\  auf  den 
Spi^,  äeizö  8A^a,  ÜB'ssi,  AMi=p,'  BMmz^/AOksul  nnd 


betNittte  n,  q  als  \Mnt  fihOswR  cnler  Ordnimg  kk  Barialmiig 
attf  «niid  69  so  Ist»  wbim  man  ^le  fleriea  PotedUB  von  p  iisd  ^ 
ausser  Atbt  llsst. 


Äilf-S4= V?7p-a=  ^, 


I «  •        . 


.  pi 


QM-^QA!^  V  0Mi+2«ft'+l»»--(«a+2<ö-55iJpj5 


Wird  der  pbiffe  Zeitust^scbied  init  t.  |>ez?icliiiet>  so  ergiebt 
siCQ  nieravs 


odet 


ir 


4/^_ 


oder  endlteh,  wenn  man  die  lyicke  d  im  Vergleich  mit  a  rer- 
nadiifissigt, 

*  « 

Setst  mao  hier  t  eoiistant^  «o  hat  man  dh  Gleidninp  dei 
Carye,  welcher  alle  diejenigen  Punkte  M  aneebSrea,  die  di» 
selbe  Interferenz  hervorbringen«    Für  i^Q  erhält  man: 

d.  h.  Ae  von  A  nnd  i9  nach  JV  gehenden  Fahrsfrahlen  habn  n 
einander  dasselbe  Verbftitnfte,  wie  die  Abstände'  a  nnd  6  to 
flamme  nnd  des  Ange»  rom  Spiegel.    Zufolee  eines  bekannten 

Seoiä^isrchen  Satzes  Hegt  also  der  Punkt  ßS  auf  einem  Kreise, 
essen  Stltteipnnkt  elcb  in  der  Yerlängenins  der  Geraden  ^B 
befindet  9  und  welcber  diese  Gerade  ^^  tnnernslb  und  ausseAaib 
Im  YerhältDiss  aib  schneidet.  Bieraus  Ist  leicht  ilu*  ersehen,^ 
das  Auge  In  der  Richtung  eines   dieser   beiden   Durchsclinitts* 

Imnkte  oie  Flamme  erblickt,  und  dass  der  andere  in  der  Geraden 
iefft,  welche  Auee  und  Flamme  Terbindet.  FOr  ein  beliebigen  ^ 
nehme  man  AB  als  Abscissenaxe  an,  nnd  drücke  p*  nnd  ^*aorcn 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punkts  M  aus,  so  wird  die- 
ses auf .  rktiOnaM  Welse  geschehen,  xmA  man  wird  eine  Gleiehnng 
anpelttoir.  Grades  erllsiten«    Wenn  aber  eine  solche  filetcbaag  tt^ 


9M 

eiaea  gewissen  Werth  dss  constenteB  Gliedes  einen  Kreis  dar- 
stellt» so  wird  sie  (fix  alle  aodera  Werthe  dieses  constanten  Glie- 
dai  hnter  eoncentrische  Kreise  darstellee.  Seist  man  AB^c 
und  ninunt 

ab  AlMdssen  der  Puakte  A,  B  «a,   so  wird  die  Gleichung  der 

CWTC 

bt  der  leuchtende  Paukt  absndiim.  weit  entfernt»    so  driickt 

-  ik  Ta«||ente  des  Winkek^  aiis»^«»  ve|cbeo  die  $Jp£^eaden 

^traUen  von  der  normalen  Richtnng  abweichen»  und  dann  wird 
die  Gleichling  der  Cnrve 

Ä«+y«  =  6«(|?+tang>«); 

der  M ittelpnnkt  ftllt  mit  der  Projection  B  des  Anges  zusammen. 

Zom  Schlösse. will  ich  noch  ben^erken»  dass  es  gar, flieht 
wthweBdig  ist»  däss  daa.Plapglas  piit  Stanniaf  belegt  sei;  J^de 
schmutzige  oder  staubige  oder  aehwä(^i.aQgeIaiirene  Fepst^rsfjpeibe 


Der  belle  Krei^ ;  wtftkh«*  knan  dtircb  das  Bild  der  Flammci 
„.  j»aMil»-s«U  dach  derirorif^eta  EAHlrung  dWi  erst« 'Sdrt.i  well 
er  dem  Phasemniiefschled  Vm  enlspiichl;  nisd  die  feienden 
Ringe  sollen  von  diesem  an  sowohl  nach  innen  als  nach  aussen 
getäMt  wetden.  /Wirklich  telgt  dieser  Kteis  h^t  keipe  Farben- 
slome^  während  di^  fibrtgen  Ktei^e  demselben  ihre  vioietfe  Sei^<9 
zuwenden  und  die  rothe  von  ibm  nhwendep.  Die  ifapem  Kreise 
sind  also  gegen  den  gemeinschafincheD  Mittefpiiokt  bin  roth  ^ 
alaiiit»  die  äussern  dagesen  nach  aussen.  Dieses  stliiimt  ganie 
damit  Aerein»  dasa  die  Weilenlängen  flir-rotiies  Uchtam  grOss/ 
len  «nd  Ar  violettes  am  kleinsten  sind. 


ii.l  t    n  >, 


tt^ 


/ 


I  . 


*'  '  i»*  *•  *      .  ^  «   .  I  I      .      .    .  ,.         1. 
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r» 


lieber  einie  geometrtiäclie  Aufl^lie. 

Von 

dem  HeiTAuseeber. 


»  f  ^ 


•    / 


'  I  _ 

Die  Auijgftbe»' mit  deren  Aoflusung  auf  aDaIvttscbeili  l'^ege 
wir  «ris  \d  meseiii.  Aufsatze  beschäfUgeti  irollen^  lut  die  folgende 
in  TW:  I.  S.  105/  vorgelegte  Aufgabe: 


...... 


Es  ist  ein  Rrei«  dnd  !n  dessen 'Eb^ne- jilSid  zwei 
Putikte  gegfeben;  man  sotl  dnrcb  dieete  lieidetr'^dg ebe- 
nen Punkte  einen  Kreis  dergestalt  beschreiben,  dasi 
seine  beiden  PurchrS4tb^ittsip«tt.kte  .milidem  gegeWneo 
Kreis/e.undd^r  Mittelpunkt  dles0fi  ielstieremJLre<i^68 
ifi'etnef  und  derselben  geraden  JUinieil^g^eo. 


,  Da/  i^Y  Mittelpunkt  des  gesuehi^  Kreise^  notj^wandig  ia  der 

fftraden  Linie  liee^n  mnss,  wekbe  auf  dier  die  beiden  giii^gebeoeo 
^unk^  mit  einander  verbindendem  geraden  Linie  in  deren  Mit^l- 
ppkte  senkrecht  steht,  so  wird  es  am  zweckmässigsteo  seuv 
diese  gerade  Linie  .als  As»  der  a?  eines  rechti'vinkligen  Coosimr 
tensyetems  der  oiy  ai^zunebmenj  dessen  Ax^e  der  y  wir  sn#i<^)^ 
der  Einfachheit  wegen  durch  den^ Mittelpunkt  de^  giegebeneni^^^ 
ses  hindurch  legen  wollen.  Bezeichnen  wir  dann  die  Coordioatea 
des  Mittelpunkts  des  gegebenen  Kreises  durch  0,  b  und  seioeo 
Halbmesser  durch  r,  wo  natflrlich  b  und  r  gegebene  Gruben 
sind;  so  ist  die  Gleichung  des  gegebenen  Kreises 

Bezeichnen  wir  femer  die  Coordinaten  des  in  der  Axe  der  x  lie- 
genden Mittelpunkts  des  gesuchten  Kreises  durch  »»0  und  &«>' 
nen  Halbmesser  durch  q;  so  ist  die  Gleichung  des  gesacbten 
Kreises 
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■  * 

Zuerst  wird  es  nan  darauf  aDkommen,  die  Coordioaten  der 
Mdm  DorclischsittspaiiktB  ides  gdgebeneii-  ilnd  des  gesuchten 
KreiMs  sn  b^stimiMft^  welche  Man  erhält»  wenn  mana,  y  aus 
den  beiden  Gleichungen 

oder  aus  den  beiden  Gleichungen 

BittdBt  gewöhnlicher  algebraischer  Elltnination  bestimmt.  Zu  dem 
Ende  snhtrahii^  man  zuerst  die  zweite  der  beiden  ▼orhergehen- 

deo  Gleichungen  von  der  ersten ,  sa  erhält  man  die  Gleichiuig 

•   ■ 

6)  2|9ar— 2Ayr=r*— 6>-^Hp< 

oder 

6)  2p(Ä-jt>)— 26y=?r«-6«-p^^p", 


also 


»•»    1. 


O  9-  .2b 


Fährt  man  diesen  Werth  Ton  ff  in  die  zweite  der  Gieichun- 
B«i  3)  eift,  so  wird  dttoelbe  Hack  einer  leidileii  Reduction 

oder,  wie  mau  durch  Zerlegung  der  Grösse  auf  der  rechtes  Seite 
des  Gleichheitszeichens  in  zwei  Factoren  auf  bekannte  ^eise 
leicht  findet. 


.-...'    // 


oder  auch,   wenn  man  daä'Pröd'üct  auf  der   rechten  Seite  des 
Gleichh^tszeichens  gehörig  entwickelt: 


« \ 


10)  4(6»4l^  (^-P)*  -  4/>(r*-.6^-  p«-p*)t(j.-.;,) 

Aus  der  Gleichung  8)  ergiebt  sich : 

9o 


n 


l*   P>  -  ft«^.p«  (*-p)—  4(6» +p«) 

ala»>  wepn- mau'  diese  Gleichnng  ^ In  ß^g '8■f'';l^^yl  als  niibe- 
kaanie  GriiMc  wie  eine  •  gefnmMohe>f  q«i4ratilfcU  :Hlktehing 
auflöst:  »'     .}4.«i  .iili?  r.'«*-  •    ■• 

''^~''~       2(6« +p«)       '.-       .  4  (**  +  /»•)' 


d.    I.  .     .;     .  •,  .,  .,     •■  .'•.'((I 


.      ".    .■•,. 


'"^     '^  •2(6''+;;»)       *-■     .  ,     Mlt*+p*)* 


als«,  wie  mao,  hieraus  leicht  ündßU 

''     iP  2(6« +p«)         '-  4(6«+;^)« 

folglich  •  *  ....  ( 

Führt  man  aber  diesen  Aosdmck  von  x  — p  in  den  Aosdmck  7) 
▼OD  y  ein  9  so  erhält  nian  nach  leichter  Rechnung 

_  -  b(t*—b*—Q*-p^  i:p  V  4r«g«-(6«-f 'p*-r*-f*)« 
.   *~     .  2(6« +p«)  ' 

und  fiir  die  CiiardiMteoI^,.^  d^v  DotdbscliMttGfilnkte'^  beidei 
Kreise  hat  man  also  die  folgenden  Formeln: 


,1)      f     ^-  2(6«+p«) 

•  -V  A-6*-  ^'^-jg'Hj)  V  '!bi^6*^bHp*^-^.. 

' I       if, SS  — **•- --'•A-gl     I  .      »ai^»»  «t'»«»<»f.» i  "'^  •* > 

»  2[(6*+f»')  ,..,.    ; 

wo  man  auch  Doch  beraerkcn  kann,  dass 
ist    Set^t  man  aber  der  Kürze 


I  .•  ♦ 


r«_&«_pa-p« 
13)  ''^~      ^^^'^^     '•         "'*''' 


*'-  2(6«+p«) 


M7 


14) 


U>-p=  pP±b<i, 

\      p=±^P±t>Q',  "  ■  ' 


vo  Batnriich  die  obern  und  untern  Zeichen  sich  immer  auf  einan 
dcrteaeben.  :  .    •  .:  '.c'  .       ..  :l..:    .    ■  •  '  > 

Bezeichnen  wir  nun  aber   den  einen  DurchschUlftlfpunlit  d«r 
Men  Kreiae  durch  (x'jp,  den  Aodem  durch  {xfy")^  so  ist 


15)  Y'^; 


•  '  ',    •   .  » 


16)  j^-^=  P'*-*^' 


•        -  ■    * 


oder 


>      I 


K) 

■1 


y=  p(l+i*)-6Q, 


Die  Gleidning^  d«r  durch  die'  Dürebsclniittspiinlcte  det  beid«o 
wwt  4er  La|;e  nach  bestimmten  geraden  Linie  sei  jetzt 

^  hbeo  vir  9  da  in  dieser  geraden  Linie  nach  den  Bedinguncea 
deriji^^  auch  der  Mit^ehMipict  des  gegebenen  Kreises,  des- 
M>  (Wdiaalen  naeh  dem  Obigen  0^  o  sind»  liegen  soll,  die 
oieJcliQDgen 


-  '        « 


ii» 


1. 1. 


i       I      'i. 


der 


y— 6r=;i«',  yr^.b^4x".i 


•^  J      !•       Ol 


tiglich 


20* 
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und,  weno  man  in  diese  Gieidiong  die  obigen  Ausdriieke  vm 
x',  jf'  und  y,  jf*  einfährt: 

'"^  ^(l  +  /i)  +  AQ-p  (!+/!)  _6<?' 

*  I 

welche  Gleichung  nach  einigen  leichten  ReductioneD  0<vgMcli  lu 
der  Gleicbvog 

mhrt,  die  also  die  Bedingungsgieichung  ist,  das8  die  beiden 
Durchschnittspunkte  der  beiden  Kreise  und  der  Mittelpunkt  des 
gegebenen  Kreises  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen. 

Diese  Gleichung  zerOÜlt  in  die  drei  Gleichungen: 
21)  6«+p«=0,     i  +  P=0,    ^=0; 

von  denen  aber  die  erste  offenbar  auf  reelle  Weise  im  Allgemei- 
nen nicht  zu  erfüllen y  «nd  daher  mu  Terirerfen  ist,  ipdein  man 
zugleich  fibersieht,  dass  för  6^-f/9^=:0  die  Ausdrficke  \\)  fiir  die 
Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  der  beiden  Kreise  unbe- 
stimmt werden  wurden.  Daher  behalten  wir  nur  die  beiden  Glei- 
chungen 

*2)  l  +  P^O,    .«=a; 

weicIiQ  fi^h  13),  S9gleiclt.  ni  den.  beiden  Gleichungen 
9^1        '    l2(ÄHp*)  +  (ra-6«-^«-p*)  =0, 

tthren. 

.'Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  des  dneu  der  beiden 
gegebenen  Punkte'  durch  ä,  6\  so  sind  in  Bezug  auf  das  ange« 
noromene  Coordinatensystem  die  Coordinaten  des  andern  der  t>ei- 
den  gegebenen  Punkte  offenbar  durch  a,  — /?  zu  bezeichnen ,  und 
da  nun  der  gesuchte  Kreis  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte 
hindurch  gehen  soll,  so  erbalten  wir  nach  2)  offenbar  die  Gleichog 

24)  (0-;,)«  +  /}«=^*. 

Verbinden  wir  nun  mit  dieser  Gleichung  die  erste  der  beiden 
Gleichungen  23),  nttmlich  die  Gleicbulig 


2  (6*  +  p«)  +  (r«-6«-^*-p«)  =  0, 
welche  man  sogleich  auf  die  einfache  Form 

bringt;  so  haben    wir   zur  Bestimmung  der  beiden  unbekannten 
Grössen  p^^  die  beiden  Gleichungen 


d.  l  die  beiden  Gleichaogen  ' 

108  deoen  sich  ««gMdk  '    ^s  •  :  .     li  ,  :  . 

al«o 

opAt    Ffihrt  mao  diesen  Werth  von  p  in  die  Gleichang 
eio,  so  erhUt  man  nach  leichter  Rechnang 


•  i     i\ 


*=± ^ 5JJ -^— . 

WO  mao  das  Vorzeichen  stets  so  tn  nehmen  hati  daas  ^  positiv 
wird,  wie  es  seiner  Natur  nach  sein  muss.  Also  haben  wir  zur 
Besdramiing  Ton  p  und^o  die  beiden  AnsdrücIccL: 

=  : ^ — T-'    ..• 

r^sa-t ä- » 

^«Ue  ffir  p  ond  ^  offenbar  stets  reelie  Werthe  liefern ;  jedoch 
bildet  der  Fall  a  =  0  augenscheinlich  einen  AvsmibkadblL  Wie 
das  Vorzeichen  indem  Ausdrucke  ?on  ^  zu  nelimen  ist,  ist  schon 
vorber  erwähnt  worden.  Uebrigens  kate  ma|i-p  auch,  ^uf  folgende 
Art  ausdrfid(eii(  . 

Verbinden-,  wir  ferner  mit  der  Crfelchung..24)  die  zwÜt^^^er 
Gleichungen  23) ,  sp  haben  wir  zur  Bestimmung  von  p  und  q  die 
beiden  (äeichungen 

Ans  der  xweiten  Gleichang  ergiebt  sich  ■ 


S10 

und  fo^icb 

Dcomaeh  haben  wir  jetzt  die  betdeo  Gleichaogta 

wonuis  darcb  Sabtraetiop 

oder 

folglich 

sieb  ergieipt'   Also  ist  vaek  dem  Obigen 

woraas  sich  zur  Bestimmang  von  p'-^a  leicht  die^  quadratische 
Gleichung 

*       ■       •  .  •  .  ..  • 

<rdef  die  Olelchang  .  >  *  /• 

</^«r + -ä::is (P-«) = 4(«^-^ii»). 

erg^ebt«    Lost  mao  diese  Gletcfaiihg  wi,  sor  erhält  man 

also  '  ^ '• 

oder,  wie  man  leicht  .in^ct^- . 


tti 


"'"29)'    **• '    '  '^  '       '••  *J 


--«(a«^/?H6^~r«)J:rVt(a«-r^)+(/?-6)«|  |faa--r«)+(/g+6)»| 

Ffihrt  mao  diesen  Atfsdruck  Ton  p-^a  In  die  Formel  27)  ein, 
M  erhält  man  nach  leichter  Rechnung: 

Odfif  -        I  •    •    .  t 


t-tü  2(«»-r»)  ' 

iro  das  Vorzeichen   ih  (^ei^  Pärefithese  stets  so  zu  nehvM^n  ift, 
itfs  9  positiv  wird,    was   es  seiner  Natur  nach  sein  muss.    Uie 

Möglichkeit  dieser  Auflösung  erfordert,  dass  die  Grossen 

*  • 

gleiche  Vorzeichen  haben.    Auch  ist  nach  28)  und  29) 


«(««+|8«-Aa^T«)Jt?r-V^4^a«-r»)-Ka«-^+-6«-r»)* 

'^     ^~    -  ä(a«-r*),.. 


oder 

33) 


»  A 


I.. 


-r*)+tf +6)» . 

Der  Fall  o* — r*=0,  d.  i.  a^^J^r^  bildet  einen  Ausnahmefall. 

Eine'  tlot)strac^6  finstrer  'Aufgabe .  au»  d«n  .rerher^dieni^n 
Fonneln  abzuleiten T'^^lasse  ich  clen  Lesern,  Indem  dies  jetzt 
Dicht  mein  Zweck  Ist,  und  bemerke  darüber  in  der  Kürze  nur 
Folgendes.  ^    * 

Zavorderst  erhellet  auf  d^-^Sl^lle; .  dass  es  blo.ss  darauf  an- 
kommt, p  zu  construlren,  weit  sfch  :4ann  ölfenBar  d^  gesuchte 
Kreis  beschreiben  lässt,  da  sein  Hittelpunkt  und  swet  Punkte, 
durch  irelclM^^  fr  "g?*?"-  «?•**' gWelbwii; Fipjd. . 


Der  Ausdruck 


^= 2ir-^ — 


in  25)  kann  aber  Reicht  x^wstruirt  werden,  indeiki'man  bloss 


.     K     >" 
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ZU  setzen,   und  die  Grössen  m  and  n  mittelst  des  pythagoräi- 
scbeo  Lehrsatzes  zu  construireo  braucht.    Dann  ist 

m*^-^  n*     (m — n)  (m+n) 
^~       2« — ~  2a  ' 

also 


<  I 


I . 


wo  nun  p  mittelst  der  Aufgabe,  zu  drei  gegebenen  Linien  die 
vierte  ProportioDallinie  zu  &den,  leicht  durch  ConstructioD  erhal- 
ten werden  kann. 

r  Ferner-  woBen  wir  die  beiden  WerAe ;   wel<tbe  der  Ausdruck 


■>r       ■    ■  '         ^     .  •  , 

in  29)  für  p  liefert,  vorausgesetzt,  dass  diese  Werthe  reell  sind, 
durch  p'  und  p'^  bezeichnen,    dann  Ist 


,  -«(««-<l?H*'-r«)-H-V  { «»-r*+(/?-&)'l  {g'-f* + (ß-H)*i 


•  « 

also 


.  I 


t 


•  I. 


P'-P  -"  j?!!^:        —-7: 

Ans  der  ersten  Gleichung. folgt: 

|?'~6'       (ß-b)(ß+b) 

Setzt  man  nnn 


3t3 

/ — a y 

^   .   l  *  i      •  .    '   1   ^  • 
a — riß — 6=«:/*, 


..      -  •        \ 

■ 

:1    ..r:./  i 


I  .. 


P-+Ä''^#rF/^^^ 


iNi 


•■; '    ! 


••"'    .    I    ,/      *'f.    1  ..;    * 


«+r:|J+i=/:;>'+y-«, 


■■  I       •  i 


•      ;l 


ras  man  nebt»  dass  maii.)»'-|-|!i^*-i)r  bloss  mit  Hfilfe  der 'Auf* 
b,  10  drei  gegebeneD  geriüd^n  Lbiien  die  vierte  Prsyioftl«aiif< 
bn  finden,  conetniiren  kann.  •  •(• 


«         ■       t 


DieGiQaseB 

B  mn  mit  Hülfe   des  pytha^oräischen  Lehrsatzes  leicht  con- 

«wa.  Setzen  wir  nnir  ■      -v '•   -•;.  !  -V 

iTentattet  ist,  da  dasPhMbet  üofder  lioken  Seite  des  Gleich- 
Ündehens  bekanntlieh  positiv  sein  muss,  wenn  die  Auflösung 
^seiniMrfl;  so  ist  naeb  dem  Obigen  •  '^> 


Ifrdai»     -•  />  'f        .  •   >        ':  •.'■  j 


:•■} 


•        »        • 


a — r 


iBcb 


<M,  60  ist 


^  foIgBch  aucb  p'  — p'^  ohne  Schwierigkeit  construirt  wer« 

kann. 


zu 


Aus  n'+p"-~a  and  p'-'-p"  ergeben  sich  nun  aber  p'  ui 
mittelst  der  Formeln:  ^ 

p"=\<^l(p'+p"-<')-l(p'-p^') 


und  kunnen  also  auch  i^c^t^  ^oirdli  ^bttshuction  gefunden  nei 
80  dass  also  jetzt  die  Aulgabe  ab  aufgelöst  xa  betrachteo  i 

Das  Vorhergehende  ist  nur  als  Andeutung  zur  AiilfiiM 
einer  zii*eebn&ssigen  Auflösung  .  unsere?  Aufgabe  durch  Cods 
tlon  zu  betrachten.  -  '  .   '^  \     M     ^  !   > 

f  Uebrigtnti.  erhellet  aus  dem  Obigen  .von  se|M»  i^m  « 
AUgameisen  •  invntfr  eine  r^ellfe  Alifl$s|iiqg  nnMfer  Äufgi^  p 
aber  auch  drei  solche  AuflOsungeotig^ben  fcfvnn«)  .f. 

Weitere  Betrachtungen  überlassen  wir  dem  Udser^'u^ü^ 
len  nur   noch    bemerken,    dass,    wenn  die    beiden  angegebc 
Punkte  in  d^  Peripherie  dc0  gegebe«^  Bär^i^e».  liegen,  wo 
nach  dem  Obigen 

und  offenbar  'fc^.ft, .  4i*glich  i  -  v  —  -  >  .'         : .    |  - a  —  -„ 


ist,  sowohl  die  Formeb  VS^  aUi^lcJi'  di^  Eorfwb  3$  ^ 

p=:0,    ^^r 


liefern,  welche  Auflösung  einem  mit  dem  gegebenen  KreiM 
sammenfallenden  Kreise  entspricht,  der  in  gewissem  Sinie  ^ 
als  Auflösung  unserer  Aufgabe  betrachtet  werden  kam* 


V 

— 1 


•.  I 


•■>\    » 


i 
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"_■■   ■-■^^  ;      ■■  ■'  -Ton-      ■  ■■     ■  '■ 


l-  Zwan)B«,neastellaDg  .einiger   .n,S,tliigeo  SSt,x«   de 
'  Gtectricitlitslehre. 

1)  In  Zostond.dM  Gleichsewi^h^ 
äta  ^  dfe  Qberinsdien  der  Eütper  m 
'^U  wm  dei;  Art  nnd  GrOsae  ihrer 

"  "-*     ^ —   '-V  Allger-' — 


.        »folgt,     . : „-.-      -.    ,, 

'»Nllüijer»    iinz&hliff    »ij^e,  viprschi« 

'wkowKiteii  Kngellläche  jedoch  diesel 

"iTBidoch  ip  der  Folse.  vgib  Eiqe 

Klmr  haiteadM  'mtcMSm^vftkhta 

Kr  «»^«tifirtM  MiB'derMeitge'<(er 

trideR  ffirlArt  ifurth  Ae  OMiiBScfae  draseltMn.     'Bs  Ist  dieses 

tjItMMB' dlemtttlfere  InteiMtiHtt;,  vnu  <)»  ffiansitb  dadttrdh' «{Den 

«tgät  Kiich»a'  ktinii,,  da^  man   sie   sich  Adf  -«Ine  Kitg«t^  *tf* 

^w  Fliehe  gfcbWcht  l^MAt.  '■>•'■ 

,  3)  K^d  /eicti.  irgeod  awfii  Körper  t>er^breD^&nderD  sich  ät^ 
*<ftM"*«i  Zust&Dde.  der^dl^eu.  |£it' der  eine  Kurp«r  dje  Fiach^ 
9|  und  die  iflift^e  ,]Dtensit^^  (h,  tund^d^er  andere  die  Bäche  o^ 
und  die  mittlere  Intensität  i|»,ijyw^,li'eEet<iipet,jn^f  ,(lie  pi^UerelB- 
tengitst  def  erstei)  Körpers  nach '  der  Berührimg  äurch  xii  al<j 
^(S  ttte(t<»i''dÜr(<h">c^';'so' «rlM  iottti. Iffimev ' ^ttien  Imme«'    '' 

.  .    .■//-   ".\(r,^  ■|l":.iVi;rf^!d^''':iV^:o;'.    '\"M..i...(l): ' 

Da  <fle'6enniitaieDge<der'C[Mttidtat  durch  di«. BflriibnwB 
■>dit  gejbiÄrt  .wird,  Mi^tirenMr  ngch  die  Glfiiclntig:;   >:,■ 

■   ■'■■■■'.'    m    '>;.itai#i  +  *»«,=P(iiO,.+  «fcfl».    .I-.  .-.1. 
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In  letztere  Gleichung  den  Werth  von  x^  aus  (1)  gesetzt   gibt 

^1  Ol  +  cdTi  Oi=ai  Ol +atO,; 
hieraus  folgt  aber  ' 

Die  Zahl  c  ist  =^  nod    drückt   also   das   VerhSltoiss    der 

mittleren  Intensitäten  deijenigen  EleetricitStsmengen  aus,  die  sich 
in  den  beiden  Korpern   das  Gieicbsewicht  halten;  wir  wollen  sie 
in  der  Folge  den  Gleichgewichts  -  GoefBcienten  nennen.    GevFohn* 
lieh   wird    dieser    vemaälä9^9igt.,o4er  =1  angenommen.^     Wann 
diess  jedoch  richtig  ist,  odeir' w/uchAt  Werth  die  CoefficieDteo  m 
jedem  speciellen  Fall  haben ^  muss  zuvor  auf  anderm  Wem  eat- 
schieden  ^ordeii-  sdm^  •■  bn  AUg^^^Jn^H^  hftSg^^diMpgWerai  Ton 
der  Gestalt  der  zwei  Eurper   ab,  weictie  iniceinanaer  in  Verbin- 
dung stehen.     Zu   seiner   Bestimmung  mfissen  dieselben  Mittel, 
wie  zu  der  Bestimmung  der  mittleren  Intensitit  bei  einem  einzi- 
gen  Korper  in  Bewegung  gesetzt  weMiW^ '  - 


3)  Ist  eÜM'der  beide»  Oberiftckefi  z.  ß:  Oinoo  ond  .deoaen 
Intensit&t=i?ai,  isaf  ist,  wie  anis'4)  hetvörgfebt; 

^1  =  dl ,  ^=c  Hf ; 

d.  h.  die  Intehisität'  i^s  nnendliai   gro^etr  KSrpiftri  wird  eicht 
geftndert. 

A)ßki  eiber  :der  beiden  Körper  die  Ei^etilf^^  st^  d|<^eeliie 


^C 


Iptärisiiät  Vüi' bebarrHch' ni  sidi  zu  eraa^en ,  z!  ^.  der  eraife 
ist  j?!  =^  iti^und  :r2=ci»i.    Ein  solcb^r.'j^ildrp^r  Itann  tiönäch  ito 
tr^Kihteter ^Beziehung  wie  ein  £drpcfr  ytm  un^ndKch  grosser  FlS^he 
angesehen  werden.    Wit  sagen  von  .eiri'em  sofdhen  Köiper  er  be- 
sitze cdnstante  Intensitfit.  .   <.    - 

•  B>  Weni^  man  eipqa.  isoHrtea  Leiter  flleii^Viel  oo  .ifi|  et^eetri- 
sirtet  •  oder  oeutvaTen«  Zu^ta^de  in.  die  N^b^.  eua»s ;  eleotwsheB 
Korpers'  bringt,   so«  d«sf^  eine,  nicht  lei^nje  Sfchi^t  ^i^Kieffbea 


und  die  mit  der  Quelle  gleiche  «u  dein  vop  ihr  fibeevfpndeten 
Tlietl;  letztere  ist  frei;  ^rsjtere^bät  jceiti  'Streben  Ihren  Qrt  zn 
verlassen'  und  heisst  deshalb*  gebundene^  Etectricttfit  CSeielaeitig 
wird  alber  auch  ein  gewisser  Th^tt  von  der  b  deär  Quelle  befiadM* 
eben  freien'  Elecf Heitat  ebenralla  gebehden;^      .tl   •      :. 

6)  BerabrI  ein  ^liHex  Korp^eif  ^in^i^.Toi)  den»sweien»  welche 
▼ertheilend  auf  einander  einwirken,  so  wird  das  nach  2)  erhaltene 
die  freien  Eleetricititen  in  dfBo-tbeiden  sich  beriflirendai  KSrpem 
angehende  Resultat  nicht  geändert,  indem  nämlich  die  g<»an- 
denen  EtedricitKlen  so  auftefkist  werden  >  dass  die  fielen  f&r 
sich  im  GleictigewiGht  siam/<i  Bian>liann  nämUch  - difei  geben« 
dene  Electricität  eines  Körpers  immer  in  dem  Sinne  nehmen, 
dass  es  die  sei,  dered  Wirkung  aof  idid  flbrige  in   demselben 
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KatpOT- «Dtbaltane'  tmd  mW  fkaniNanieiv  der  freite ii  besdohDete 
EieetricMt  öurcli  die  infliieos  de»'ahderi^  Uhdend6B'Klirp6ra:|9«is 
■nd  «r  anfgehoben  wird.  .  Dann  nils«  «ieiibOT  die  ireiieiffleeCvi* 
dlSt  iD  ersteoK^er  Mr  aieh  und  also  ^älK&  ab  bn  iJkiiahgewlcbt 
aeia,  als  ob  la  dieaem  KOrper  keine  oeiMmdene  Electrioitilt  vor» 
haadhea  wftre.  Die  Btehtnil^aif|^1celt  dieäer  Voralcllaa«mreise  Jcaaa 
weatgatens'da  beiae»  Zweifei  anteiüegen,  wo  wiabei'deni'Con-'' 
deneaforwirkaaseo  die  freie  Blectrioitftt  Immef  aar  .gleichaatai  ein 
Tgracbiliudaad'  iilehief  Tbell  der  GeäaaimteleotiiBiiSI>]st>   . 

t^  7)  Siii4.!die  zwei  Körper/ In  w;elSitieii  6ine  .^etfenseltike  Btn- 
dong  aiatt  findet»  ebene  Platten .  von  '  cö^igruenten  Grundflächen, 
und  aa^^^gegeneinapder  ffestelit,  daaa  erstens  die  Grundflächen  pa- 
rallel.md.»  3;wei(ens  deren  entspreeiii6ni(i<^'.Piin  sich -jedesmal 
la  eip^aaf  ihnen  fiienlcrepYiten  Geraden .beubdcn.  so' rangt  die 
Meageder  gebündelten  Electricitäten' in  jedem  ^r^ten^^von  der  Ge- 
atalt  dea  andern  Kurpera  und  der  in  ihm  enlhalti^nen  Electricität,' 
iwetleaa  vb»'der  Dfeke  der  nicht  ieüendea  Schiebt  ab;  bleibt  die 
Geg/ttUi  der  KSrper  and  die  Diake  der  sie  von  einander  trcainaa- 
dea  Schiebt  opastaat^  so^kit  die  Menge  der:  gebandenen  filectrin 
dtlt  in  der^nea  Platte  d^r  >E}rfaiirttag:  ra  Folgesfi«p,  wenn 
üp  die  Bleage  der  in  der  andern  •  Platte"  befiadliiäenEleetl^ioitkt, 
p  die  Plahenfl&che  selbst  bedeutet;  da  die  gebaiMeae  Electrioität 
die  der  bindenden  entgegengesezte.Qaalit&t  bat  v  «e>  loaan,  .wenn 
aater  ap  die  Menge  und  Qualität  der  bindenden  Eleeiticitat  be- 
erten wird,  mit  ^^nap  die  Menge  und  Qualität  der  gebundenen 
Dezelchnet  werden.  Die  Za^bl  n  qeiafst  Bindungsvermueen,  sie  ist 
stets  ein  positiver  eigentirctier  l^ruch'.  welcher  der  Zahl  1  uro  so 
naher  kommt,  je  dünner  die  nicht  Ifelceade  Schicht  ist. 

aEin  Instrument,  das  aus  zwei  leitenden  cooffruepteii  Platten 
t,  deren  Grundflächen  muglicbst  eben  und  durch  eine  sehr 
düaae  aicht  leitende  Schicht  getrennt  -  sied ,   und  noch  die  Ein- 
riebtaag  besitzen»  da^s  man  sie  isolirt,  trennen  kann,   heisst  Con- 
deaaator  f¥ erdichter)  und  dient  zur  Nachweisnne  von  Electricitä- 
teo«  weicbe  gioringi»   tntevM#fiMP^  .bliaiitaen.    Uebef  41».  Wirkung 
wird.  Im  AllgeraeiMa  Folgende«  bemerkt:  Weanmaniajt  den  Pli^t*s 
ten  die  Eleetf icMälaqaelJ^  ia  V  erbindang:  rsetzt»  so  wird-  die  Platte 
ElecMci4fttaafoebnaiea:uod.Bwar  ao  lange». bic  (lie  lireie  Kieel^ic|itfit 
dfiaiilbrn    der.  {noqb' ^ibrigen    freien.  Electrieität  der   Qiaelle  daa. 
GMchgewieht  Jialt^  Die  in  der  Platte  be^odiiqbe  Eltfctrici^t  be- 
siebt  li«e  k^inet)  gewiaaen  Menge  freier  und  einer  gewia^eo.  MLange 
geboad^oer  Eleotridtät;  weiden  später  die  Piattin  ^trennt  «<  so 
wird   die  vorher  gebundene  Electricität  auch-  frei  uaa  eaiiMvaaert 
sich    nun  alle  in   die  Platte   gegangene  Electricität,   welche   bei 
einer  wahrhaft  condensatorieehen  >  Wirk^g  immer  viel  grSaaer  iat; 
als  die  Electricität,    die  sich  in  ibi^en  angesammelt  hätte,    wenn 
dieselben  bei  sonst  gleichen  Umstkdden  getrennt  gewesen  wären. 


'    «  '       i'  ■ •  '  1     '  ■  .    '      .         ;•»  . 


II.    Nähere  Betrachtung  der  Condenaatorwirkung. 

1)  Ist  die '  Oberfläche  enfier  jeden  von  den' beiden  Platten 
einea  CondensakMrsic^l»,  d(ia,.zwis^cJ}en  deu  Platten  herrschende 
Bindungsverroogen  =n,  und  wird  mit  der  einen  Platte  ein  Kör- 
per   von  der  OoecftMhd'»je'  itnd  der  elettriacbea. ' Intensität  «y  mit 
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der  snaem' Platt«  «in  Kotper.  ^ntikfr  Qberlidie»  «^'viid  deri 
tfisefaen  Intfinwtät  4t  m  ifisihindang  ^ohraditviBa  •wtrden,  \ 
dem  dfer  Cokidetisatot  sciae  Wirknna '  voll«Ddet  hat,  weoo  i^ 
V  die  mlttkrti.  Intonoitäten  de^  ib  iAe-  eine  und  andere  Co« 
satorplatte  gek^nuttCBCD  Geaamnitelectiicitätoii  ibed^utBo,  un 
w  die  €re««uiiiiieneen  der  .  in  >  diesen  PialtäD'  eothalteneo  { 
tnoitäten^vönitetteD^  Beacidbneo  ft  und  ß  die'toiittleffea  bte 
ten  tder*  liabfa  :dcin  Uebetgaoge  in  den .  Oberflädied  o  ni 
noch  zurOdigebliebeneti  EleM^rieltfiiciB ,  m  gekifei*0a  ii0d  o| 
Mengen  ^ieaer  Electricijäteo-  zu  erkennen,  «owie  n»ch  1. 6) 
und  ßyp  die.  in  den  beiaen  Conden3atojt)latten  vorhatideiien 
Electricitätsmengen,  wenn  c  und  y  üie  in  1/2)  besproc 
Gleichgewicbtscoefficienten  zwischen  der  ersten  öder  zweiten 
densatorpJatte  und  der.  Oberfläche  o  oder  a  bezeiclinen.  In 
nächsten  Parägl^phen  wird  angegeben  irerden^  wie  sich  die' 
sen  u  lind  V,  ö  uvAß  bestimmen  lasseh. 

2)  Wenii^  wie  angenommen,  in  der  ebien  Platte  die 
saflMtttmenge  tup,  in«  der  andbra  die  Gesammimeoge  vp  ai 
ist.nadi  I.  7)  in>  der  eratereä  voa  d^r-vAleng«  «0  die  H 
^  nvp,  nnA  in  der  zn*eitenvon  der  Menge  tr^  düe^  filenge -j 
gebariden,  folglich  ist  in  der  eineh  nur  nooh  die  AleogeJ 
(-— eivp)  &«i  md  in  der  andern  vp— (-^tttin)*  .Die  freie  El 
cität.in  der  ekien  ist  abelr  Ö,ep,  in  der  andero  ßfp,  folgU 
bed  wir  die  Crleichungen :        . 

'  up+nvp^bcp,    '  . 

9p  +  nup=^ßYP'^    , 
hieraus  folgt 


d)  Dufol»  das  Berühren  der  Plhttei^  mh  den  KOrperDij 
durch  das  Ntthtfr»  oder  Treimen^  wird  bffettbar  «iefttsan  derM 
der  auf  ihnen  tind  der  auf  den  mit  ihnen'  in  B^riifcniag  steH 
Korpetit  sitzenden  Eleetriüitlit  geändert.  Die  Gesammtneif 
in  Betracht  kommenden  Electric! tSt  war  'al»er,  da  •  stob  vi> 
Betfihrung  der  Kdrper  mit  de»  Platten  In  letztehi  keine  M 
tSt  befandrlii  denv  einen  TheH  cto,  in  dem 'andern  1910.  Dhi 
nach  der  Berühriing  ist  im  erstell  Theil  Up^bo>  im  anM 
+j9Ii»i  also  haben  wir: 

•  .''■'  .•   ■ .     '  .  .  ' 

up'\'^b^n&; 

oder  für  u  und  1;  aus  der  vorigen  Nummer  ihre  Werthe  gesezt, 

bcp  -f.n  ftyp + tro  (1  rr-  «*)  =  a,e  0  -*-^t') » 
/Jyp— w  *i?p +/J  ee(l— >i*)Ä=ef  i»<l— il«). 

Hierans' ehalten  wir  für  b  und  ß  nachstehende  Werthe 
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s. 


4)  Setzt  ibaa  ä?e^  Wetthe.  in  die  lilr  u  und  ti  m  2)  entbal- 
tene  Gleichongp,  «o  haben  wir:  •  <^ 


U  '     »♦•.! 


5)  Ans     i)|^    alteeiÄefhi'^ti  ^^irmelfi    in  3)  tibd '4)  wollen  wir 
omfchifee 'bp^^l^  l^^l'ci  aufsuchen.  ';     . 

a)  An  der  zweiten  Platte  sei  kein  Leiter. 
Hier  ist:  a=:co  =  0. 


>    .  *     I  ■  •  » 


M         oo  ^        nuco 


o  +  cp'    ^     Yio-^ep)  ' 

.  ♦  • 

aoc  ^ 

Vorstehende  Resultate  lassen  sich  kffcht  aas  ll  2)  herleiten. 
Diese  Formeln  haben  aber  hiei^  GOltig|ceit,  da  nach  I.  6)  die  se- 
boodeoen  Electricitäten  keinen '  Einflass  auf  die  Vertheilang  der 
fireieo  haben.    Setzt ^ man  aber  in  I.,2)  die  nnserm  Falle  entspre- 

dmideii  Daten,  als: 

f.  t 

Oi  =  o,  01=0,  c=c; 
ot^p,  ««=0; 


\     I  ••  • 


dasn    kt     Xx^b=.  — r^  3?  freie  Electricitftt  des  mit  der  einen 

Platte  m   Verbindang  stehenden  Korpers,  ^^d  j:2=cft  =  — r— - 
=  »==  Ladung  dieser  Platte.    Durch  x^  wird  aber  in  der  zweiten 

PI«(te^iVi%=*p<— T-rrr  gebandeiVi  folglich  bleibt,  te  lange  die  Plat- 

,,  .    ,    •,  .  "T«^   ,       naoc  *  "* 

ten  Hellt gecriBMH  werden,  -f— r^^^^ßV   ff^>  und*  hieraus   j$:tt. 

/— ; T"*  '^le  auch  oben. 


«       1 1 


4)  Ab  der  stveitea.PJMte  ist  ein  Leiter 'lYo»  der  Flftche 
4»  «od  der  ittieasitit  Oi  also  aszia^  assO^i 

••    .    ..      H,     i*  •  ...  .t  K 

5_       ao{yp  +  n(i^n*)) _^ •      näcvp      '  '    '  ^':' 

~o«<l-HrfH-p(yö +«•)  4t>'cy       oa»<l— fi*)'4'p(y»4-<M)-h|^*<7' 

.    :        i'..:o      ■  .  •  i    ■  •     '     .  •  ,.       ■•      I, 

tfo.ei(yfy+to)"  ^uacoa> 

om(\ — nvi-p^yo + coj+p^cy        o  a  (1 — n'v  +p  (y^  +  c  ») .+ /»'  cy 


I 


•c)  Mit  der.  svfrtten  Pk|l«C(  49lelii  ^e  Qiiele.TMi  con* 
.  stantfrlatewUHt  a  in  y^ibfiida9g(;«a|sp  «^«»  «iscQo  ; 

aoc — naoy  ayCcp  +  o)— naoc 

d)  Mit  der  zweiten  Platte  steht  eine  Qaelle  von  constan- 

^r  l^Jt^iiQitäl;  a^Q,^:Verli^4uiMir<  f  — 3^  «T^  »..^ 
wäre,  wenn  die  z^w^te  v\^iiß  mit.dnr  Grqe.in^  leiten- 
der Verbind^unff  stellt. 

ao(l-««)  ._        -■■'■■■      '■■ 

e)  Mit  beiden  Platten  stellen  Ei^ctricitStsquellen  yon  cen- 
t      stanter. Intensität  in  Verbindung;  ^ipt^,  ac=0|D^7=i«9:s  oo ; 


•   ./ 


'ftl    •  »  ' 


äc—nay  ay—nac   . 

"=    1-n«    •    "-    1-««   • 

/)  Die  eine  der  conftanten  Jntepsität  a^zO,  ako  die  eine 
Platte  mit  der  Erde  terbdnd6n. 


.•■  T»'-  »  !    -'ii  -"Aasa^  l^==.^f 


1    • 


j>  n)  Senr^l^ieht  ist  »es  sicn  tnf  andern  Weaen  rxm  der  Riclitie- 
Iceit  der  Formeln  zu  uberzeuger^.^iyiees  z.  Ö.  nä  denen  vom  Falle 
a>^sebali<:JPie  Forp^la  eInnA  ^  sind  di^  Ui'AmLfikßbü^exh  Mm 
aufgestellten.  Wir  bemerken  stlkliesslich  noch,  dass  pcb  nnd 
pyp  die  in  den  Platten  während  ihres  B^ifffqfipensffips  voiliande- 
nen  freien  Electricitätsmengen  sind.  \     .'-  > 

•i\  >7)  Wib  woHen  nui  cBor  Beredboobg»  «mdemlPille  Übergeheii, 
wo  ein  Condtesator- schon  die' LadnngenitfüiiiiJ^  v  l»at  und  nach 
Entfernung  der  diese  Ladnngen  bewirkenden  Quellen  neue  QueUeo 
mit  denPlatte^o.Tjerbunden  werden.  )  «      '  n- 

'•••i^Ss  sind  ;die  ja^0&. Ladungen  tifttD4  V*  tD|0,^<teB  OneDeo 
haben  die  Flächen  o'  und  »'  mit  den  Intensitäten  a'  und  a';  fer- 
ner seien  c'  und  ^  die  GleichgewichtscoefficientenA  p  und  n  und 
6'- und  ß'  haben  mit  dem  Vorigen  gleiche  und  ähnliche  Bedeutung 

Nach  demselben  Räsonnement,  wie  im  IL  3)  findet  man: 


jai 


"  -      t-n«      '    *  —       1_«» 

Dm  6'  und  j}'  ;mi  bestinOnen^  mafhpQ  wir  eine  äholiche  Be 
trachtong  wie  in  II.  3>. 

Eb  ist  nlmlicJi  die  jetzt  in  der  einen  Platte  befindliche  Elec- 
trldtSfismenge  fc'ft^  .rnid  die  noch  im 'Ktirper  vorhandene  o' b' 
olenbar  so  gross»  als  die  vorher  in '  d^r 'Platte  und  im  KBrper 
gpwesenej  also* 

.^'p  +  o'b^  ^Mp  +  o'ß'»  ejienso 
flyerauB  findet  man.  aber; 


^~         o'm'  (1 — «»)+p(o'/  +  ®'c')  +p*  c'/ 


•  .      I 


mid  femer: 


-'  Vw' (!--««) +/i(oy  +  i»'*?'l) +/)•//        ' 


I  1 


I    .  I  I 


*  ~     o'*'<l— ««)+/>(oy+«<c')  +  p«c'/ 

8)  Es  ist  leicht  einzusehen  >  dass»  wenn  nnn  noch  wei- 
tere Ladungen  bewerkstelligt  würden^  die  betreffenden  Grossen 
aof  gleiche  Wdse  durch  diese  Recursions  -  Formeln  gefanden 
wfinien. 

So  weitläufig  diese  Formeln  ihrer  grossen  Allgemeinheit  we- 
gen auch  erscheinen,  so  ein^h  Wjerdei^  sie  in  ^n  meisten  spe- 
cieUen  Fällen.  Im  folgenden  Paragraphen  wollen  wir,  als  Beleg 
hief&r,  die  Wirkung  des  sogenannten  doppelten  Condensators  ^on 
Cuthbertson,  dessen  päbere  Einrichtung  in  Gilberts  Anna- 
len  XIII.  oder^G^äblers  physikaHschem  Wörterbuch  IL 
beschrieben  ist,  berechnen. 

10)  Im  Wesentlichen  ist  die  Einrichtung  folgende:  Zwei  Con 
densatoren  mit  den  Plattenflächen  pi  und  fj^  und  den  Bindungs- 
vermögen  n^  und  n^  werden  durch  ihre  einen  Platten  mit  einer 
Quelle  von  der  const^i\ten  Intensität  a,  durch  ihre  anderr)  Platten 
mHf  der  Erde  Tf^buBiMiji.  We  hteh^  gehötfgen  Gl^i^ltgewt9ht9- 
CoefBeienten*  sind  €{  tini  ^2»  "Die  ^el  Condensatotiin  erhalten 
dadimh  di<>  Ladimg^! ' 


'  I " . 


Thcii  xm 


.  •  I 
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der  eriite;  ..  der  j^weite: 

,  •  ■         ■      ■  • 

Nun  treont  man  die  Platten  de»  ersten  Condensators  i 
briiigt  die  eiqe  von  ibneii.|  Welcjlie  die  Ladung  %  besitEt,  mit 
Platte  des  zweiten,  welcbe  u^  als  Ladung  hat,  in  Beruhm 
während  die  andere  Platte  des  zweiten  Condensators  mit  der  E 
verbunden  bleibt.  Der  zweite  Cdndensator  erhält  hiedarch 
Ladungen  u%  und  t/^;  &^  beider  zur  Verbindung  der  zwei  F 
ten  genürige  Gieichgewichtscöefflci^t. 

Die  Werthe  6'^  ß'^  tc',,  v\  findet  matn  hnk  den  Tormeio 
7),  wenn  man  dort  die  dem  jetzisen  Falle  angemessenen  SnhsÄ 
tionen  macht,  nämlich:  v  ..  . 

11)  InGehlers  physikalischem  Wurterbache  stehteil 
Formel  fflr  den  Fall,  dass  die  Platten  des  ersten  Oobclensatoismd 
gr5sser  sind,  als  die  des^Meiten;  ferner«  üaifi  die  Bindongsfi 
mögen  einander  gleich,  una  die  Gleichgewichts -Coefficienteil 
veroaphUissigen  sind..  Wir  fetzen  also: 

Dann  ist:  | 

ä     •  V  —na  I 

"  «-  (m(l-««)+l)||-  (!l+«.(lr-f»«))(l-«') . 
In  dem  GehlerschenWorterbache  steht  fiir  v'jder^e^^ 


ma 


ä^^Hi-^H^y 


So  lange  m  nicht  gar  crosa : wird»  vrfV(b^  die  swei  WcfA 
da  1 — 11*  gewöhnlich  sehr  ueiii  ist,  weoia^  von  ei|iaiider  ab.  ^ 
bald  aber  m  gross  wird ,  genen   sie  aus  eiaaad^.    Mach  oa^ 


Formel  bt  z.  B.  för  rii=<x) ,  m,'  ein  Maximum  =  /|^|,iji 
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rend  naeh  der  aodern  Fonnel  vf%  dnrdi  ein  in's  Unbeatimnite  fort- 
eekeodes  Steigen  Ton  m  seilist  Aber  aile  GräDzen  steigt,  weldiem 
Kesnltale  aber  achoD  die  Erfabnmg  widerspricht. 

12)  Die  Formeln  des  §.  10.  lassen  sich  leicht  f3r  den  Fall, 
dftM  mehrere  Condensateven:  hinter  einander  In  Wirksamkeit  tre- 
ten, ausdehnen.    Es  sind  z.  B.  r  C^ndensalefen  gegeben;* 

Sf  Jlf  IIb  • . . •  llr y     Pi  p%  Pg  »m,, pr$     C|    C2  Cg  -'-'  Cr^ 

C%    C's    c'4  .  •  • .  dr 

bben  analoge  Bedeutung  mit  den  im  $•  10.  gebrauchten  gleichen 
Bockstabeo. 

Die  Condensatoren  werden  diirf:b  ihpe  einen  Platten  mit  einer 
Qneik  von  constanter.  lotensit&t  a,  durch .  ihre  anderen  Platten 
mit  ler  £rde  in  Verbindung  gesetzt 

Dadurch  laden  sie  sich  und  es  lÄt:  -  . 

Ladung  des  IstenCondepsators,  d^Sten,  u.  s.  f.   ..des  rten. 

Cya  €^a  cro 

Nqd  trennt  man  die  Platte  des  ersteh  d&nd^ifAiöTS  ^  dfemit 
der  Ladung  »i  wird  mit  der  Platte  des  zweiten  Condensators, 
wekhe  ifib  Ladnne  «a  bdsitzt,  verbdnden^  Wodurch  diese  Platte 
die  LadiBg  ic^^  ^n&lt.  Hierauf  wird  auch  der  zweite  Condensator 
getrcnat,  die  Platte  mit  der  Ladung  11«  wird  in  Verbindung  ge- 
setzt mit  der  Platte  de«  dritten  Condensators,  welcher  die  Ladung 
h  h^f  wodurch  leztere  sich  mit  uf^  ladet  So  fährt  man  fort, 
bis  mao  zuletzt  zum  rten  Condensator  gelangt,  dessen  eine  Platte 
^D  die  Ladung  u'r  hat  Die  Werthe  nf^,.  t^,  und  vCr  werden 
mz  sowie  «^9  in  §•  ;iO.  gesucht  und  maku  iadet  ti|  und  »',  wie 
«ort;  ferner 


0- s.  f.;  endlich 

/        '  «'.1* 


i  t 


'  ff*- 


13)  Sind  die  Bindunffsvermogen  aller  Condensatoren  =n  und 
die  Gleichgewichts -Coemcienten  =1,  haben  femer  die  Plattenflft- 
<^o  folgende  Werthe : 


■    t . 
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I 

;  * '      *. 

d.  h.  bftt  der  folgende  Condensatot  imner  «nai  IdeiMrt  Pbtteo 
flächen,  ala  der  vorlMigehesde,  so  ist; 

., fl(«-H) 

*  *  ~  ri-n«)  (m  (1  -n«)  + 1) ' 

,      a  (m  (w+l)  -m-  w  (1-w^  ) 
«»=     (|_„4)(l  +  n,(l_«4))*-» 


_  a(m(m(m  +  l)-|-(l+ma^«)))  +  (l-H,Kl-««))«) 
"*—  (l-n«)(l+m(l -«•))■ 

_    iw«(m-f l)+m(l -hm(l -n*))  +  (l-|-m(l— n<))« 
.     ""  (l— n«)(l  +  m(l-ji«))»  . 


,       (iir-»(m+l)+ii^^(l  +ma— «•))+m^-«(l-HB(l,-««))H..(l+«0-^ 

^r^^^^tw  •       ■  '  ■  ■■■■■MM       M-«^-^^,^  I   ■  ■  ■  *        « ■  ■—— ^p— ^^11— ^p^»^^—  ** 


Wäre  4m  n  beinalie  X,  ao  .hüte  man 


aU  Ladung  för  den  klein^teo  nad  letst^o  Geadeoflator- 

lU.    WiTkiing  bei  mehreten  gleicbaeltig  In  Tbätigkeit 

gesetatea  Coadianaatoren« 

1)  Ein  Körper  von  der  Ober0äche  o  und  der  IntenshSM 
wird  mit  den  einen  Platten  von  r  Condoieatoren  verbundeo  xm 
ein  zweiter  Korper  von  der  Oberflfiehe  «o  und  der  Intensität  o  ^^ 
den  andern. 

Die  Oberflächen  der  Condensatorplatten  eind: 

»       > 

Die  Bindangavermügen : 

fll  9I]|  H^    ttr  • 

Die  Gleichgewichtscoefficienten : 


32$ 


1d  die  Platten  wird  so  lange  Electrieität  gehen»  bis  die  in 
mler  iielindlichen  freie  ElectrIcTtllt  nud  die  noch  fibrige  in  den 
Kuipen  sich  gegenseitig  im  Gleichgewicht  halten.  •  Haben  die 
Kürper  am  Enae  noch  die  freien  Electricitäten  6  und  ß,   so  sind: 

ki  6  (c^  6  ie^  b  icr  b 

/n  <»         If^ß        hs  ß       hrß 

die  freien  Electridtftten  in  den  Platten. 

S)  Sehr  leicht  ist  es  nun,  die  Richtigl^eit  nachstehender  Glei- 
chimgen  einzusehen:  --^ 


fhVrpr=C^bpr, 
^Pr  ^nrUrpr=^pßpr; 

wo  tk  md  vr  die  Ladungen  der  •  Platte  d«^  rten  Condensators  be- 
dealao.    Hieraoys  bestimmeti^  sich  ur  und  tnr: 

Crb — fhVtß  frß'^nrCrb 

S)    Eben  so  leicht  sprhtgt  die  Richtiekeit  folgender  Gleichun- 
gen in  die  Augen:  .  '^.' 


/■ 


S(^Pt)rt-bo=^aQ, 
worans  mit  Besugnahme  aijTJlI.  2)i       ^ 


«  ^^v 


^  w   y 


^    .'  V 


X 
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i)  Wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gieichnngen  des  §.  2. 
teilt»  80  ist  air  und  v^  bestimmt. 

5)  Schliessiicb  wollen  wir  noch  den  Fall  in  Betraclit  sieben, 
wo  die  r  Gondensatoren  scbon  Ladungen  besitsen  und  nun  mit 
nrei  neoen  Quellev»  wie  vorhin,  in  Verbindung  gesetst  werden. 

Es  sbd: 

Ui  u%u^ i  .  .  Uri 

Vi    V^V^ Vrj 

die  attcD  Ladungen ;  '^^ 

e'iA    e^ir^  A  ..  ^.  C^^  .  &r  Vr 

&  ffleichgewichtscoefficienten ; 

o'  nnd  m'  sind  die  Flicben ,  a'  nhd' V  die  Intensitäten  der 
B€Mn  Quellen ; 

ufi  tt'a  tt'i  V "' 

v'i  v'a  v'^T^  .  .'  l  V. .  .  .  .  v'r 

Mil  die  neuen  Ladnqgep; 

V  waA  ß'  die  freien  EleSInoitSt^n  der  Quellen  nach  den  neuen 
Ladangen.  s, / 

(t)    Nan  ist  ganz  wie(  frfiber  « 

Aieran:  --     . 

7)   Ebenso  ist  d^BB^firfiEdm  analog:^ 

Siu'rpr)]^  a'b'  =  ^d^+$:(Urpr), 

hieraus  folgt: 
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.     '       .    (J 


•»• 


..jh  ' 


11  • 


I  ' 


•J       !  '  • 


.    t 


»         •  'I 


C/) 


II  •  H' ..  .•• 

I     i^l 


Co 

i 

8 

I 


I 


Co 


+ 

8     .i'.'-^' 


ir 


C/i 


•Od 


.Co. 


I 


8 
•<•• 


4.' 

+ 

+ 


I  Iß 


+ 

1' 


8 


-^        Co 


I 


1». 


Ob 

TS 


I'     m:- 


I       I 


+ 


•  •  » ' 


:  I    "if«  ..      r 


\    ►  \\ 


r 


\    IM     u 


Co 

+ 


?i 
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Wmk  Werfte  m^Btofileichtiigeo  Mi/  ondi^'fftiicytzt;  geben 
(üeie  in  infar  bcfainntsn  GHtoeeo  an^edrickt.  • 


••  •  . 


8)  Wir  troUep  outi>  noch  ein  Bebpieltf&r  tfie  letelen  Foreieln 
Bidkeii.  Es  eeieir.r  CeadteeatdveD  darUiiidie'  eieen  Platte*»  mit 
«Nff  ooBÜBiiten.  Quelle  «  iB..VerUBdung,  durcb<'dte;attdera  Plat- 
teo  aber  wiM  der  £rde.  .F^^oer. woUes  wU  Wie  CUeicli9e«riclitil^ 
coeflicieDten  =1  setzen.  Ebenso  alle  Bmdimgii  it ■  indgea^  'c=ft« 
Der  Anoalune  nach  ist  0=09=00,  a^^a,  a=0; 

sottttt    Atstf, 

Kim  ist: 

ftü 


«udenFoivieln  l)  und  2)  d^j^^. 4J!(fct||i|^.  , 

Wir  entfernen  nun  die  Quelle  und  den  rten  üömetikaittT,  tröki- 
KB  die  Platten  des  letztei^n  qpd  setzen  die  Ladung  u  mit  den 
PUttea»  welche  dieselbe  Cadeng  schon  besitzen,  als  neue  Quelle 
in  Verbindung.  Um  n^n  41^  qeuen  X«adnhgen  a^  erhalten»  setzen 
wir  in  den  Formeln  6)  und  7):' 

rzr— I,  «2=11^= nr-t=^n,    alle  c  und  y=l,  o*z=:pr, 

a'=:u,    ü»^ttö,    a=0. 

I^istans  7): 


I     i 


,,     «Pr+Ä(«r-iPf-i)  ««S(|>r)  „,       « 

iZ^i^S  (Pr-i)  +  Pr.  j^j^,  Ä  (pr-i)  +  Pr 


*•        .  I . ,  


11'=  7^-: : :: 1:=» 


S  (pr-i) +/»r(l— n*r  ■      1-      •'■'• 

«der  %  M  «ainen  W«räi  ge««t?t,.giliit  end}iqh|       .  I  ; 


«'  = 


sao 


.,.  , 


.WirNentfertMif  npn  d^ü  (r— l)Mi>6MiamuMrtilr  vM  h&äi 
80  wie  vorhin,  diiB.  Laclimg  det^rtea,  .nuo  .dib'iitAiing  m 
d.  h.  wir  trennen  die  Platten  des  eben  entfernten  (r— Qten 
deasatorsyMseteeD^die  Tob  ibaeo,«? weiche,  nicht  nit' der  Erde 
banden  war,  ia  Vedbiddang  inlt>'de«j|eiartn  PMten  derfib 
r— 2  Goodeneäloren»' -welche  dMofAlls:  nicM  wü  der  fifde  ve^ 
deti  waten.  Dleae.  Platten  erhaiteD  dadaroh  dneiwüe^  die  u 
die  Ladnog.ti^^iwd'es  ist:  *      <i'<,  .    .  i  ^   •  | 


iS(pr-4)^<l-n«)pr-i    ■ 

Entfernen  wir  nun  den  (r— 2)ten  Condeneator  und  madie 
wie  vorhin,  so  ist  die  Ladung  der  übrigen  r— 3  Condensatore 


v  = 


S^'^^O^n^p^.^' 


Endlich  entfernen ^iirdf^k'2t^&'tioüdey^^      '^o  hat  der 


noch  4>e,  Ltadli^Sy'  . 


ift*li*l  '•  •!  *  »**  <  f  -fc.  I  «f*  *ii|*t« 

'I  "'Ml  •<'!«  F  *  •  j  •  *^       <     •        .     '  «  I     '  .       I         l 

:i  t   .)  .'1.  '"^  ji:  ..r  •     '  i. 
Aas  diesen  Formeln  f&r  die  ti'  erhalten  wir  endlich: 

.;  -.  ■      ,  I  1-:.       ''  fW-      j     ,A ^.*< -_    ,  •    , 


-  ? 


{ft+Pal  tpifWi-H»»> [Pi-\P%--VPt\''  __ 

'  Seilen  wir»  wie  oben  im  jA^bschnitt  II.  S.  13.  r 

Pt^^W?"^^P$   Jh'-t^^va^^pt  pr-flj=Wt''"^p, 

ffatr^Pi  .Pi=P» 

so  erhalten  wir:  "a-   \         < 

**  ~  a--n«ttl+in(l-»«)}|l-fiii-Hit»(l---n«))..|l+m..m»--H«'^Hl--« 

Die  Art  der  Ladat|^eiii  lyie^^wir  si^jetst  haben,  uoterscb« 
sich  von  der  im  Abschnitt  II.  nur  dadurch,  dass  l>ei  den  ani< 
ander  fod^^pden  L^duneen  hier  ima^er  mehrere,  ,Conden^<^ 
gleichzeitig ' wirken A.P^.ihreir  aber  immer  vvenig^r  werdiD,bi$ 
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Mit  nur  der  kMitfte  allein  noch  geladen  wird;  im  II.  Abschnitt 
ging  dieLadong  auch  auletzt  alleio  auf  den  kleinsten  Condensator 
tter,  aber  bei  den  auf  einander  folgenden  Ladungen  war  stets 
Dar  ein  Condensator  thätig;  die  Resultate  sind,  wie  wir  sehen, 
Tersehieden;  wenn  jedoch  die  Condensatoren  recht  gut  sind,  abo 
t  beioihe  =sl,  so  ist: 

"  1— H« 

""(l-m)(I-.n»)' 

oDd  wir  erhalten  demnach jftailtf  Jjjb^ihe  Resultat,  welches  bei 
gkacker  Voraussetzung  di^Tmtolriiril.  $.  13.  gaben. 


Zum  Schlüsse  nehme  ich  Veranlassung  dem  Terdieostvolleo 
Autor  „der  ffalvanischen'Slfttte^'  den  innigsten  Dank  auszu- 
drücken filr  das.j$c|yöne 'imd  Nützlichet  Vj^lppjaf  zu  erlernen  er 
nur  kiofig  €relegenheil  not,  ueils  als^  errantnör  und  bewährter 
Ldirer  m.  cidiion  iird^le8ine^^-1iber$tEleotri4;itat,Lth^^  wohl- 
wollender und  geftUlger  Freund  im  nfthem  Umgang.  Auch  darf 
kk  Dickt  verschwebgen,  dass  mir  sein  Rath  bei  iDifassung  dieses 
iofsatzes  (namentlKh  bei  I.  6))  hülfreich  zur  Seile  stand. 


■  IM'):     •  .'.'j-'...  "«*...    ')    .  ,    .       III 


\\ 


-...(:  s"«  j  I      .;           .            .           /:         .     'r.          *  *  ,      '  "'*                     '    *  •••  i 

• '       1 '  J  ,}•>.;  j ,.    .               .      .                  I                    .  • .      ,  i  1  • !              t  •  .(tu 

1"            illii:     VV     li  J..  ./:-..                                     ...  iU'>i                 '       '  '{>    i! 

;•;  i.di'jüii.l  ir'.t   «  >  .  ii.  r  ii:  » 


V' 


I  •■•'  •) ;' 


\      ••  .    "vi. 


•       .»III»»»  .  I  •  I  *    -   •  '  '        »  •  '  * .  I     '  1  j  •  1 1 1  ' 
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./ 


-.  t  ' 


»      ,    • 


,       »!-•.<    ■ 


A      ~l 


•.    » 


I.       < 


Vebiingsaiiflirftlben  für  Scliiller 


I ) 


j' 


•I  {•    .       VoHrtäifl  def  hdliRiiiBfii]^Mtal«:m!«'l«anliaHDi-i 

•*■  '  '.     •  '•   »  "..'         »"   t."  '   ..'j  I       if»  ^i';  ;/.''•»  •*••'/  j,r»'      I 


I 


I ». 


Die  Stange  ilB  in  untenstehender  Figur: 


ii 


•<■)  •  ti: 


E 

— /- 


dreht  eich  um  den  Punkt  ElStT^eT  Wink^eschwindigkeit  6; 
länge  ihr  ist  ein  KSrper  (oder  System  von  ^rpem)  omie  Rei- 
bung bewefflich«  dessen  Schwerpunkt  im  Anfange  der  Beweeimg 
in  der  Entfernung  a  von  E  ist  (positiv  nach  M  hin);  am  Eode 
der  Zeit  t  wird  der  Schwerpunict»  wenn  ausser  der  Fliehkraft 
keine  andere  Kraft  wirkt,  und  die  Geschwindigkeit  im  Anfange 
Null  war,  in  der  Entfernung 

von  £  sein.  Zugleich  wird  er,  vermS^  beider  Bewegungen,  eise 
Kurve  beschreiben,  deren  Gleichung  ra  Polarkeordinaten 


r=j(s*+r-t) 

ist,  worin  r  die  Entfernung  eines  Punktes  der  Kurve  von  E,  f 
der  Winkel  dieses  Radiusvektor  mit  EB  ist,  nach  der  Richtung 
der  Bewegung  hin  gemessen. 


ISS 

^  %V?  '*•%*.'  *y*'  »'«»/l«ch'dt»,>VSnkelgWfchwln4igk«lt,pnd 
iHGMcWfcU  {fes  KOrpera  sejJ'Vttm'rtttr  «  «isletbe  IM, 
per  dieBdhe  Karre  durcfahufen  wM,,.„  .     •    . 

Die  dem   Werthe  ^i  des  Winkels  li;    entsprecheode  Länee 
i»Kmt,  ?4B  ^ssO  «ü  geretthset,  ist  ; 


Uns 


I    WUman  die  Stellang  des!  KlBrMrs  ftnr  Ende  der  Zeit  t  wis 
p.  80  sind  die  Werthe  von  r  und  ^  Rir  diesen  Augenblick : 

r 


•\ ' 


*  .  ■   « 
i  


<  f 


...  I   • 


.'  •  « 


t» 


1    I     ' ' 


'>. 


i  8  c  e  1 1  e 


Zur  ÄJbhancUujig  VD.  bx  Theil  XU.  8.  93. 

»  teBcRB  Dootoff  J.  Dieig^r,  Toratond  der  hohem  llMig«rt«^iile 

«1  EUenheim. 

' "   •■  ■ 
Hia  kSn&te  gegen  dk»  4ortige  Beweisfiihrusg.  einen'  £imvand 
^ben.    Es  ist  nämlich  allerdings  klar,  und  foiit.bas  der  dorti- 


ft  Formel  (5)  mit  Nothwendigkeit,  dass  /-(r;^^    nicht 


uu- 


d.  b.  so  lange  nicht  r  um'elne  endliche  GrSüÜr^' toyi  n(=cx>)  rer- 
schieden  ist    Für  diesen  letztem  Fall  aber  ist  nicht  bewiesen, 

dass  il(|~ö — 7=^  ^°  ifetsen  «iL*  Es  ist  dhss  aber  auch  nicht 

nOtbig.    Sobald  n|inlia^  '^(~)~'  gesetzt  wdr^en   darf»    wird 
die  Formel  (i;  geben  k';:   V    ^  .         •  . ' 

^=^  (S::J)9^  (^>  +  m^)  r(^>+  — ) 

—    i  '\J  /nr&-^       W+^<-*         nH-«g-«  \ 

•  .  •  •  • 

Aus  (5)  folgt,  für  fp{x):=zxi 


»     —-        .'  V 


X 


"~^*'  U.3  ...r  +  1.2..(r+l)  +  1.2..(r+!2)  + ) 


d.  b. 


*"  vr^r; + i.2..(r+i) + 1.2..  (r+2) + /-*' 

demnach 

-X=9(ar), 

wie  die  Formel  (8)  besagt 

Ueber  die  Bedingungen  der  Konvergenz  der  Reihen  (9)  ood 
(10)  sehe  man  Gauchy'^s^V|)ftesu|ig.en  über  die  Differen- 
zialrecbnung,  Vorlesung  9. 


Schreiben  •des  Herrn' Döctor  Thomas*  €la äsen,   Obser- 
vator  an  4er  Sternwarte  aa  Dorpat,  an  den  Hefanageber. 

Im  XII  ten  Bande  Ihres  Archivs  Nr.  XXI.  S.  293.  findet  sich 
von  Professor  Sehibm^iich  ein  AiifaatB»>  worin  er  beweist,  dass 
die '  tranacendente  Function   . 

f  ^,         I   !■     -  .       •  I  ' .    Ji:  I  » 

\      ...         / 


aas 

_1  1     '        1    =  1  !  «   I 


4  % 


weder  dordk  reelle  noch  couipleze  Werthe  vop  :r  dßii  *  Werth 
=-1  «riail^n  (<9biie.  •  Es  scheint  mir  als  bb  bierlti  ein  Irrtham 
obwalten  m&se»  da  es  mir  gelangen  ist,  zwei  compleze  Werthe 
TOD  j  zu  finden«  die  4if(fif^r  jGJj^i^hiipg,  GenflgQ  leisten,  jp^mlieh: 
i=— 0,5794 -fO»6dÖ(Unis  auf  die  Vierte  DecihialsteDe  eenan,  und 
i=— 2,51 -|- 0,63 f   bis  auf  die    zweite    D^cimalsteUe    genau; 

(t=V^).  Ks  Hesse  sich  dctfch  weiflänftigefe  Re'clipun^en.jeidft 
beliebice  Crenanigkeit  erlangen  ,i  die  Jeaochf  fiir  irnem^-^Zweck, 
blo88  aas  Vorhandensein  dieser. Wurzeln  zu  zeigen,  ohne  Nutzen 

ood. 

Ke  Fonction  f{x)  habe   ich  fSr  deo  nninerischen   Calcnl  in 


'  iii  : 


;     ..  !. 


....  l       r  ■        1  .  ■- -f:-  ••■'1 

-IL .  i/i_  _L.\    V_l L-\ 

~2*^2V*     «  +  •/     2\a:+I     «+2/ 

11     1        1  1  I  ,  1  ^ 

~f  *  +  2  j:(j;+  1)      2  (x+l)(a:+2)  +  2  (a:+2)(a:-f3)  ■""" 

-M  ,  1       1 

^  ^  (iMT)  ~  («+lX*+2)/  ""  3»((a:+|l)  (ar+2)  "  ;(^r-M9(ar +3) j 


"^     •••••• 


-2«+2»x(a:  +  l) 

1  1.2 1  1.2 

■*"  P  «(ar+l){a:+2)     2«  (or+l) («+2)  (a;+3) 

_11      1        1  1  1.2 

~  2  « ■*■  ?«(a^+l)  +  2»  a:(a;+l)  («+2) 

.  1:2 /_JL J \_ 

+  2»  Vaf(«+l)(ar+2)     (*+l)(x+2)(ar+3;>/ 


aaa. 


•         •       t 


Dtireh  WtederholuDg  d^r  Operätibn  etisit  mäti : 

+  2*  "«(ar+l)  (x+2)(ar+^"*"  

{    ,        ,       I  ...  I  .      ,  •  . 

.  t 

DiM  Gesetz,  wonach  die  Rdbe  fortsdireitet,  l6t  attgenfffig^  Die 
Reihe  selbst  wird  immer»  gehurig  verlängert,  convergent,  undnan 
kann  zugleich  aos  den  letzen  Gliedern»  die  man  in  Rfchoimg 
zieht»  sär  leicht  eine  Grenze  «^(eiten,  4i#  di«  l^omnie  dier  ttri* 
gen  vernachlässigten  Gliedet  nicht  fibersteigen  kann.  ^ 


X 
/ 


Driu^kfehler. 

8.  3M  tn  der  (letzten  Zeile  setze  mait  II.  2)  statt  II.  S). 


?       • 
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k       Beweis  dee  fikitsesi 
die  MDlen,  welche  aus  zwei!Drel* 
wlBkelii  auf  4le  Geipettseiten  se- 
sfnd,  und  diese  nreleckswlnfcel 
lelcli^n  Verliältiilsseii  tbellen,  eln- 
fslelcb,  so  Ist  das  DreleclL  grlclcli-i 
,  und  zwar  sind  die  erwähn- 
tet C^egenselten  einalkder  g^leleh. 

«.« 
von 

Heim  Theodor  Lange, 

Stadiroiden  der  Bfatheinatilc  sa  Berlin. 


r 

gerade  Linien  aus  einem  JPnnkte  A,  auf  cleoen  Punlcte 
1^1  nrelche  von  einem  Puolcte  JS  den  bestimmten  Abstand  r 
^«ind  Secanten  ans  A  für  den  mit  r  als  Halbmesser  um 
^M^t  ß  beschHeheaeD  Kreis.  Ebenso  sind  alle  -gräi4e  Li« 
'  tts  dem  Punkte  B9  auf  denen  Puqltte  liegen,  welche  von 
*riQkte  A  den  bestimmten  Abstand  r  liaben,  Secanten  aus 
V  deo  mit  r  als  Halbmesser  um  dem  Poniit  A  gezeichneten 
■*  Mao  stelle  sieb  vor^  eine  Secante  aus  B  fiir  den  Kreis  A 
l^steh  im  Punkte  B  bo,  dass  sie  aus  der  Lage  BA,  als  der 
*»pgli€hen^  sich  nach  einer  Richtung  bewege,  bis  sie  in  die^ 
B  J«<|er  Secante  gekommen  ist ,  welche  auf  der  Seite  AB  liegt, 
Reicher  hin  die  Drehung  stattfindet;  der  bei  dieser  Drehung 
«&eode  Winkel,  welchen  die  Secante  Toit.BA  bildet,  sei  b. 
>  währeod  der  Drehung  auf  die  Secante  stets  die  Halbmesser 
^*  80  wird  ein  jeder  derselben  mit  AB  Winkel  bilden, 
aeoea  der  eine  a  mt  dem  Winkel  6  sunimmt,  .Widess^o  der 


§leicblieeende  Winkel  o'  am  andern  HtlhmeaBet,  bei  zunehmen- 
em  b,  tortwährend  abnimmt.  Femer  bezeichne  man  den  Winkel, 
den  eine  Secante  aus  A  (Qr  den  Kreis  um  B  mit  AB  mach^ 
durch  a,  und,  der  obigen  Bezeichnung  von  a  und  o'  gemiss,  die 
Winkel,  welche  die  auf  die  Secante  gezogenen  Halbmesser  bil- 
den, mit  ß  und  ß'. 

Da  die  Winkel  a  und  ß  sich  nicht  ändern,   dagegen  «  und  b 
gleichzeitig  zunehmen,  so  nimmt  das  Verhältniss  --ab,  indessen 

das  Verbältniss  -g  zunimmt.     Es   kann    also    höchstens    eimnal 

—  =  -^  werden,  währen^  die  Seean|^  kk  die  Lage  jeder  Secante 
auf  einer  Seite  von  A^  gekommcfn  isV  Da  nun  aber,  wenn  a=6 
ist,  immer  -=|-;^lhia,  to  m«BS  itudi  inigdMiiit 

*"  ^"ifjräit  ganrsb'^dnfaich'W  dör  Schlüss  1^ Bezug.  iä/Jöi  Ter- 

/«4:1>  tK  Ak:4Sj  'V<'*>'-M  •n.'-V-  '  ^V^     W  '" 

haiinisge  -7  und  -st»,  weil  neiae  gle^cn^eifig  zuQenoien.U 

nelf  derselben  findet  stau,  wenn  äß'  =  ba'  tst.    Dscm!   eit 

v^älüeilltibs  Crosse  idU|;koiftifat  es  n^  datitf  w'^iui  SUMi;  «rte 

oft  a'^^Qw  b^styimte»  Werth  erreioh^  MP^«*4vi  H^M!^ 
des  T^otmctesVO  ztf  untersucnen ,  wäbreäa '4  zummfllt.' "^1811 
stelle  sich  vor,  b  wachse  so,  d^^  es  immer  um  einen  beständi- 

fen  Winkel  y  zunehme;  dabei  wird  der  Winkel,  o'  um  die  Ww' 
el  X  abnehmen  ^sreidieuintveder  bei  fortg»setzi(ir  Drehung  in»« 
kleiner  werden  XAS,^r],  oder  immer  gleich  bleiben  [AB^=r], 
oder  immer  ^rSsser  W^fden  [^iB>rj.  i)as  Product  a'b  ändert 
sich  durch  die  Zunahme  des  Winkels  b  uro  «  um  die  Differeai 
a'b — («' — x) (6  +y)  =  a?  (6  +  y)  —  «' y.      Das    Vorzeichen    dieser 

Diflferenz,  welches  dasselbe  ist  mit  dem  des  Ausdrucks ,  .   1 

zeigt,  ob  daiF  Prodiuct,  lyähjcend  6.  zunimmt,  auch  zu-  oder  an* 
nimmt/  JOer  AUsdnA*k' ht  bdhn  Beginn  'der  Drehuns  ne»tiF. 
Wenn;^'^ie  iÜ  TafMV.   Fig.  3.  und  Fig.  4.,  o:' nicht  JJemer 

und  kitiner  wird^  wcim  b  zunimmt^  's«  «fannit  *-*  bei  der  Dvehttw 

.  ■         «1        ff    *        I  ^ 

nicht  ^b,  indessen  ttj^  abnimmt.    IKe.  J^M^i^enz  ijiriid  abö  mit 

fegativcp  Wertheii.  beginnen,  sich  der  NuU  oShwi^  kantt  sie  er* 
Eeiichai^  und  mit  positiv.en  JJ^eicben  suq^mtn..  Ri^^^elbe.Ntot  ^ieh 
außh   fCte,  I^f.  iV,  Fig.  5.  zeigen».  als0,   i^fln^  di»  ÄboniuneB 

Von  a'  bei  zunehmendem  $,  abnehmen.  .Dtfnk  —  tiimnit  von  Wer- 
tben,  die  kleiner,  als.  2  sind,  bis  zu;  ssliAen  ab,  dre  grosser  als 
NfiJI  pjnd,  ip^ssen  jjtt-  v<^  unendlich.grps^eVWertjhen  \m  KnB 
abbimmt,  md  beide  Verhfltnisse  ib*  ^elefier  W^d  «cb  Indern. 


980 

Da  Qan,  |Jso  ^bigo  Differenz.  x(fi-\y) — 1(^  mit  negativen  Wet* 
then  beginht,  sKh  dbr'NÄt  öätiert;  sie  erreichen  und  mit  positi- 
?«.  Wei^ei^  auinehn^en  kanni  90  nimmt  das  Prqfluf^t  anfahga  va, 
Ma  aa  «lAeni  groastep.  .Wertni«.und  kanti  von  deinae(bea  wieder 
aboebinen.  ..Es  kann  also  höchstens  zweimal  afb  den  bestimmten 
Wertb  aß'  erhalten,  uodzWardas  etde  SlU,  wenn  b  gi^sser  ist 
als  7  (der  dem  grossten  Werth  des  Pi:oduqtes  a!b  eatsprecheode 
Werth  von, 6) j  und  zürn  an^rn  Male^  wenn  6. bleiner  ist  als  9. 

WetHäuTsb  ist,   wi«l-^=3|r{*  ibö  tet,   wettn  ^=:§rist,  «nt- 

nader  n^^p.^der  ui<;ht.;  im  er^teren  Falle,  'mta  und  b  glefcla0itig 
entweder  kleiner,  oder  gleich,  oder  grosser  als  tp;  oder  a  ist 
nickt:  glefeh  A,  und  daKn  istaucli  <r  und  ^  nloht  gicncbzeitis  grKs- 
acr,  gl4aiph  oder  kleiner  fils  9.  Wenn  also  a  und  6  glekw^lig 
grocaer  ^der  gleich  «oder  Meiner  als. 9»  1^»  so  iat,  ;', 

%  „wenn  ^==gi  ist,  auch  a=6." 

a 

Die  Verhältnisse  —  und  ^  können,  da  ersteres  stets  abnimmt» 

^  P 

indefaen  letzteres  zunimmt,  hochsteiia  eipmal  einander  gleich  wer- 
de«: Um  Gfeicbfeeh  findet  afber  not  ätatt,  wenn  a  ntcht  deich 
iisl»  ea(^aei;(i|eBn,  d^as  ^=/3'  w&re^  wo  dann  der  Fall  Nr.  1), 
alatlftnde.  -^    Ebenso  ist  es  mit  der  Gleichheit  der  Quotienten 

~i  una  p  • 


Bb  ist  also  in  dem  Bisherigen  nachgUwiesen«  dass 

V 

1)  werin  -^%  Ist,  immer  ii=6  ist; 

:  9)  -wenn  "^'^W  ^*  ^^^  ^'  41%mi  a  «ndl  6  gletchzei- 
tigi  gtOsaet  oder  gtcnd»  Mer  kleiner  als  9  ist; 

3)   wenn  —  =  ä7  oder -t  =  y ,,  nur  dann  «  =  6  ist,  wenn 
•     a=«'  oder  /3=/j'^iaf.  * 


,     1'»!»-  "''Jir  '• 


^  y         1 


IL 


*  nhüiAaiflihdua^  da»  Winkels  >/  DU»  don*  o'6  seWiett  gröbsten 
Witffib  hM,i  bt  SMü  nrnhü  gebng^d.'  Jed«ch  fftsst  sieh  zeigen, 
dbflfaiir  tdch«:klfiiiMW  tei4<kattn,  dbiderWerlh  vot^^,  d^  ^  hat, 

wenn '6,F=iq''i^t.  JD'l^t  Quotienf  ^^pst.  nSniü^ch>  weanj^iüS^r  iat, 

stete  gV9M^äla'ti'''utod4römiirir'<!i;^'ist,    so  fange  grösser  als 
1^  ala,  6  kleiner  ab  ein  rechtet  WMkel  iat,l  so  daSs  dso.  wem» 

a'=6  ist,  imner  ^qp-  ^  l  mi-  ^  l;„i#t, ,  mitlii«  «•  DifÜNM 
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—— j-r—  positiv,  und  deshalb  das  Product  a'b  im  Abnebmen  be- 

eriffeD.  Da  nun  der  Winkel  tp  nicbt  gHMBser  ist '  tA0  Pfiä  (der 
Winkel  6,  fOr  den  a'=6  ist),  so  folgt  ersteiis,  dass,  ive<Ni  a  niid  6 

gleichzeitig  grösser  sind,  als  PBA,  die.  Gleichung  ^  ;=°  -gi  die 

Gleichheit  der  Winkel  a  nnd  b  bedingt,  zweitens,  dass,  wann  a 
und  b  gleichzeitig  kleiner  sind  als  PBA,  die  beiden  Gfeichüngen 
nicbt  nothwendig  zusammen  aod(reten,  drittens,  dass'^-weiiB  mr 
einer  voo  den  Winkeln  a  und  bt  grSsser  ist    als  PBA ,  z.  B.  6 

inTar.IV.Fig.5.,  man  findet,  wenn  man  i^^zieht,  uXAB&<t^p^nsA 

-     »  •       • ' 

axAßH>a!b,  mitbin  a/3'>a'jfr  oder  ^>n^/so  lang^  tilüiilich 

a'<a  Ist.  —  In  Bezug  auf  diese  drei  FSIle,  und  in  Räclcsicfct 
darauf,  dass,  wenn  a  und  b  gleichzeitig  Meiner  als  PBA  ist, 
sowohl  a^af  als  auch  6</^  ist,  folgt:  dass 

Vi 

3}    „wenn  a>a'  unA  6>j3'  ist,  und  — ^=-g7«auch  a=b  Ist** 

Wenn  -=^wird|  ist,  wie  schpn  gezeigt  mt,  a  nich^  gleich 

6,  es  sei  denn^  dass  ß^=ß'  wftre.*^  Wenn  a>6  ist und'lzngilcich 

ab  •  (  .     '      . 

— =^wäre,    mQsste  auch  a^ß*  sein,   was  aber  nicht  eintreten 

kann,  so  lange  6  kleiner  als  ein  rechter  Winkel  ist —  Wenn  a<t 
ist,    und  zugleich  ~  =  ^    wäre, '  musste    ä  — «<6  — /5'     oder 

a  +  ß'<,b  +  a  sein.  Der'l[leinste  Werth  für  ü  +  ß'  findet  statt, 
wenn  a  gleich  einem  Rechten  geworden  ist.  Die  stets  nmeh* 
mende  Summe  6-f »,  wird,  bis  o  gleich  einem  Rechten  geworden 
ist,   immer  kleiner  sisio«   als  der  kleinst  Werth  von  \a+/S'*    £> 

o       b 
kann  daher,  so  lange  i  kleiiicar   als  ein  Rechter  ist,  nicht ~-=-g} 

sein.  —  Desgleichen  kann,  so  lange  a  kleiner  als  ein  Rechter 
ist,    auch  -p  nicht  gleich   -s  sein.    Wenn  daher  die  Winkel 

4)  „a  und  6  spitz  sind,  kann  nie  —=37  oder -7=^ sein.'* 

Berficksichti^  man  die  vier  Ecf^bteisso  d«r  bisherige  Un- 
tersuchung zugleich«  so  ergiebt  sichx  dnss,  wenn  d  uttd^ft  mitze 
Winkel  und  bezieblich  ff«5s8#r  ds  of  und  ß'  sbd,  die  CHeidUbeit 
der  entsprechenden  Verhältnisse,  zwischen  irgend  einem  Paare  der 
s^stdssenden  Winkel  m  den  Punkten  il  uhd  iB,  die  Gleichhdt 
d^r   Winkel  a  und  6  selbst  bedinge;  kurz  d^^s»  wenn  eine  d^ 

Gleichungen  ~  :=  g-, ^  =?g> ,  -  =  g7  und  rr  ==  ^  stattfindet ,  die 
Winkel  a  und  6  gleich  shid/ 


Da  b  und  ik  in  Bezm  mät-  AB  irat  tw  laog^-dici^e  t#age 
wie  a  ond  ß'  haben,  als  o  und  a  kleiner  als  rechte  Wkikd  «ind,- 
and  iiff  angleich  Meiner'  als  r  Sst,<  no  kann  man  anstatt  dcnr  wei- 
teren Bediligmigr  dass  a  nnd  b  Meiner  als  Rechter  sein  soh 
fett,  die*  engere  aufteilen,  daas  6  and  a  in  Bezuf  ant  AR 
dleeeibe<Lage  haben  soften«  wie  a  vtnAß*.  JedenfaHs  hat  nnn  aber 
i  lod  9^,  ond  a  nnd  ß'  die  gleiebe  Lage  zn  AB,  wenn  die  Halb^- 
iMffger,  die  den  Winkeln  ä  undjl'  entsprecben,  In  die  Winkel 
s  ond  b  fallen;   und  mit  dieser  äediugnng  ist  zugleich  auch  die 

,  dass  a  kleiner  als  V,  undT  6  kleiner  als  ß^  ist. 


Ee  evgtebt  steh ' also  folgender  Satz: 

Gehen  aus  zwei  Punkten  A  und  J9  einer  geraden 
Linit  swei  Strahlen  uöte^  den  beliebigen  Winkeln  a 
apli'aus,  und  lällf  die  aus  jedem  der  Punkte  auf 
diese  Strählen, ge.zogene.Geraae  von  der  bestimmten 
Lloge  r  :in  die  winKel,  welche  die  Strahlen  mit  AB 
lilden,  so.b^edingt  die  Gleichheit  der  VerhSItnisse 
xwiseben  den.  Winkeln,  welche  eineri^eits  die  Strahlen» 
aodrersepts  die  Halbmesser  mit  AJp  machen«  die 
Gleiehlieit  der  Winkel  a  ond  6.  .. 

Li^t'nsD  a  und  6  so >  dass  sie  Dreieckswinkel  bild^,  so 
erhflk  »an.  ded  durch  die  Söhwiengkeiten '  seines  Beweises  be« 
kannten' JSdti:  Ist  itt  «rinein  llref«ek  aus  jeder  V0n  zwei 
Eckta  eineLihie  v^on 'einer  gegebienen  Länge  auf  die 
Ge  gen  seilte  .ge^b^en^  und  tbeilen  diese. 'Linien  den 
jtd^sBttiillgnn  'Oreiöckswiaikai.  «nter  demselben  Ver* 
Biltntss',:^o  ist  das  Dreieck  ^ein  gleiehscbenkliges. 

Li^,Ä^n  a  uiid  fi  so/  dass  sie  nicht  Dreieckswinkel  bilden, 
so  erikaK  'man  folgenden  mit  clem  obigen  auf  gleicher  Linie  ste- 
keadsn  $atz:  Wird  eine  ßei-ade  von  zwei  Strahlen  ge* 
sehäitfen,  und'  theilt  die  aus  jedem  Schnittpunkt  auf 
den  andern  Strahl  geasog'äne  gerade  Lini6  Ton  der 
bestimmten  Läiige  r  die  gleichliegenden-  oder  die 
Wecfaselwinket  In  demselben  Verh&ltniss,  so  sind  die 
Strahlen   parallel. 


■In»  '/ 


Nachsclirift  des  Herausgebers. 

In  dem  Schreiben,  mit  welchem  der  Herr  Verfasser  des  vor« 
stehenden  Aufsatzes  denselben  mir  zur  £inrtlckung  in's  ArehlT  zu 
fibersenden  die  Gfite  hatte,  findet  ^^^  no<ib  folgende  Bemerkung, 
die  Icli  glaube  hier  mittheilen  zu  mOssen:  „Wie  der  Herr  Profes- 
sor  Steiner"  —  (durch  den  der  Herr  Verfasser  auch  auf  die 
Schwieilgkeft  eines  geometrischen  B^eweises  des  in  dem  vorste- 
henden Aufsätze  behandelten  Satzes  aufmerksam  gemacht  wurde) 
—  „niittteilte,    sind  Jetzt  von  besagtem  Satze  nur  zwei  geome* 


US 

tciadle. Bto^e  b^kfumt  gewogen;;  4er  «ioe  findet  lieb  imjpur- 

a'a,l.  fpr  «eine  und   angew.aiidte  Malb.^maUk  toü,  CrelU 

upd  ist  von  Professor  8teiner  selbst«   wäbreoii  ein  andoier  6#- 

ufei^  y<Ni.eif}6ni  Sthiiler  der  polytecbnischeB  Scbalei.cft'P^U  ger 

gebei^  ist.«   BeideiBeweieey  *  von  denßn  denoi  erstereq  ;deT.>^or^ 

eiDgerä«o)t  worden  ist,  sind  V(0D  dem.ntie  iob  Ibil  feb^^tAmk«' 

aus  verschieden,  da  er  dem  Herrn  Proftjssor  Stein »r.»  .deHikb 

iee/yelben/mittheilte'»  unbekannt  ivar/^   -      ....    n v . 

*        . '  .  ■        '      ■  .     .  '•  i 

$0.  weU  der  Herr  Verfasser  des  vorstebeD den  Aufsatzes.' 

Zufö'llig  sind  mir  die  Stiiiriften>  iA  denen  «die  beidee  r^rbet 
apeefubrten  geometrischen  Beweise  des^  Satzes  sich  findep  soUeo 
lima  mögen ^  in  diesem  Augenblicke^  ni<!ht  ^gleich ^^r  Hiind.  uod 
eine  Verglelchüns  derselben  '  liift  *deib  'T<?r6  derfi  ftenin'Veita^ser 
ges-ebetien  Beweise  ist  mir  daher  jiertzt  tiicht  möglich^  #/&(ni  fch, 
wailcfa  im  Interesse  der  SacÜe  nicht  Wünsche'/ di^  Mitth^iloDg 


andere  g^öhiätrtscheBeWetee.de^selbed  z\i*&qi^ü  «uditen.''Aacb 
möchte  ich  den  Herrn  Verfasser  des  '  obigen'  ÄutsA\ke^  etgebeöst 
ersucMn^.geiägentüob  einmal^  aber  so  bald  lab  mufdich^  ^^eh  er* 
wähnten  wn  einem  Sobdier  dei  pölvtecliiiisobcB  Sehn le. in  Pbris 
gefundenen  geometriMhen  Beweis  im  i^dilve  ibitznlhtfiea;  <4i 
mir  ^Ihst  sowohl  dieser' Beweis  selbst,;:  als  aucb'  dieSefaiift,  ifl 
welcher  cn  sich  findet , . :  gana  ^bekannt  (geblieben ,  ^oder-  von  mit 
vielleicht' übersehen  iwirdeBr  i4t,  iodem  Wb,  ofltfn  «geqttiiHfaiH  dai 
scheinbar. !  so  «nfiftehen  Satie  .bis.  jeifct- 1  Aie(  Anfinerksankeit 
nicht  geschenkt  habe^  welche  er,  da  ein  seinp  .ei|;nen  Einfack- 
heit  eotsprecbender  einfacher  Beweis  nicbt  leicfit  ?ijLf^TJl|^  ^ 
allerdings  vollkommen .  zu  verdienen  scheint  Ilen  jSe>'eis  i^ 
Herrn  Professor  Steiner  kann  jeder  Leser,  des  Arcnj|^s  z^v 
leicht  im  CreUe'schen  Journale  nachsehen;  'ipdjßss.  ist,  es  den 
Zwecke  des  Archivs  keineswegs  entgegen»'  ^^enn  es  dem  Herrn 
Studiosus  T.  Liange  gefallen  sollte  *-  was* icb  rep^t  selir  fnia* 
sehen  möchte  —  in  Verbindung  mit  dem  vorher 'erWannten  Be* 
weise  eines  Schülers  der  polytechnischen  Scriiile 'ih  FaHs  anrb 
den  Steiner'schen  Beweis  im  Archive  mitzutheilen^  und  fiberhaopt 
Alles  zusammenzustellen,  was  ihm  über  den  fraglichen  Satz  bi^ 
jetzt  bekanntgeworden  ist,  wodurch  er  so  wie  mich  anch  gc[^ 
viele  Leser  des  Archivs  sich  recht  sehr  verbinden  würde,  ti»^ 
mir  gütigst  mitgethellten  desfallsigen  Aufsatze  würde  ich  sehr  gen 
sogleich  eine  Stelle  im  Archive  einräumen* 

Schliesslich  will  ich  nun  nur' noch  mitthellen»  wie  ich  mir 
selbst  den  Satz  im  einfachsten  Falle,  wenn  die  beiden  Wiij- 
kel  balbirt. wenden«. nfii;H$lfe  d^/I^^nun^.^er.niql^aiberaacfa 
leicht  die  Form  einer  geoni et risclieJV^. ilB^bnjung,  um  mich  dieses 
Ausdrucke  zu  bedienen«  wie  sie  die  Alt^n  aof  W^ti^Uen  ge>voh^i  vyareni 
^jbqo  la^en  ^urde^  was  für  keinen^i^f^ner  der  i(jeometrie  dtf 
Griecbei^K.noch  einer  besonderen  Erli^u^^ucq^  bedarf,   da  Ja  ubri- 

Sens  auch  unsere  algebrai^hen  un4  trigonometriscfi^n  Sy^jf 
as  Wesen  der  Sache  an  sieb  nicht  ändepi',  nq^i^tß  nur  zfir  Ab- 
kürzung dienep  und  die  Form  etwac^Jindero ,  .bewiesen,  bidiHB. 


Si3 


Wenn  io  den  DreiMke  A9C  (TaT.  1V.\  Fie,  6.)  der  Winkel 
A/iC  durch  die  liwle  AD=&  hdblHvsti  so  Iratanbo  nach  einem 
bdaanten  Satze  dw  ^ouidischen  GeomMrie'  die  Proportion 


AC'.ABr=CDxBD 

oder  in  bc^nnter  Bezetehniuiff   -      , 

,    •(      • 

also 

und  kkmis  sogleich  «. 


•   •  . 


\   -  .  *  . 


>   .-  I        1.1     i  :  .  i     !• 


•    ♦.  • 


-    *-t  \   •  .•*  I  •» .  .'  \-  ->* ) 


I 


6+c  0  +  c 

i%i  ist  rerbct  in  dem  'Dreieck  AClt    ' '     ''■ '   '^ '^-^'^ * ''' '^'''^''' 

»••I        .  '  /j«it»;, •■••»!       f'i.'c«''«>' 

woraus   nach  leichter  Rechnang  aod  einer  ganz   einfacheo  alge^ 
braiadie»  Traasfonnfition  aioh. aogjieicli    .\  i  .  .  ;  .^  -;A|u) 


t  • 


» 
t 

eigMit  »    •  «    •  :i  -  'i  -   ..   1 '.M  «41 

Werden  nun  in  dem  breiecke  ABC  (TÄf.  IV.'jeig.'  7.)  mi 
Wbkel  iii?C  and  i<CB  darcb  die  Linien  B£:r:'/}  ^d  C?^/ 
UUrt,  so  irt  Aach  dem  Torhergehenden  '   .' '    - - 

.    t       «  "•        •   ••VI*'-!'!//     --    •  .11     li"»'     M.«     »  ■; 


Nimmt  man  also,  wie  in  dem  mehr  erwähnten  Satze»  an»  dass 
die  Linien  BE=zß  und  CF=^f,  welche  die  Winkel  ABC  und 
ACB  balhireu,  einander  gleich  seien,  dass  also  ß^y,  nnd  folg- 
lich auch  P=y^  sei;  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

«i»-(.-T^)'!-»M-(jf3)*f' 

also 


SM 

and  folglich 


.  6c« 


(a+6y 
oder 

(6-c)  (a+6)«(a+c)«=6c{  c(a+c)«— 6(a+6)«) , 

d.  L«  wie  mao  leicht  findet, 

(6-c)  (a+A)«(o+c)*=6c|  (c»-6»)  +  2a(c»-6«)  +fli»(c-6)  | 

oder 

(6-«)  (a+6)«  (o+c)«  =s — &c  l  (*•— c»)  +2a  (6«-c^ + «f»(^-c)  I  • 

WSre  Dun  nicht  6=0.  d.  i.  nicht  6—0=09  9Q  würde  esrer 
stattet  «ein,  auf  beiden  'Seften  der  vorstehenden  Gleichnns  mit 
6—0  zu  dividiren,  was  nach  leichter  Ausfflhmng  der  RecDnoiig 
EU  der  Gleichang 

(a+6)*(a+o)*=---6oJ6«  +  6c  +  i^+2a<6+c)+a«J. 

oder  so  der  Gleichung 

(a+6)«(a+c)S-|'6o  {A^+6c-F<^+2a(6-f  o)-f  4^)  =0 

führt  Diese  Gfeichnng  ist  aber,  insofern  natfirlich  a»  6,  e  sIrast* 
lieh  positiv  stail  nnd  nicht  versch winden,  was  sich  hier  von  selbst 
versteht,  offenbar  völlig  ungereimt,  weshalb  es  falsch  Ist,  di« 
nicht  6— c=0  wäre.  Also  ist  6— c=0,  d.  h.  unter  der  Vor* 
ussetaung,  dass  die  Linien  BE^ß  und  CF^y,  wcilphe  die 
Winhel  iCßC.  und  ACB  des  Dreiecks  ABC  halbiren.   einandtf 

gleich  sind,' ist  immer  6=c,  nämlich  AC^Aa^  welchem»  dern 
eweisende  Sats  ist« 

Ich  wiederhole,  da^  itiir  >lie.  Mittheiloag  geometrisdier  Be- 
weise flir  den  fraglichen  Satz  ytingenehm  sein  und  mich  so  Duk 
verpflichten  wird.  & 

•Y  .  - 


34» 


•        ■        t 


Veber  das  Bttckwilrlscüiigfähiieidteii  mit 
tem.  MiesiftiM^lie  «dar  das  ProlUeni  der 

"  drei.je*iiiifc.ie.:' ,.  . 

..     Von  , 

dem  Heraii9g9ber; 


,»  ■ .    .. 


V    , 


.•■•»•    I  ..,..-'♦     '•       l  . 


Am  Eingange  dieses  ^^^^i^tzes  Icaon  ich  die  Torlftufige  Be- 

meifaing  nicfit  unterdrflUken^'^'dä^-dle  )ff  d<>ni8eibeD  angestellten 

Betnditongen  weniee^^'ftlr  ^te-Pravs  dei^  Aflckwfirtseinschnei- 

ieas,  als  in  theoretiscner  Beziehung  einiges  Interesse  darbieten 

ifirfisBy  weil  nuch  dieselben  ssn  einigen,  wie'teh  glaabe«  bemer- 

irenswcfftfien  geometrischen  Sätzen  gefahrt  haben.  Ich  hi^e  leicht 

eiae  andere  passendere  ubberschfin  wttlen  kGofneii,    habe  aber 

^  obige  absichtlich  beibehalten,    weil  mir  Untersuchungen  Aber 

das  Rfickwärtseinschneiden   zu  diesen  Betrachtungen     Veranlas- 

sDDg  gegeben  haben,  und  ich  dem  Torliegenden  Aufsätze  spftter- 

hin  noa  einige  andere  von  ftktalichler  Tendenz  folgen  zu  lassen 

iMiffe. 

Wir  wollen  uns  vier  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  A,  Ä\ 
B,  W  und  einen  flinften  iücbt,|n 'dieser  geraden  Xiinie  Uzenden 
Ponkt  C  denken.  Beschreibet  wtr  dann  durch  die  drei  Pnnicte 
J,  C,  A  und  durch  die  drei  Punkte  B^  C,  B',  d.  h.  um  die  bei- 
den Dreiedce  'üClr  ttnd'  0CB%  «wei  -Kreise,  so  wcfrden  sich 
cfiese  beiden  Kreise  ausser  in  dem  Punkte  C  noch  in  Einern  zwel*- 
toi  Ponkte  D  schpeidfin,  mit  dessen  näherer  Bestimmung  wir 
ans  jetzt  beschäflIgen'Viröffeilf.         i 

Zu  dem  Eod^-neluBen  wty  ein  ^NBChtwinUtges  Coordinaten« 
System  der  xjf  an,  dessen  Aze  der  x  die  gerade  Linie  sein  soll, 
m  wekher  die  vier  Punkte  A ,  A',  B,  B'  nach  der  Veraossetzmg 
liegen.  In  Bezitg  auf  dieses  Coordinatensystem  ^e^en  die  Coor- 
dinaten  der  FnuKte ''  *"  '        ;         '^ 


♦  J,  A',  B,  B,  C 

respective : 

a,  0;  afy  0;  6,  0;  b'y  0;  m,  n. 

Die  Gleichungen  der  durch  die  Punkte  A,  C,  A'  und  B,  C, 
^'  heachriebenen  Kreise  seien  respective 

1)  (x-py+(g-q)*=t» 

und 

2)  («-^«+(*-80"==.r'*. 

WO  die  Bedeutung  der  Symbole  p»  q,  r^und  p'y  q*,  r'  aus  der 

?!!W:'^.^»!^flPT^*a!W^tt?s Tr>5  .bbSÜ  >^ß»>  •I9«!''.- 

J.  Jr.  t;  sent,    so  Tielert  jie  Gcuachune  Jj  zur  Besnmmung  der 
Grossen  p,  q,  r  me  {«^mmmimcauilguir. 

3)  }(a'-p!>*4**=A;      •• 

Aus  den  beiden  ersten  dieser  drei  Gleichungen  folgt: 

also,  diircb.fiktbtrwiitio«  ,.;.'. 

folglidi  .•  .■;.,  ;    ,'.'  .,.    •.',',  • 

und  hieraus 


;-{jr:-:-y=|'rb-f.-^),'; 


9    t 


wovon,  die  Biii^tigkeit  ^  «QQ^ .  <;iui^  ;(ie|p|ni|l^  $lle«|eDtirsitscD  ^ 
dpf.  Stelle  erhjetkt* , 


Aus  der  dritten  der  drei  Gleichuogfii^  Z)  to)^,  ; 


•      •        •    *  I  1 


:«* 


als<»  Mch  4)  ^-1.  "..  .\'  ,'I.    t.        ...     ■'»>    -h!  t!"' 

6)  «1^  +  «*— 2mp-2f*^  =  o«— 2ap=a^*-h2aTt  '    : 


Ul 

Irt  oaD  in  diese  Gleichung  den  Werth  von  p'.  aus  5)  ein ,    so 

tttnao: 

=  d«— a(fl+a')=a'«-.a'(tf4aO=— aa', 

ff™  *   .     •  ' 


lUficli  erhält  man,  wenn  niM  iii4ie  eyste  oder  zweite,  oder 
fk  dritte  der  Gleichungen  3)  idr'o  und  ^  ihre  vorhtf  gefun- 
pVfertheS)  und 7)  eiaf&hrt;  fi|r|l^.4ie'A>lgenden  Ausdrücke: 

4  2r=:^(a'-gOHi'^""^'^^"'^'^f  • 


.»1»  - 


•    •..      •         •.        :     •  '  •  i    .  .       •  •- 

%lleii  wir  nun   die  gefundenen  Werthe  von  p^  q*  t  noch- 
>al5to«ammen>  ^so  eiMfeli  kir:  ' 

7     —  C        • 


9) 


(vi — u)  {m^a!) -{•  ffi     1     ,  (m— a)(m— aO 
^^v^ ^_^ , ^^^.|.X__ , 

=öY  U-ö<«  +  «'))Hl— Ji — ^ — ^J  » 


^^  öt  y,  ^,  r'  ergeben  isieb  ganz  auf  dieselbe  Weise  die  Toi- 
geoden  Aasdrucke : 


34S 


10) 


I  '    •     //         •  '         -       1         •  I 

,  ,     (wi-6)(i«^»)-|-ii«_l„.  (»-6)(m-60 
f  -  ^  -2«+  g;  ' 


der 
BestimmuDg 


I .  • 


d.  L 


.'   / 


^  »       •       .         t 

I  •       ■      - 

ans  deneo  sich  darcb  Subtnctioo  die  Gleichang 

13)       2(p^fnX+ %-^)  F=:  (r^~p'«-^'»)-.(T«-^«-^ 

ergiebt    Nach  dem  Vorbergebenden  ist  aber 

und  wir  baben  daber  nacb  13)  die  Gleicbung: 

14)  2(p-pO-y+2(7-vOFÄaB'-W',      . 

oder^  wie  aus  dieser  Gleichang  ferner  leicht  folgt»  die  Gleicbiug: 

15)  2(p  -pO  (lH')+2(9-90  ( F-9) 

Aus  dieser  Gleichang  ergebt  sich 

and  nacb   11)  baben  wir  daber  anir  Bestimmang  Ton  X — p  die 
folgende  Gleichung  des  zweiten  Grades: 

J7)  (JC-P)* 


34» 

«cUe  Meli  gebSiiger  EatwiekUim^  (Bv'Foirii  ■    • 

4{(p-p')«+(,-9')*> 

Blilt 

Seben  wir  jetzt  d«r  Kflrze  wegen 

1»)  P^(p-p')*Hq-9')*-.  .     .  .    , 

1 

Mwird  die  GleiciiiiDg  lÖ):    '  '      '  , 

nml  fiihrt,   aaf  gewObnlicbe  Weise  aufgelöst,   za  dem  folgenden 
Ausdrucke  von    A— p: 

Weü  ferner  nach  16)  '  ' 

^'>  w  erhält  .man  duith  Einfohninff  dejs  Torhe^^elieDden  Aus 

wid»  »on  JT— p: 

ö)  r  (?-900T6>--POV4r"P-Q« 


»-  2#*  '    . 

^  wir  bab«n  daher  jetzt  zur  Bestimmung  von  X  und  F  die  fol- 
Mdea  Formeln,  in  ^nen  die  obem  und  untern  Zeichen  sich  auf 
"■»»ier  bezieben: 

21)  j  ^^  '         -f 

„    ^      {9-^')  Q  T  (P-P*)  V4>P^g"     '   - 

r— o  SS äs : 


B,  B'  liegen,  mit  ABnrfTM*  dwo*  Bbnkte  Cuftdieffslie^eailleQ 
PerpeDdikel  als  Anfang  der  Coordinaten  annehmen.  Dann  ist 
h  9): 


nacn  y):      .    .  ....  \n,»     ^ .. 

-itfx  1/    .    ix  ött'  +  n*. 

26)         p=-(a+a'),5r=— gj^; 


••  I. 


und  nach  10): 


I  ♦ 


€l        I 


also  nach  19)  and  20):         ' 

4r»P— 0» 

=  _  (ao'-66')"  +  A{aa''-bb')pis-,-v'X,  . 
.      +4(fla'-66')9<?-90 

+  4(r»— p«)(p— pO'' 
44(t«— »^(^'-^T* ' 

=  _(aa'— 66')* 

+  {aaf  —  o60"  •  — -5 — 


•;    . » 


vr  ■•■".«. 

1  0a' 4- 11* 

-  J  (oa'-M'J («  +  a'){ (« -H»-)  -,(fti^)  | .  ?^ 

1  /oa'  +  n*\* 

,  —  j  {4ar»'  -  (.*— -J— J  \  t  («+«0  -rT<*+60  J» 

+ Caa'-MO  Ca+fl') !  (a+oO-(ft+A')  |.  ^^^-  . ,,;  , 


•    t 


+2-^. — ■ — {(a  +  a')~(6+60l. 

■■;■■  ■':'  ':^Mm 


^1 

^ ij— +((a+a')-(6+60).-i5rJ  ' 

-  t  •   "» 

§'''•"'  >>  * 

and  folglich  nacb  14):  /  ' 

t  I   \ 

X  U_-  ift*  _  I  (a+o0((a+o')-(6+*'))  -  "^—^ '  ^^^^j 

iW-iW  I  ('a+a^t(«+«^-(Hft')) 

oid  Mgfich 

alio  Z=0»  woraus  man  sieht ,  dass  die  nntern  Zeichen  dem 
DnrchschnittsBiilikteiCdfBr  beiden  Kr^i^e.eptsprechen,  und  dasa 
man  abo,  wen^  mannte  Cöordinaten  dea  Dmo^hDlittspunkta  D 
der  beiden  Kreise  haben  wiH  im  Vorhergehenden  die  obem  Zei- 
chen nehmen  ipuss. 

Dadurch  erhält  man: 

•      { (a+oQ— (ft-f  ftOKao  — WO  («*--ao') 


also 


_  ££L_**: ,  (^^^^  (041'-»')  +  (^+B')  _(^+«7)(n»-«0 1 

* 

oder 

{lia^^y-  (W))«  +  (^^^^^~^' '  * 
=  (««'-6*0 1  (a +«') (l-^)  -  (6+*')  ('-^) «' 
und -folglich 

(ao'-660  K«  +  «')  6-  ^')  -  (*+»')  6-  3^)» 

Mittelst  der  zweiteil  der  Glelbhuiigitfii  St^  kAttttte  lium  asf 
ihnliche  Welse  den  Werth  von  Y  ermitteln.  Man  kann  zu  den* 
selben  aber  auch  auf  folgende  AH  gelangen. 

'V 

Man  setze 

Jt.  —p  = "jp » 

und 


/•   •     • 


^"'^311 


(p-pfq  -  (y-g']j  V  it^F-qi» 

.t      ■■T,i     <|i A'W   ^  ***     '     iMi—     <T  I  y 


M  bt  nach  den  Obig^ti 


T'—  ¥' 


833 

oder 


die  Gleichong  der  Linie  C£k    Weil  nim 


*-Tr3»=y  <*-*'> 


r — IV  »rr- r-£ g|J 


vidimier  «itweder 


*=«,  r  =  n  oder  2:*=m,  F'=ii 

ii«,«oifct  "(  ')  . 

P — P* 

die  Gleichang  der  Linie  CD.    Nach  den  allgemeinen  Formeln  9) 
od  10)  kt  lUr 

^-p'  = 5 -, 

.,  _  (m-a)  («-a0~(ii»-6)(«-60. 
,_, gjj , 

■od  dt«  deiclrang  der  Linie  CD  i«t  folglich 

28)  «     «^  ii((a+a')-(6+y)} 

y— «-  -  (m -a>(m-aO— (a»-4)  («-*')  ^^^' 

<>«>  Or  «rsO:  .       .        .        .  ' 

^)  »— " — ^ tu^~-6^ *• 

^eil  nun  der  Pdnkt  (!¥T)  in  dieser  Linie  liegt,  so  Ist 

29.)  r-«=-?iM5?:#*-:äx. 

^•»-  Dach  27):  .    . 

Theil  im  2S 


sm 


n  l(a+aO-(*  +6')||(a+«')(l  -  ^)-  <*  +  K^"^)! 
folglich,  wie  man  hieraus 'teicttbflAdeti^' '  ^^ .'/   .  i.. 

I  («+aO  -  (H6')l*  +  (-- T~~y 

Daher  haben  wtr  Knr.Bestrmmnng  tlvr'OoordUiaten  X,  Y  Aea 
Punktes  D  jetzt  die  beiden  folgenden  Formeln: 

<"'-"')i'°t'')(i.-g)-(tt»>('-^)' 

1     (gg'—  Ay)»— |(a  V)«-(&-f6')l  \a^(HiO  -bb'(a^)\ 


"       :        li    ,  .  '    'ituM 


Will  man  aus  diesen  fiir  m=0  geltenden  FohnHn  die  tA\gt^ 
meinen  für  jedes  m  geltenden  Formeln  ableiten ,  so  braucht  mtf 
in  denselben,  wie  leicht  mittelst  der  Lehrfc  ton  4«r*.Yerwandloof 
der  Coordinateo  erhellen  wird,   blos4  für  ' 

"Hiy'A'f   V,   v^    A 

'  \ 

respective 

ü'^m,  a! — m,  b  —  m,  b* — m,  Jf— i» 

ZU  setzen,  was  wir,  als '.nicht  :()<frf  geringsten  Schwierigkeit  aotei* 
liegend,  fQgUch  dem  Leser  übetiaMsli  E&nMn. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Linie  CD  war  nach  ^) 

*    ••-     (m-^ii)  {m^^  (m^6)  (m-6')  ^*     '"^' 

Bezeichnen    wir    nun    die   erste   CoonV^te  d|9s  Pmhschnitts* 

tunkts  dieser  Linie  mit  der  Axe  der  Xy    d*  i.   mit   der  geraden 
linie,   in  welcher  naqh  der  Voraussetzung  die    vier  Punkte  A. 
A\  B,  »  liegen, ^ulrc^LX,  B6  ist  .^ .     , 

und  folglich 


388 


32)  S_m+ (^„,)^(gp7j 


okx 


„                ^_   ._  .  (m-a)(m-a')— (m— 6)(m— 60. 
33)  3E_«  + (o_6)  +  (a'_6') ' 

I 

woraus  sich  aber  nach  gehuriger  Entwickelang  leicht 
^\  Y  aa'—M' 


oder 


36)  jr=      «^'•^**' 


(a-.6)+(a'-6') 

eigiebt. 

Weil  diese  Ausdrücke  von  m  nnd^  n  ^anz  unabhängig  sind, 
80 sieht  man,  dass  die  eerade  Linie»  in  weicheci&e  vier 
onveränderiichen  Punlcte  A,  A\  B,  B  liegen,  was  auch 
der  fünfte  Punkt  C  für  eine  Lage  haben  mag,  von  der 
Linie  CD  immer  in  einem  und  demselben  Funkte  ge- 
sch Bitten  wird,  ein  Resultat,  welches  sich  auch  leicht  auf 
ganz  elementare  Weise  aus  den  bekanntesten  S&bsea  Tooi.Kfeise 
abUten  iXsst 

Wenn  man  aus  der  ersten  der  beiden  f3r  nt^^O. geltenden 
Gfeidüuigen  31)  die  Grösse  it*  bestimmt,  so  erhält  maf: 

^  (a+fl')-.(6  +  6')  ■     aa'-Ä*'— {(a+aO  -  {f^^^b^)  I X     " 

Nach  29*)  ist  aber 

(gg*— MQ  F 

welches,  mit  dem  Torhergehenden  verglichen,   zu  der /Gleichung 


1  > 


a^  (6+A')  -  66'  {a\a')  -  iaa' — 660  -X       ^ 
(gg^— 660F«     

Abrt.  Diese  Gleichung  bringt  man  aber  nach  gehöriger  Entwicke- 
ittDg  teicfat  auf  die  Form 


28* 
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96) 
^+'  (aa'-Ä6'){(«+a')-(6+*')l  (^ 

Vergleicht  man  dieae  Gleichung  mit  der  tileichnng 

d.  i.  mit  der  Gleichang 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  P| ,   Q| ,   ß|  die  drei  foigeo- 
den  Gleichungen: 

©1=0, 

I 

aus  denen  sieh  leicht 


II  * '  II 


/p      1  r      ««•-&&'        .  aa'(fe+&0-Aft'(a4-aO-l 
A*^     2  L(a+a')  -(A+A-)  +  »m»'*-4A'  J' 

n  a-Jr_L£5lzi**!._     aa'  (*  -f  *0 — W'  (« + «Ol*. 
, ^  ~ iL(a+o')-(6+A')  ~  aa'^W'  J  ' 

oder  auch 

p-aUa+aO-CÄ+ftO^ 
38)  <«i=0, 

D       ■  l  r     ao^-ft6'          mi'(6+60— W(a+aOl , 
,*»=±2L^«+a')-(Ä+i0"' 5F:=^6Ä^ ^J' 

WO  man  das  Zeichen  immer- ea  zn  nehmen  iMtt,   dass  J?|  positir 
wird»  ergiebt 


I  •  • 


i  • 


Hieraus  sieht  man,  dass  die  Gleicbunff  •%)  j^ini^qi  Kreise  ao* 

Seh5rt,  dessen  Mittelpunkt  in  der  geradenliinie  liegt,  in  welcher 
ie  vier  unverlnderlichen  Punkte  A,  Ä\  B,  B'  liegen. 
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Setzt  man  in  der  Gleichung 

die  Grösse  F==0,  so  erbäit  man 

J:— Pi=dtÄi,  al«o  X^Pi±Ri; 

und  wenn  man  nun  die  aus  dem  Obigen  lieluinnten  Wertbe  von 
Pi  und  1^  einfährt,  so  ergtebt  sich  mittelst  leichter  Rechnung, 
dandem  Werthe  F=0  immer  die  beiden  folgenden  Werthe  von 
X  eotsprecheo : 

(a+aO  — (6  +  6')'     "  aaf—bb'    ?  ' 

«0  dus  also  der  durch  die  Gleichung  36)  efaarakterisirte  Kreis 
ioaer  durch  den  durch  die  Cootdinaten 

(a+a')-(6  +  6'>' 
bestimmten  Punlit.geht  ,  . 

Halt  man  dies  aber  mit  dem  OiHgen  zasanitten/ so'ergleM 
sich  der  folgende  bemerkenswerthe  Satie»  zu  dessen  Erlautermig 
man  Taf.  V.  Fig.  1.  zu  vergleichen  hat. 


L  n  k  T  i  a  tz. 

Wenn  vier  Punkte  A^  A\  B',  Bf  in  einet*  und  dersel- 
beo  geraden  Linie  liegen  und  C  ein  fünfter  nicht  in 
dieser  geraden  Linie   fiegender   Punkt    ist»    durch  die 

Pi^.la.     ^      r*      At a    Ä>     ff   EU  ^u^.  v.^:.^    I L_!^i 

WC 

zeich] -,   ^^   .-- ^- 

selben    auf   der    geraden    Linie,     in    welcher   die   vier 


^oDkte  A^  C,  A'  und  B^  C,  B  aber  Kreise  beschrieben 
erden,  deren  zweiter  Durchschtoittspulikt  dnr^h />  be- 
eichnet  wird;  so  schneiden  ffir  alle  in  einer  und  der- 
selben auf  der  geraden  Linie,  in  welcher  die  vier 
Punkte  Af  A\  B,  B'  liegen,  senkrecht  stehenden  Linie 
liegende  Punkte  C  die  entsprechenden  Linien  CD  die 
eerade  Linie,  in  welcher  die  vier  unveränderlichen 
rankte  A,  A*,  B,  B*  liegen,  sämmtlich  in  einem  und 
demselben  Punkte  jEJ,  und  die  den  Punkten  Centspre- 
cbenden  Punkte  D  liegen  sSmmtlicfa  auf  einem  durch 
den  Punkt  E  sehenden  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  in 
der  geraden  Linie  liegt,  in  welcher  die  vier  unver^ 
anderlichen  Punkte  A,  A\  JB,  B  liegen. 

Wenn  man  nur  einen  der  Punkte  D  durch  Consfruetiori  sucht, 
80  kann  man  nach  diesem  Satze  immer  leicht  sowohl  den  Punkt  £, 
als  auch  den  Kreis,  in  welchem  die  sänrnitlichen  Punkte  O  lie- 
gen, cönstMiiren. 

Kmm  der  Gleichung  34)  erhält  man  leicht: 


35g 

(a-ft)(<;'-«) 

39)  1  *"■"(« +iiO^(A  +  AO  ' 
*     *_     (a-fe)(a'-6)     . 

also 

40)  3e— «:ae-«=6'— a;o'— 6; 


•       1 


ferner 


36_o'=     («'-*')  (6-«') 


41) 


(a  +  a')-(6  +  A')' 

also 

42)  3e— a':3e--Ä'=6-<^:a— 6'. 

Beseichnen  wir  jetzt  der  Kürze  wegen  den  Durebscbnitts- 
pvnkt  der  Linien  .^iff  and  CD  durch  O;  so  sind'  nach  der  Lehre 
von  der  Verwandlung  der  Goordinaten  offenbar 

3E — o  und  3£— «6 

die  ersten  Coordinaten  des  Punktes  O  in  Bezug  auf  die  Punkte 

A  und  B 

als  Anfangspunkte  der  CoordhiateB,  md 

b'-^a  und  a'— 4 

sind  die  ersten  Coordinaten  der  Punkte 

iS'  und  J'        . 

in  Bezug  auf  die  Punkte 

A  und  ß 

.  '  .  .        .      ' 

als  Anfansspunkte  der  Coordinaten.  Wenn  nun  die  CQÖjrdioat^ 
b'-^a  und  a'~b  ungleiche  Vorzeichen  haben,  d.  h.  wenn  die 
Punkte  M*  und  A*  respective  von  den  Punkten  A  und  ß  aus  nacb 
entgegensesetzten  Seiien  hin  liegen,  so  haben  wegen  der  Pro* 
poraon  40)  auch  die  Coordinaten '3£—'a  und  3E — b  ungleiche  Vor* 
seichen,,  d.  h.  der  Puakt  O  Kegt  zwischeu  den  Punkten  il  ood 
A  Wenn  dasegen  die  Coordinaten  b' — a  und  a^-^^b  gleiebe 
Vorzeichen  haSeu,  d.  h.  wenn  die  Punkte  R  und  A'  r^^Pf^^^^ 
▼on  den  Punkten  A  und  £  aus  nach  denselben  Seitei^.  hi|i  liegen* 
so  haben  wegen  der  Proportion  40)  auch  die  Coordinaten  X—^ 
und  3E— A  gleiche  Vorzeichen ,  d.  h.  der  Punkt  O  liegt  nicht  x^i 


9chm  dei  Moklni  ^:  und  >0J   bi.  aireti  JlMcU  bü  man^  aber 
nach  40)  die  Pro^avti 


43)  AOiBOti^ABiBA'*), 

108  wdcher'»ffWcb!iiinviMibar-:bbrvorgeht^  Aaalttd  ddm  Ealle 
weon  die  Puoirae  iB^:wuii..A*  seapeotive  von  dttariPiinictdn  A  >iiiid 
£aua  baeh'  deilaeibes«  Seilen  hinUegcn,  je&aohdem.  ,  i 

.      Aß'>B4odfiTAB'<:ßA* 

l»t,  der  Piamkt  Ö  iii,  der  VerUngerang  der  Linie  AB  üÜer  den 
fiataBhinak^,  oder  in  der  Verlängening  ^est  hinie  A/f  9iet 
den  Punkt  A  binatik  Kegt. 

Nimmt  inln)  jatat^alies-  VotlMrgebcDde.2iisaiMnen>  «o-  ergaben 
sich  zur  Bestimmung  der  Lage  des  Punlctes.'O  ib  dbr  Ltbie  JüB 
oder  deren  Verläng^ruDgen,  ^pd  daduroh  %UQh  ^ygl^^f^hd^  Lage 
der  Lipie  CD  die  toigei^Ien  einfachen  Kegeln.  | . .,,   ^  ..  ;  . 

Wenn  die  Ptinkte'fi'  und  ^f"  resjpectiif«  v^''dei<  iKibkteii  k 
nid  Ewas  nbeii  eiftgesen^esetzten  Seiten  bin  lifgep,-,  so' liegt 
derPookt  O  in  der  Lioie  AB,  und  seine  Entfernungen^  ilO  und 
BO  Tim.  den  Pimbtepi.  A  und  B  verhatten  aiob  w}^  4i^  Linien 
AB  und  BA'  zm  «inander.  -  .  .  i    . 


Wenn  die  Punkte  B  uod^  A*  resnective  von  den  Punkten  A 
und  B  aus  nach  derselben  Seite  hin  uegen  und 


AJS:*>]^A' 


t^ 


tM,  80  liegt  def'Pfankt  O  in  der  Verläiiger^dg  der  I^lni^  AB 
^rden  Punkt  B  hinaus,  und  seine  Entfernungen ^^O  tind  j^ö 
ton  te  Punkten  A  miA  B  Te^hällm  sieb  wie  diä»  Linien'  AB' 
ood  BA'  zu  einander. 


^)  0«M  «l^bdUfa  Praportion  aaeh  lapcht  au«  gai«  b«1|aii9(«n  K|ifr 
"Matenäties  Tom  Kreite  ablettoo  iäact,  wird  ein  Jeder  eoglekfli  iftarr 
«hcB.    £•  iti  aainU«:h  mit  Rückiicht  auf  Taf.  V«  Fig.  3. 

AO.A'0=:CO.DO, 

m 

.  ,  '  AO>A'07=^BO\B'Q, 

and  folglicli 

AO:BO=zB'0:A'0. 
>lio  Bach 

iL 


Wenn  die  Punkte  JB"  und  A^  reapocü^e  «vwn.den  Pänktai  A 
und  B  ans  nach  derselben  Seite  hin  liege»  wA     - 

ist 9  so  liegt  der  Punkt  O  inr  der  Veriflanrnng  der  Linie  AB  über 
den  Punkt  A  hiBaus,    und  seinp  EnifeSraBgeta  AO  ünd  BO  voi 
Iden  Punkten  A  und  B  rerhalten*  sich  trie  die  Libiefa  ilfi' usd 
BA*  zu  einander. 


oergenenaen  nie  ruoKie  ii.  ^  uoa  o^  x>  gegen  eiuanaer  ver- 
tauschen,  und  daher  die  Regeln  zur  Besttimmuog  der  Lage  des 
Punktes  O  in  der  Linie  AB  oder  deren  Verlängerungen,  und  da- 
durch zudeich  der  Lage  der  Linie  CD  auch  auf  folgenden  Aub- 
dnick  brmgcli  kann. 

Wenn  die  Punkte  B  und  A  respective  von  den  Punkten  ä 
nnd  B*  aus  nach  entgegeneesetzteti  Seiten  hin  fiegen,  so  liegt 
der  Punkt  O  in  der  Linie  3!B\  und  seine  Entfernungen  AfO  nod 
B'O  von  den  Punkten  A'  ixvA  B*  verbalteo  sich  wie  die  .Linien 
AB  und,  B*A  zu  einander. 

Wen»  die  Punkte  B  und  A  respectire  ron  den  Punkten  ä 
und  B*  aus  nach  derselben  Seite  hin  Hegen  und 

A'B>B'A 

ist,  so  lieet  der  Punkt  O  in  der.. Verlängerung  der  Linie  AB 
über  den  Punkt  B*  hinaus,  und  seine  Entfernungen  A'O  und  BO 
von  den  Punkten  A*  und  B^  v«^rha^tei^  sich  yrie  die  Luien  AB 
und  B'A  XU  einander. 

Wenn  die-  Punkte  B  imd  A  res^eMree  Vo«  den  Punktra  ä 
und  B'  aus  nach  derselben  Seite  bin  liegen  und 

AB<,B'A 

ist,  so' liegt  der  Punkt  O  in  der  Vetlflngennig  der  Linie  AB' 
Über  den  Punkt  A  hinaus,  und  seine  Entfertiun^^ti  A'O  und  BO 
▼on  den  Punkten  A  und  B  verhatten  sich  wie'  die  Linien  AB 
und  BfA  zu  einander. 

In  dem  im  Vorhergehenden  noch  nicht  berücksichtigten  Falle, 
wenn  die  Punkte  B  und  A*  respective  von  den  Punkten  Ä  uod 
B  aus,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Punkte  B  und  A  respectiTe 
von  den  Punkten  A  und  Bf  aus  nach  derselben  Seite  nun  lie* 
gen,  und 

ABf-BA  oder  AB-B*A 

ist,   niuss  nach  dem  Obigen  offenbar 

h* — a-='a'  —  6  oder  6  —  a*z=:a — 4', 
also 


MI 

(a-f  «0 -(6-1-60  sO 


sen,  qnd  4a  aud 

;      /       ■   , 

1 '.  .1 

/     •    a+fl'=:6  +  6'. 

also  auqb 

!                • 

;     {d-K)»^l[6+60», 

d.1 

ut;  M  igt 

2(««'— WO  «=6*  -^  6*-«i«-«'*=r(6«-«^-(i'»'-**) 
=:  (b'-a)  (ft'  -I-  a)  -  <a'-6)  (a'  -h*  ) .        - 

folglich  nach  dem  Obigeo 

2  (aaf^bbO = (&'— a)  (&'— < + a— 6) 

-(a'-6)(ft'~a'+ii^).      , 

Nich  dem  Obigen  ist  aber 


'    I 


•    ,1 

f  • «    I    { •  >  :• 


iIm 

6'— a'+a— *=2(A'-iiO  =  2(a— 6). 
woiiii  sich  Is  V^rMuduiig  ttM^  d^'  V-orheigslisDdsii  aamitleibar 

HO' — 66'=  (6'— c)  (6'— aO = (a-6)  (a'-6)       .   • 
efgiebt    Weil  nun  nach  28) 

die  Gleichonff  der  Linie  CD  ist«  so  %vird  diese  Gleicbaog  \tk 
vsrliegenden  Talle 

y^N:=0  oder  y^n, 

weraas  man  sieht i  dass  in  demselben  die  Linie. C#>  tier  Linie 
AB  parallel  ist,  imd  also  von  einem  Dnrehsebniitspttiikte  O' die- 
ser beiden  Linien  Im  eigentlkheniSinne  nicht  die  Rede  sein  kann 
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Ueberlegt  man  jetzt,  dass  in  Taf.  V.  Fig.  2.  a^w^l  die  ¥Pin- 
kel  AA'C  und  ADC,  als  anph  die  y^inkel  BB'C  und  J?/>Ceto 
Aoder  gleich  sind,  so  wlirii  ^mittelst  des  im  VorherffebendeD  Be- 
wiesenen leicht  die  Richtigkeit  der  folgenden  Methode  des  Rfid- 
wfirtseinscbneidens  mit  dem  Messtische  erhellen,  wobei  ich  die 
den  drei  auf  dem  Mes^tisclie  geMbenen.  Punkten  A^  B^  C  ent- 
sprechenden Punkte  auf  dem  Felae  dureh  31,  "Jbt  <C  bezeidmen 
werde. 

Man  lege  die  Kippregel  an  BA  und  orlentire  den 
Tisch  nach  !2I,  lege  die  Kippregei  an  C%  vislre  nach  C 
Und  bestimme  in  dieser  Lage  der  Kippregel  deren 
Durchschnittspunkt  A'  mit  der  Linie  AB.  ' 

Ferner-  Itge'inan  die  Ki^presel  i^a.^IjB  und  orien- 
tire  den  Tisch, na:ch  X>,  le^e  die  Kippregei  an  C,  visire 
nach  C  und  bestimme  in  dieser  Lag^e  der  Kippregel 
deren  Durchschnittspunkt  B'  mit  der  Linie  Aß, 

Nun  unterscheide  man  die  vier  folgenden  Fälle: 

1.  Wenn  die  Pifakte.A'  upd  A'  respective  von  den 
Punkten  A  und  S  aus  nach  entgegengesetzten  Seiten 
hin  liegen.  ...i,. 

3.  Wenn  die  Punkte  V  und  A*  respective  von  den 
Punkten  A  und  B  aus*  nach '-derselben  Seite  hin  lie- 
gen und 

AB'yBA' 

ist  --''^       "-^     •        :r-  -..!--     ^, 

.3»  We^n^  die  Pumklei  JR  ond  4':M#P«c(lv,#..va«4eB 
Punkten  A  und  B  nur  nach  derselben  Seite  hin  lie- 
gen  und  .   .\  --      . 

AB'<BA' 

ist 

4.  Wenn  die  Punkte  &  und  A'  re^spe^^tiv«  von  den 
Punkten  A  und  B  aus   nach    derselben  Seite  bin  lie- 

«en  und  ....  ... 

AJBf  zszBA  *  ff  *>|- 

ist 

Im  ersten  Falle  bestimme  man  in  der  Linie  ^B  den 
Punkt  age^däJssickiileiMEntferiliin^M  AO  un^  BO 
von>  den  Puskies  A.nvtAxB  el>ft'n'So  au  e4a««dltr. TMh»!' 
fceitiwie  die  Linien  A&  'iind.  MA\  \  '<<<:. >.  I    .  •< 

im  zweiten  Falle  bestimme  man  in  der  Verifinge- 
rung  der  Linie  AB  über  den  Punkt  B  hinaus  den  Punkt 
O  so,  dass  sich  seine  Entfernungen  AO  und  BO  von 
den  Punkten  A  und  B  eben  so  zu  einander  verhalten 
wie  die  Linien  AB'  und  BA\ 


Im  dfHt«ö  Falle/ beiitlvm«  man  Iv  ider*  V^rlänge- 
fvng  deT  Linie  AB  «berd'e'R  Paiviii  A  iiiDaiistd«n  Punkt 
O0O,  da«8  seine* 'EnfferiiangeD' i^iO 'iM»d  »£0  ▼•n'dciA 
Paa^t^D  A  and'A^aleb' «Waao  aa  einandHBiff  verhalt«« 
»ie  die  iifrfai^ett  A»^nd  BA'. 


,       ">    .    •»-•« 


.  Im- Tiert-eii  FaUe  beatittime  labii.deii  Putikl  O  so, 
diss  die  darcb  ili»..nn.ddfl:B  PualBt  .6\deir  Lage  nach 
bestimmte  gerade  Linie  der  Linie   AB  parallel  ist* 

Auch  kann  man  bei  der  Bestimmung  der  L&ge  des 
Punktes  O  aus  den  vier  Punkten  A,  B,  A\  Bf  nach  den 
Torhergehenden  Regeln  dl<B  Punkte  A,  A'  und  B^  B' 
gegen  einander  vertauschen»  d.  fa.  in  diesen  Regeln 
überall  B  ffir  A  und  A  für  B  setzen. 

Hat  man  aber  auf  diese  Weise  die  Lage  des  Punk- 
tes O  bestimmt«  so  leee  man  die  Kippregel  an  die 
Liaie  OC  und  orientire  den  Tisch  nach  (T,  worauf  der- 
selbe richtig  orientirt  sein  wird,  und  dann  bekannt- 
lich die  Bestimmung  4«r  Lag^  >^s  gesuchten  Punkts 
/>  keiner  weiteren  ocbwl^ 


l^iui&eJrLunterliegt«  was  hier 
nicht  weiter  erlftutert  zu  weraen  braucht 

Bei  der  Bestiminung  der'  Lage  des  Pnnirces  O  in  den  Linien 

AB  Oller  AfW^,^  oiltrl^m  yfWagMiflk^Mli^iireb  ~  ' 
Unaiis,  aus  den  Proportionen 

AOiBO:kABiBA' 

* 

oder 


koODte  man  sich  allerdings  der  bekannten  ganz  einfachen  stren- 
gen geometrischen  Constractionen  bedienen.  In  der  Praxis  wird 
man  sich  aber  hierbei  wohl  meistens  auf  das  Augenmaass  ver- 
lassen mflssen  und  nur  durch  successive  Annäherung  zur  genauen 
Bestimmung  des  Punktes  O  und  hiernach  auch  des  Punktes  D 
gelangen  kOnnen. 


Aach  darf  nieht'  unbemerkt  bleibe»«  das»  die.ettge  Methode 
des  Rflclcwärtseinsdhneidens«  t^eil  4lie.  Liaie  OC^  wie.  wk'  vorheir 
gesehen  haben«  der  Linie  AB  m  gewisse»  Fällen*  parallel  .iret^ 
den  kaon ,  wenn  4ie  Linie .  OC  sieh  dieser  -  Lage  >  n&Mrt^  ffir.  jiBe 
praktische  Anwendung  00  :gut  wM  unbrauchbar  werden  kann. 

Idi  imb^  dieselbe  hier  jedoch  nicht  unterdrGcken  wollen, >  well 
\A  der  Meinung  bin»  dass  man  dergleicbeii  Metheden  in  disr 
Praxis  nicht  genng  haben  kann,  indem  sich  wohl  schwerlich  eme 
ttr  alle  möglichen  Fälle  gleich  ^ul  geeignete  Methode  snr  AttS^ 
ffibfung  der  so  wichtigen  Operation  des  Rflekwftrtseinschoeideiis 
anifindeii  lassen  dflrfte.  WiEui  in  der  Theorie  manchmal  ganz 
hfibsdi  aOBsiehft«  taugt  in^speeieHen.FaOsp^  dfters  für  die  Praxis 
gar  nichts. 


3M 


Die  ydlbtKadiM  BesTfiBdaag  der  FOtkciteliettd«!!' Mediode 
mit  Hfilfe  blossei. .Biem^iilansfltie^der  ebenen  Geometrie  aoe  der 
Lebte  Toni  Kteiee».  v^dlcbe  sieb  oboe  Scbtvierigkelt  geben  lassM 
würde»  nod  oben.  In. der  Mete  echeo  angedeutet  üv^erdcki  iet,  |;biib€ 
icb  (iSglich  dem  Leser  überlassen  zu  bSanen;  lok  babe  mich  im 
vorliegenden  Falle  ganz  absicbtiicb  der  Lebren  der  analytiBcheD 
Geometrie  beifient,  da  dieselbe  bier  noch  zti  einigen:  andern»  wie 
icb  glaobe»  nicbt  ganz  uDinteressanten«  Resiitalen-fnbreBl 


«I 


•    .•  1 


*<  II  •; 


>     .1 


1* 


•  ■ 


I 


Vener  Transversalen  Im  DreleclL  and 
den  llinen  aneeordneten  Pnnlü. 

Von  dem 

Herrn  Dr.  J.  B.  Boyman, 

Gymnanallebrer  sa  Coblans. 

(Za  diesem  AnCmtse  getort  fiM  VI.,  welche  inan  gleich  vem  AaÜHg« 

ao  la  Tergleiditn  hat.) 


h 

Beschreibt  man  um  irgend  ein  Dreieck  ABC  einen  Krets  uod 
siebt  von  eäoem  beKebigen  Pwrfctie  P  dbr  PAtlpbeiie  Haeb  den 
Diieiecksseiten  unter  gleicbem ;  ibrigens  beliebigem  Wiidiel  in 
demselben  Sinne  drei  gerade  Liaien  /Vi^  'V^»-  ^V^«  ^^  '^ 
jedes  System  der  vier  Punkte  .PQiiPs;  PAp2f%.\  PBf^pg  auf 
einer  neuen  Krerslinie.  '  Verbindet  man  nun  zwei' der. Fofsfiekte 
durch  eine  gerade  Linie,  z.  B.  pi  mit  p^,  so  nvie  P  mit  den 
Beiten  A,  B,  Ci  so  ist ^PiiC^Z PA L^rs^M^dsk^fl^ 
also  ^PAC^^Pp^m,  Diese  Winkel  sind  aber  Peripberie- 
winkel  des  Kreises  PAp^^,  Die  Schenkel  des  erstem  geben 
dvrch  die  Endpunkte  des  bogens  Pp^y  und  da  der  eine  Schenkel 
des  z«%'eiten  Winkels  dm'ch  P  geht,  so  inuss  der  andere  eben- 
falls durch  1»,  gehen :  PiPiP%  ist  mithin  eine  gerade  Linien--  Hier 
ist  aisof  aur  ganz  elementare  Weise  folgender  bekannte  Satz  «r« 
wiesen : 


„Wenn  man  von  irgend  einem  Punkte  auf  der  Peripherie 
„eioes  Kreises  nach  den  drei  Seiten  eines  einbeschriebenen  Drei- 
„edu  unter  demselben  beliebigen  Winkel  gerade  Linien  zieht,  so 
Jiegtn  die  drei  Fasspunkte  in  einer  geraden  Linie.'' 


2. 

Trift  eine  beliebige  (Serade  die  Seiten  eines  Dreiecks  ABC 
io  den  drei  Punkten  P} ,  p^,  p^  urtd  mafH  bes<6lireibt  durch  irgend 
nrei  Wlnkeipankt^  und  die  auf  den  '  knstössenden  Seiten  liegen- 
den Dofcbsiinmtte'  der  geraden  Linfie,  2.  B.  durch  Cjpiyp^XMüd 
^'HP^9  sWel 'Kreise,  und  verblhidM  deren  Dnrc^hschnitt  P  mit 
des  ückeu  des  Dreiecks  und  den  Punkten  Pi ,  P29  Ps :  so  ist 
*Bbar  ^Pp^t:^4CPp^A^APp^A:  Ueberdies  bt  jLpip^B 
-^PA  nttd  :^p^PiB^j^CPpi.:  M^Vtch  Z/lÄO+^CRfcaÄ. 
Daber  Regt  der  Pnnkt  P  auf  der  dem  Dreieck' ^ißC  umschriebe' 
B«  Kreislinie.  P^r'dne  andere  schneidende  C^erade  wird  der 
Pookt  Pim  Allgemeinen  ein  anderer;  liegt  aber  immer  auf  dem 
Dmrang  des  dem  gegebenen  Dreieck  umschriebenen  Kreises.  — 
Wir  haben  folglich  den  Satz: 

i>Legt  man  durch  die  Seite  eines  Dreiecks  beliebig  viele 
•  Jransyersalen  y  so  lässt  sich  ffir  jede  derselben  immer  ein  Punkt 
»fmdeD  von  der  Eigenschaft,  dass  die  von  demselben  nach  den 
r«drei  Durchschnittspunkten  gezogenen  Geraden  den  Sk^iten  des 
»I^reiecks  unter  demselben  Winkel  begegnen.  Der  Ort  aller  die- 
»ser  Pnnkte  ist  die  dem  Dreieck  nmscliriebene  Kreislinie. 


Zugleich  ist  der  folgende  Satz  bewiesen: 

»Beschreibt  man  um  jedes  der  vier  Dreiecke,  welche  die  vier 
»^ten  «hes  vollständigen  Vierecks  unter  sich  bildeii,  einen 
»Kreis:  so 'schneiden  diese  vier  Kreise  sich  in  Einem  Punkte,* 
»welcher  überdies  die  Eigehschaft  hat,  dass  die  Geraden,  welche 
M^on  ihm  nach  den  drei  auf  derselben  Seite  liegenden  Durch- 
'«schnitten  gezogen  werden,  hier  mit  den  drei  andern  Seiten 
»gieiehe  Whikel  elhfsidiifessen.'* 


■    •  4.  '     '' 

ErkiSrung.  Der  Punkt,  dessen  Verbindungslinien  mit  den 
Durchschnitten  einer  durch  ein  Dreieck  seleglest  Traosversale  den 
'leiten  desselben  unter  dem  nämlichen  Winkel  begegnen,  soll  der 
^er  Transversale  (nabh.  dies«!!!  Winkel)  ^«gJeoi'dnete 
Punkt,  und  .  dem  /  entspriechend  die  Transversale  die  «dem 
Punkte  (oaek  diesem  Winket)  Buge«0dn«te  Trans- 
versale genannt  werden.     . 


3tt 


(     i' 


5. 

Es  ist  leicht  zn  zeigen,  dass  jedes  Paar  der  folgeoden  Drei- 
ecke ähullcb  ist,  nämlich: 

aPBAc\:>^PpiP^,  ^PCAco^FpiP^,  ^PCBco^Pp^. 

Daher  ist  denn  aacb  ^BPA- j^p^Pp^,  ^CPA^^pJ^ 
j^CPß=iZ,p%Pp».,  Die  Glei^blieit  dieser  Winkel  besteht,  nie 
aacfa  immer  die  Transversale  ihre  Lage  andern  nktut,  wedn  sie 
nur  ^em  Punkt  /^zugeordnet  bleibt,  -r*:  Daher  der  Satz: 

,.Legt  man  durch  die ,  Seiten  .eines  Dreiecks  beliebig  viele 
,^*ftims^rsalen5  frelchealle  ein  and  demselben  Punkte  angeord- 
,jiiet  sind,  so  werden  ihre  zwi&cbea  denselben  zwei  Seiten  ent- 
^^faaltenen  Segmente  und  die  jedesmalig^  dritte  Seite  von  jeneai 
„Punkte  aus  unter  demselben  Winkel  gesehen/' 


Ans  der  Aehnlichkeit  obiger  Dreiecke  ergeben  sich  folgciHie 
Proportionen : 

BAipip^:=^PBi  Ppi  —  PAi  Ppx^ 

CA:piPs  =  PCiPpi  =  PA:Pp^, 

CB :  PaPj = PC:  Pp^=PB:  Pp^ . 

Hierin  ist  folgender  Satz  enthalten: 

^Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  eine.belidt^e 
»Transversale:  so  ist  das  Verhältniss  aus  irgend-  einer  Dreiecb' 
».seke  uqd  dem  von  den  beiden  andern  Seiten  intercwtirten  Seg- 
»ment  der  Transversale  dem  Verhältniss  aus  den  Entfeman^eo 
A»4e8,  der  Transversale  zogeordnetf n  Punkten  von  denjenigtn  Eod- 
««punkten  dieser  Seite  und  des  Segm^ntea,gJbevifb».w^H4ie  a«fder- 
^selben  anstossenden  Dreiecksseite  Hegen." 

Aus  obiger  Proportion  folgt  noch  die  Gleichung: 

PA>Ppi=^PB.Pp^=PC.Pp^. 
Dies  gibt  nacbstebenden  Satz : 

»» Die  Produkte  •  der  Entfernungen  des  einer  Tninsversafe  des 
,4)reiecks  zugeordneten  Punktes  jedesmal  von  einer  Ecke  des 
»Dreiecks  und  dem  Duichsöbidttspunkt  der^Traneversale  mit  der 
»»gegenüberstehenden  Seite  sind  einander  gleich.'!' 


«7 


7. 
tinch  ist  jed«  Paar  der  Mgeoden  DreiecUe  MhnHclie  , 

I  ■  • 

«rgeb^p  sich  .Mm .  4i0  ^ropopJtioD.en : 

PA:PC=zPp^.:Pl^z=zAp^:Cpi ; 

ist  folgender  SMl^  •^nthajteni  ^    . 

^»Legt  man  ^urch  4i^  3^gQ  «^nfs  Pf^Ucks  eine  beliebige 
kttSTersale:  8o  sind  die  EiitH^rnungen  des  derselben  zugeord- 
le&  PunlLtes  tob  den.  Eo^ttupicMn  irgend  einer  Dreiecksseite 
B  die  Eotfernungen  eben  dieses  Punktes  (so  wie  auch  der 
^httcD  Endpunkte)  tob  dmyeol&jen.  Durcbachnitten  der  Trans- 
■ile,  ivelche  mit  jenen  Endpunkten  auf  derselben  anstossen- 
p  Dreiecksseite  -iiegtil » VerlKittnissgUllA*'^ 

8. 

•  •  •     ,       .     ; 

Aiide»  totfat^endw  Propi^tioB^  f^ilti"^  ^^^  dietileic)iiii|g: 
Cpi.Ap%.Bps=^Bpi.Cpt,Ap^. 

*WB  li^  nachstehender  Satz :      '  -  » -  . 

»I^  man  durch  die  Seiten  eioes '  Dreiecks  eine  beliebige 
Bs^ersale:  so  ist  das  Produkt  der  von  den  drei  Winkelpunlc- 
aas  abwechselnd  genommenen  Seitensegmente  dem  Produkte 
drn  anderen  abwechselnden  Seitensegmente  gleich." 

SsIb  wir  Midi  Bvtanchon  und  Po«eelet  schon 
•  Altcd  Mcaont  (s.  Pläcker  ^Entwicklungen''  Bd.  U. 
^•)uiid  soll  sieh  zuerst  in  4er  „äphftrik«'  desNeiielauA 

•  •  •  .  » 

AnmerkuDg.  Der  vorstehende  >  Satz  gftt  «luoh.  up^gekehrt, 
ik*  Sind  die  Punkte  Pi,  p%f  p%  auf  den  Seiten  des  Dreiecks 
I  ihren  Verlängerungen  so  genommen ,   dass 

Cpi .  Apt .  B/is  =  Bpi .  Cp% .  Ap^ , 

1^^  Asse  Punkte  in '|^4der  Linie.  Vefgl.  Adams  >>Ldhre 
f  ««K  Transversaiira^ 'S.  6.,  .und  »^flarmoiiischja -Vet- 

"Di88e»*S.  8B.  •  -'i..  ■ 


9. 

Durch  Irgend  drei  eich  selmeidende  Oeradeii  AB^  AC^ 
seien  drei  neue  Geraden  PiP%P\»  9i9^9b»  ^i'Vi  g^'^gen,  « 
in  BeEug  auf  das  duroli  die  drei  ersteren  gebildete  Drde 
ein  und  demselben  Punlct  P  zugeordnete  Transversalen  sim 
sich  in  den  Punkten  ki,  At,  k^  scbBeiden:  alsdann  erhÜ 
im  Ganzen  zwanzig  Kreise»  welche  sich  alle  im  Punkte  jPI 
setzen j  nämlich: 

ABCP, 

t^^PO^»   P^VtVi'   P^riT^l 
PBpip^,  PB^iqz^  PBriT^V 
PCpipt,  PCqtq^,  PCriT^;  — 
Pkipiqt ,  Pkip^,  P^iPtqii 
PifPiTi,  PktP^r^r  PU^%t^i 
PAs^fi,  PisWt^  Pktq^r^; 
Pkikjc^. 

Von  diesen  sechs  Geraden  sind  also  je  drei  dem  Punkt  P 
ordnete  Transversalen  in  Bezug  auf  das  durch  die  drei  i 
ff^blldete  Dreieck.  Daher  bat  man  durch  Venallthiag  m 
folgende  Proportionen: 


% 


PiP%''P%P9==9i92'9299=n^t'Vi^f 

u.  s.  w. 

« 

Daher  der  Sat|s: 

,^  Zieht  man  in  einer  Ebene  sechs  sich 
,>«o  dass  drei  derselben  zu  einem  und  demselben  Psnkt 
»»nele  IVansvertoten  sind ; in  Bezug*  Auf  das  dareh  düe  M 
,,gen  gebildete  Dreieck:  so  sind  die  auf  irgend  drei  derseÜM* 
».^enden  Segmentenpaare,    welche  von  den  drei  Cbrigeo  inf"^ 
,,tirt  werden/  verhäitnisegleich. 

1  \  • 

10. 

Liegen  ausserdem  irgend  drei  Pmkte»  in  weleheadieiei^ 
Geraden y  zu. Paaren  verbunden,  sich  schneiden  (s*  B.  fi/^' 
mit   dem   Punkte    P  in   gerader    Linie,    so    ist  aoeb  W  ■ 


also 
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I 

.naelisteheDdeD  Satz: 

„Wählt  man  auf  deo  drei  Seiten  eities  Üreiecks  irgend  drei 
./n  eerader  Linie  liegende  Punkte,  und  fegt  durch  dieselben 
„drei  TransTersalen»  welche  einem  und  demselben,  mit  jenen 
»dreien  in  der  nämlichen  sefaden  Liaie  sich  befindenden  Punkte 
»zugeordnet  sind :  so  schneiden  sich  diese  drei  TransTersaien  unter 
„lieii  Winkeln  de«  gegebenen  Dreiecks.^ 


11. 

Man  bestimme  zu  irgend  zwei  paralletea  Transyereal^i  AA» 
fifs  emes  Dreiecks  JBc  die  zugeordneten  Punkte  P  und  Q,  inui 
verbinde  diese  mit  den  ihnen  entsprechenden  Daffchschnittspaiik«- 
teo  p^,  p^,  p^  und  9i,  %,,  98»  so  wie  mit  den  Ecken  des  Drei 
ecks;  alsdann  ist: 

^CPpi=^Cp^i    und  ^CQ9i==^C^a9i; 
da  aber 


■0  ist 


eben  so  folgt 


und  aoeh 


ZCf^i=2ZCe9i; 


^CRp^=^CQqt. 

Daher  hat  man  folgenden  Satz: 

»Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  beliebig  Tiele 
»parallele  Transversalen,  und  verbindet  die  diesen  zugeordneten 
»^'nnkte  mit  den  auf  einer  und  derselben  Dreiecksseite  ihnen 
„entsprechenden  Durchschnittspunkten  dieser  Transversalen:  so 
Mgehen  diese  Verbindungslinien  alle  durch  einen  und  denselben 
,,Pnnkt,  welcher  auf  der  dem  Dreiecke  umschriebenen  Kreislinie 
Jiegt." 


12. 

Solcher  Punkte  erhält  man  offenbar  drei,  nSmücb  A',  B',  C* 
Man  verbinde  diese  zu  einem  Dreieck  A*B>C*.    Da  nun 

Tliefl  \IXL  24 
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ApxCp,,=jLpxPp%,   ^p^B^^iHlPp*.  ^PiBpt^AA!PC\ 

80  ist: 

ilfi=il'Ä',  BC—»C,  AC=A'C. 

Die  Dreiecke  ABC  und  A'BfC  sind  also  einander  congraent 
Beide  Dreiecice  sind  offenbar  auch  symmetriscli  nacD  der 
Linie  ^iV,  welche  aueleich  Durchmesser  des  Krebes  ist  Daher 
treffen  sieh  auch  die  VerbindunesUnien  Anx$  Bff%f  Ct^  in  eioen 
und  demselben  Punjcte  P*,  welcher  dem  Punkte  P»  so  wie  die 
▼erblndtingslinien  2l9>| ,  B(f%,  Op^  in  einem  und  demselben  Paokte 
^a  welcher  dem  Punkte  Q  symmetrisch  liegt. 

Offenbar  also,  wenn  man  von  dem  Dreiecke  AfBfO  mit  dea« 
selben  Transversalen  PiPsf  9193  ausgegangen  wäre»  wurde  mao 
auf  das  Dreieck  ABC  und  die .  in  Bezug  auf  dasselbe  diesen 
Transversalen  zugeordneten  Punkte  P  und  Q  gekommen  sein. 

Transversalen  in  derselben  Richtung  mit  PiPs  fiihren  alle  anf 
das^lbe  Dreieek  A*B^O;  Transversalen  in  einer  andern  Rieb- 
iMg  geben  ekt  aadeTes»  aber  immer  dem  Dreieek  ABC  eoogn- 
eatM  utid  «ymmvtrisches  Dreieck. 


i. 


13. 

Durch  die  Seiten  des   Dreiecks  ABC  lege  man  die  Tnni- 
versale/>//so,  dass  das  zwischen  zwei  Seiten  enthaltene  Sego»^ 
DH  durch  die  dritte  SeNe  so  getheHt  werde,  dass  DLiUhf^ 
nnd   bestimme  den  derselben  zugeordneten  Punkt  P  und  itfke 
PA,  PC,  PL.    Nach  §.  6.  ist  alsdann: 

ABiDL^PA.PL, 

CB:LH=PC:PL, 

woraus   in   Verbindung   mit   vorstehender  Bediugnngs-ProportioB 
sich  ergibt: 

AB.PC:CB.PA=p:q. 

Hierin  liegt  folgender  Satz: 

,,Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  eine  Transrer 
„sale  so,  dass  das  zwischen  zwei  Dreiecksseiten  inferceptirte 
,,8egment  derselben  durch  die  dritte  Seite  in  dem  TerfaftItDiss 
'^*  ^  S^^l^^^  ^f ^ '  ^^  bildet  der  dieser  Transversale  zugeordnete 
«^Punkt  mit  den  Eckpunkten  des  Dreiecks  ein  Kreisviereck,  j« 
„welchem  die  Produate  aus  den  gegenüberstehenden  Seiten  io 
„dem  gegebenen  Verhältniss  p:q  stehen. 

Für  den  Fall,  dass  das  Verhfiltn'iss  p:9=:l.  sind  dieProda^e 
ane  den  gegenüberstehenden  Seiten  des  Vierecks  einander  g^^' 


371 


14. 

Es  gibt  offenbar  unendlich  viele  Transversalen,  welche  dnrch 
dieselbe  dritte  Seite  AC\n  dem  Verhältoise  P:o  getheilt  werden. 
Da  es  aber  auf  dem  Bogen  AC  nur  Einen  Punkt  P  geben  kann» 
för  welchen  AB.PC:CB.PA=^p;q  Ist,  so  haben  alle  Trans- 
veraalen, welche  durch  dieselbe  dritte  Seite  in  dem  Verhältniss 
9:9  getheilt  werden,  immer  einen  und  denselben  zugeordrietea 
Pflokt,  und  es  bestimmen  alle  diese  Transversalen  also  auch  nur 
do  ehiziees  Viereck.—  AehnHch  entspricht  allen  durch  die  Seite 
AB  in  dem  Verhältniss  min  getheiiten  Transversalen  ein  und 
derselbe  zugeordnete  Punkt  Q,  so  wie  den  durch  dSe  Seite'  BC 
in  dem  Verhältniss  t:s  getheUten  Transversalen  ein  und  derselbe 
»geordnete  Punkt  R.  Somit  erhalten  wir  im  Ganzen  drei  sol- 
eber  Vierecke,  nämlich  ABCP.  BCAQ,  CABR.  Für  diese  be- 
stebeo  also  die  folgenden  drei  Proportionen : 

AB.PC:CB.PA=p:q, 

CB.QA:AC.QB=im:n, 

AC.  RB  i  AB .  RC^rzs] 


ans  welchen  sich  durch  Multiplikation  und  Aufhebung  der  glei 
eben  GÜeder  nachstehends  Proportion  ei|;ibl: 

PC.RB.QA  1P4.QB.  RCjsqfmr :  qn$ . 

Diher  bat  man  den  Satzt 

„Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  drei  Transver- 
«fSafes,  «reiche  einzeln  (und  zwar  hinsichts  der  interceptirenden 
„Seiteopaare  nach  derselben  Ordnung)  in  den  Verhältnissen  piq, 
»Mtn,  TIS  getheilt  werden,  so  bilden  die  drei  diesen  Transversa- 
»Jeo  zuge^dneten  l^unkte  mk  den  Eckpunkten  des  Dreiecks  ein 
.^Sechseck  im  Kreise,  für  welches  die  Produkte  ans  den  drei  ab- 
»wechselnden  Seiten  in  dem  zusammengesetzten  Verhältnisse 
„•^mriqns  st^en/' 

Ffir  den  Fall,  dass  fii:n=r:«=p:9  erhält  man 
PC.RB.QA-.PÄ.QB  .RC=p*iqK 

I       ■  —  »'  ... 

Ist  ansserdem  noch  p:9=:i,   so  sind  die  Produkte  aus  den 
abwechselnden  Seiten  des  Sechsecks  einander  gleich. 


^  < 


In  ^som  iMpßebi^en  fCretsviereck  ABCD  ziehe  man  die  bei- 
den Dtegoiialen,  und  bestlinme  durch  P'äilung  der  Perpendikel 
aus  dm  iVlnkelrafikten  auf  die  Seiten  und  Diagonalen  des  Vier« 
ecfcs  fi#  diese»  Whikelpunkten  in  Beeng  auf  das  Jedesdial  gegea* 

24* 
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überstehende    Dreieck   nach   dem  rechten  Winket    xugeordneteB 

Transversalen,   nSmIich  PiPiPa,  P^P^t»  PTJJaP»»  PioPiiPit»    *••- 
dann  ist  nach  §.  6.  und  weil  ^CAp^co  ^DBpi'. 

PiPi-.CA—Dpi-.DC, 
PtPt:ßD==C^t'.CDi 
CA:Opt=:BDiDpii 
mthifi    .  . 

«  «  « 

Ferner  liat  man: 

*  • 

PjP^iAC-^JBp^iBC; 
BD:Bp^=jiCyCp^; 


folglich 


EboDSO  Ist: 


daher  auch 


P«Pfl5=prp«.  2) 

pfP^'.AC—BPr'BA, 

PioPis«  A^=^Pi  ^'^Bi 
AC:Api^=DB:Bpr; 

PrP»=PioPi«-  3) 


Ans   der  Verbindung  von  I),  2),  3)  en^eben   sich  nun  fol- 
gende Gleichheiten: 

ebenso  findet  man: 

-    PiPi=PftP«=PrP»=PiiPia;  U- 

und  endlich  auch: 

PaPs = P4P5  ^PsP^ =PioPii  •         IW- 

Hierin  liegt  nachstehender  Satz: 

,,WenD  man  in   einem   Kreisriore^k  die  beiden  DtogoDales 
yjzieht  uqd  zu  jedem  WinkelpuBlcte  in  Bez«g  auf  das  jfdesiDil 
gegenüberstehende  Dreieck   die  nach  dem  rechten  Wmliei  0- 
geordnete  Transversale  coostruirt:    so  sind  6<y^oU  diese  vier 


9» 


i 


irs 

„Tnatrersalen ,  A^elebe  anvtebberi'jci  zwei  anstMD^oddn  Vletecks- 
,,Milen  liegen,  unter  sich'  ^icb,>-al8  «oeh  judesiiiar dl^etiij^M 
»vier  Segmentt  ^^selbeii,  welebe  zwischen  den  l>iftgmm«n^aMd 
nje  zwei  ^egenUberatehiNideii  Seiten  des  Vierecks  epthlitten'  sind/' 


W. 


'«I 


Durchschneiden  sich  zwei  sleiche  Sehnen  Innerhalb  oder 
aosserbalb  des  Kreises,  so  sind  bekanntlich  die  Se^ente  der 
dneo  Sehne  den  Segmenten  der  andern  bezieblich  gleich.  Solche 
gleiche  Sehnen  eines  Kreises  sind  aber  die  Transversalen  piP^ 
"^  PrPo»  P«P«  und  PiaPi%'  Wenn  wir  nun  den  Darchschnitts- 
paukt  ?0D  Pip3  und  j^rP»  niit  Oi ,  den  Durchschnittspunkt  von 
PiPeimd  PioPia  mit  ö^  bezeichnen,  so Jst, daher: 

OiPi  =  OiPr,  0,Pa=0xP9»  OiPj=;.OiPa;  i' 

05tP4=02Piü,  OaPa=OaPia,  Oa/J^ft==0aPii . 
Indem  wir  hier  in  jeder  Reihe  multipliciren ,  ergibt  sich: 
OiPiOiP«=0iPy.pift,  O^pa.öiPaZzÖiPs.O^i^; 
OiPi.Ö^^^O^PiQ.Oipii,  Oapa-ÖaPe— OaPii.OjPis, 

Dennaeh  ist  Kimohl  O^  als  O^  der  Durcbschtiittspunkt  det  P#^ 
tenlinien  der  Kreise' iKfi  und*  il!f2,  so'  wie  der  Kreise  M^  und  M^^^ 
beide  Punkte  sind  also  nur  Einer »  d^n  wir  in  der  Figur  mit  O 
bezeichnet  haben. 

Hierin  liegt  der  Satz: 

»Wenn  man  in   einem  Kreisviereck,    in  welchem  die  Diago- 

.,naieD  eezoeen  sind ,   zu   jedem  Winkelpunkt  in  Bezug  auf  das 

»yge^ntiberl legende  Dreieck   die  nach  dem  rechten  Winkel  zuge- 

„ordneten  Transversalen  construirt:  so  durchschneiden  sich  diese 

»»vier  Transrersalen  In  einem  und  demselben  Punkte.'* 

17. 

Gleiche  Sehnen  derselben  Kreise  sind  auch  noch: 
PiP,  and  PsP^,  p^^  und  PioPu.  ^4?»  undp^p^,  p^p^  und  puPi», 
Demnach  hat  man  femer: 

QPi=  Op^'^OPr—  OPiit; 
Op^=z  Op^  =  Op^=Opn ; 

Op3=Op4=  0?#»=  Opio. 
Dies  giebt  nachstehenden  Satz: 
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»»Fitit  man  au  den  Wiohelpunkieii  mAtB 
spwelchem  die  Diagonaieii  sesogen^Bd,  auf  dieSdtea  desj 
stinal  gegenüberliegenden  «Oretecito  die  drei  Perpeadikei:  i 
„gM  die  zv^Olf  FiiB8|MiBkte>  zu  rler  mäamdieB  geordnet,  ai 
^»Peripherien  dreier  concentriecher  Kreise»  deren  Mittelpun! 
»«gemeinschaftliche  Durchschnitt  der  vier  Transversalen  ist,  i 
»»anrch  je  drei  entsprechende  Fpsspunkte  gelegt  sind.' 


u 


Aus  den  vorhergehenden  Gleichungen  erhält  man  auch: 

I 

mithin  Ist  O  der  gemeinschafflicheDurchschnittspunkt  der  PI 
linlen  der  Kreise  Mi  und  M^;  M^  und  M^\  M^  und  üf«.    i 

Daher  der  Satz:  i 

»»Beschreibt  man  in  einem  Kreisviereck  Qber  je  zwet|| 
»»überstehende  Seiten  und  über  die  beiden  Diagonalen  als! 
»»messer  Kreise:  so  schneiden  sich  die  Poteosdinien  di( 
»»Kreisepaare  in  einem  und  demselben  Punkte»  dem  Diuti 
»»punkt  der  vier  Transversalen»  welche  den  einzelnen 
»»ponkten  in  Bezug  auf  das  jedesmal  gegepüberslehende 
»»nach  dem  rechten  Winkel  zugeordnet  smd." 
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itwifäkeliiDir  der  Oleichniiir  der  Üo- 
■rome  auf  dem  durch  Drehang  der 
irabel  um  Uire  äussere  Axe  eiitste* 
I  henden  Rotatlonsparaliolof<|. 

Von  den 

Herrn  Dr.  J.  R.  Boy  man, 

Gj^nasialUtirer  zu  Coblens. 


Jintmau  die  Parftbel  um  ihre  äussere  Axe,  die  Axe  der  Z, 
"  Mitn,  80  erbftlt  man  ein  Rotationspäraholeid»  ireJches  dar- 
^itisi  durch  folgende  Gleicfiung: 


t* 


dieser  Gleicbaog  ergibt  8icb  durch  Differentiation : 


kher  ist: 


dz_^p^x      dt p^ 


M  diese  Werthe  in  die  allgemeine  Gleichung  der  Loxodro- 
belebe  ist: 
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substituirt,  so  erhält  mito  die  Gleichang:  | 


oder  mit  gerioger  Veränderung: 

Diese  Gleichang  geht  durch  Ausscheidung  des  gemetosi 
Faktors  (l+^^^*^)*  und  mit  Rücksicht  auf  Gleichiuj 
in  die  nachstehende  über: 

dx    ^-*»"8yOt£f)"» 


welche  folgendermassen  sich  darstellen  läset: 

Substituirt  man  nun  hierin  auf  der  rechten  Seite  aus  Gleick 
2)  den  Werth  in  z,   und  dividirt  Behufs  der  Integration  aof  I 

den  Seiten  beziehlich  durch  ir^-|-y>=-^»  so  erhält  mao: 

und  ilDr  die  Gleichpqgen  in  o?  und  ^i  so  wie  in  y  vn4  x,  iiw 
man  a:9^y*=oS=:const  setzt: 

/dar  P  ,dz 

^7=^=-tangy.y  (p«  +  4.^)l-S. 


*)  M.  1.  Archl?  Theil  VII.  S.  337. 
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Nu  ist  aber : 

_  (p*4-^*)*  _  2  log  (2» + (p«+4»*)*)  +  Con«t. 

Daher  erh&lt  maiiy  indem  man  die  nach  dem  Anfange  der  Curve 
zu  bestimmende  Const  ^^i;  tang}f.(2logJS — A)  setzt,  die  End- 
gleichimg : 

Arctang— 

» tang  r .  [^^y:^^i=:^  -  2  log  ^±iejt^] . 


die  Gleichnng    der    Wendelfläcbe    dieee«    RotaiionsparaboloidB, 

!hun^  des  Rofationfi 

bestimmt;  ebenso: 


weiche  in  Verbindiinff  mit  der  Gleichung  des  Rofationsparaboloids 
i)  &%  Paraboloidiscbe  Loxodrome  bestii 


•9 

Are  sin  — 

V 


=tangy.[<e!±^^'-21og^±^^']. 


Are  cos  ^ 


< 

die  Gleichungen  der  Projektionen  ^dieser  ParaboIoidi«;cben  Loxo- 
droflie  auf  den  Coordinafen-Ebenen  XZ  und  YZ ,  welche  dieselbe 
ebenfalls  vollständig  bestimmen. 

In  anderer  Form  lauten  diese  Gleichungen»  wenn  man  noch 
zur  Abkfirsnng  den  Ausdruck  in  der  Klammer  mit  f\  bezeich- 
Mt,  also; 

•  .  '  ' 

a:=ytaftg(tangy.P,), 

y^rco8(tÄt%7.Pi). 
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Heber  paraUele  Trans^ersaleii  in 
ürefeck,  welche  Ton  den  Dreiecks- 
seften    nach    demselben   VerhUlfnlss 

geschnitten  werden. 

Ton  den 

Herrn  Dr.  J.  R.  Boyman, 

Gymmuialiffhrer    la  Coblens. 


1. 

Durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  lese  nsn  drei  unter 
sich  parallele  Transversalen ,  so  dass  in  jedem  Winkel  eine  ganze 
Transvt^rsale,  ein  grösserer  und  ein  kleinerer  Abschnitt  liegt  n^ 
die  zwischen  den  Dreiecksseiten  enthaltenen  Segmente  in  dem- 
selben Verhältniss  stehen,  so  dass  also  mit  Bezug  aufTaf*  VII. 
Fig.  L; 

Alsdann  hat  man,  indem  man  m-^-n^i  setst,  folgende  Propor« 
tionen: 

1)  \BE.BO=^EK-^FG, 

CL.CJ  =  ^DU.EK; 
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2)  )BO:BD=jFG.DH, 

< 

CK:€G^fiK:~FGi 


\ 


AL:AG  =  jDB:FG. 
3)  ]BF:  BJsB  jFG'.^  EK, 

CE:CD==EK:^DBi 


AG:AK=FG:jEK, 
4)  .)BJ:BBat-EK:DB. 

CDiCO^-DB.^FG. 


Au  diesen  vier  Gruppen  von  Proportionen  folgen  nachste- 
ht dMehoogen: 

fAF,BE.CLs:AB.BO.CK, 
'.   ■.'  \AB.BO.CibcAJ^D.CG; 

\al.bf.ce=ag.bj.cd, 

{AGMJ.CDasAKMB.CO ; 

i»  «dchen  sich  ergibt: 

•  •  * 

8  AF.BE.CL=sAB^O.CKssAJMD.CG; 

I)  AL.BF.CE  =  ÄG.fiJ.CD=xAKMM.CO. 

,   Nan  besie&en   aber   ferner   io  Bezug  auf  die  Transversalen 
%«  DH,  EK  nach  don  Satze  des  Menelaos  die  Gleichungen: 

iAF^O.CG^AGJSF.CO, 
AH.BD.  CL=AL.BH.CD, 
AJ.BE.  CK^AKJBJ.CE ; 

rorans  durch  Multiplikation  sich  ergibt: 
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f      (AF.BE.CL)  \       ,     {AL.BF.CEi 

9)  j  x(AH.BO.CK)  j  =  fcx:  (AK.BH.CO) 

(  X(AJ. BD. CG))       t< {A<i.ßJ. CD) . 

Da  nun  id  dieser  Gleichung  die  In  Klanimem  gestellteD  Pro 
dokte  auf  derselben  Seite  MiacE  *  6)  and   7}  einander  gleich  sind, 
so   sind  diese    sechs   Produkte  alle   einander   gleich,     so    dass 
man  hat: 

:AF.BE.CL^AL.BF.C^=  ; 
10)  \aH.BO.CK=:AK.BH.CO^ 

{aJ.BD.CG=:4G.BJ.CP.   . 

Man  hat  also  den  Satz:     . 

,,Lef^  man  dnrch  die  Seiten  eines  Dreiecks  drei  parallele 
Transversalen,  welche  von  den  Dreiecksseiten  in  demseloen  Ver- 
hältniss  getheilt  werden»  indem  zugleich  jeder  Winkel  eine  ganze 
Transversale,  einen  grossert^A  und  einen  jcleineren  Abschnitt 
enthält:  so  liegen  von  den  neun  DürchschnittsDonkten  drei  Mal 
drei  in  gerader  Linie,  und  geben  die  Verbindungslinien  dersei* 
ben  drei  neue  Transversfden».  für  wektbe  tflA  Produkte  avto  den 
drei  abwechselnden  Segmenten  der  Dreiecksseiten  alle  einander 
„gleich  sind/* 
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»f 

9» 
9* 
9* 


2. 

Die  erhaltenen  Transversalen  £F,  GJ ^  KQ  bilden*  ODtecsW 
ein  neues  Dreieck  MNS,  von  dessen  Seiten  die  parallelen  Trant- 
versalen  in  demselben  Verhältniss  und  auf  dieselbe  Weise,  wie 
von  den  Seiten  des  Dreiecke  ABC',  ^geschnitten  werden.  Daher 
ffilt  fGr  dieses  Dreieck  dasselbe,  wak  fOfdaA: Dreieck  .^IBC  gilt> 
dass  nämlich  die  Produkte  aus  den  .•  abwechselnden  S^iDtoten, 
in  welche  die  Seiten  desselben  dutth  die  Seitt^n  des  Dreiecks 
ABC  getheilt  werden,  einander  gbtab  sind,  Wo  dass  sich  ergibt: 


iMD.NE.SO=3lE.NO.SD;^>^ 


11)  \aiF.NH.SJ  =  MJ  .NF  .SH=: 

\ML.NK.8ez^MG}Nii.SK.    ^^  ^^^ 


)»'    "t    I. 


Demnach  hat  mM  tofg^den  fistC^r 


\ . » 


\\ 


,,Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks,  drei  parallele 
»Transversalen,  welche  von  den  Dräiecksseiten  .'Jn  demselben 
Verhältniss  getheilt  werden,  indem  zugleich  in  ]%dem  Winkel 
eine  ganze  Transversale,  ein  grosserer  und  ein  kleinerer  Ab* 
schnitt  liegt:  so  bilden  die  Verbtiiddbgdlnleh  der  drei  Mai  drei 
in  gerader  Linie  liegenden  Punkte  ein  aweites  Dreieck,  welches 
mit  dem  erstem  die  Beziehung  hat,  dass  di^  Produkte  aus  den 
„abwechselnden  Segmente,  weteke  auf  den  Seiten  des  eben 
„durch  Jede  Seite  des  andern  gebildet  werden,  in  jedem  Dreiecke 
„einander  gleich  sind/'  ..    ,.      //     ' 


19 
99 
99 
99 
99 
99 


3H1 


3. 


Es  bestehen  auch  folgende  Proportionen 


{ 


Iner: 


13) 


MUidi: 


AJ.AF^-JK.FGi- 

t  ■  ■  '■ 


■      12^  . 


BF:Bf/  =  ^FG:DU, 


BEiBÜ^jEK'.DH. 

BE:BO=ijEK:^FG, 

\BO'.BD:^^FG:DH% 

\CD.CE  =  ^DH.EK, 

CD:CO=^DH.jFG. 

CÖ:CE=^FG:EK, 


"'w 
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14) 


CG:CK=-FG:EK, 

t 

CG:CL=-FG:-DH. 
\CL:CK  =  -  DB.EK; 


\AK:AG=^EK:FG, 
AK:AL=^EK:~DB, 

AL:AG=-DH:FG. 

> 


Aus  diesen  Ginppen  ergibt  sidi  durch  Multiplication: 

( Am.BF£J:  Bm.AF^Js=m':  *• , 

15)  \BF:AB.AJ:AF».BB.BJ=iin*:^, 
IbJ^.AF.AB:  AJ*.BF.BB=  m» :  n»; 

tBE^.CD.CO:CE*.BÜ.BO—m*:t; 

16)  \cD^.BE.BOiBD^.CE.CO=n*i^, 

\  CO*.BDJBEiBO*'.CD.CE==fn*n»; 

iCG:AK.AL  :AG*.CK.CL=m*'.^, 

17)  \aK*.CG.CL:  CK*.AG.AL=in*'.t^, 
IaI^.CG.CK:  Cl^^G.AKssm*.n: 

Multiplicirt  man  jetzt  in  cUesen  Nummern  die  dritten  Propor 
tionen  mit  einander  und  aosserdein  noch  das  erste  und  zweite 
Glied  beziehlich   mit 

AL.BJ.CO-xAJ.BOMh 
= AJ.B  O.  CLx  AL.BJ.CO , 

so  erhilt  man: 

{AIfi.BJ* .  CO»)  X  V    (4^.ÄO» .  CL»)x 
(AF.BO.CG)  x|.  (AG.BF.CO)xf  _^^,  , 


(AB. BD.  CL)  xi    (AL.BB.  CD)  x 


(AJ.BE.CK)        1    (AK.BJ.CE) 

oder  mit  ROduicht  anf  Nro.  8): 

AL*.BJ*.COß :  AJ:BO:CLhsm*:n*, 
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oder  endlich: 

18)  AL.BJ,COiAJ,BO.CLz:zm^:n^. 

Wir  unteriassen  es,  die  vorstebendeii  ineFkfvflrdigen  Aus- 
drucke alle  in  Worten  wietfeffsBUgebeB,  und  be^ckränken  uns  auf 
deo  letzten. 

In  demselben  liegt  der  Satz: 

„Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  drei  paraHele 
«Trameraalenj  welche  vo|i  den  Dreieckss^ten  in  demselben  Ver- 
„bSltiiiss  {mm)  geschnitten  werden »  indem  zugleich  jeder  Winkei 
»eine  ganze  Transversale,  einen  grossem  und  einen  kleinern  Ab- 
»sdiDitt  enthält:  »o  werden  die  Üreieckssaiten  durch  die  drei 
»liicfat  in  gerader  Linie  liegenden  Durchschnittspunkte  so  getheilt, 
»idaas  die  Produkte  aus  den  drei  abwediselndea  Segmenten  det^ 
»selben  sich  verhalten,  wie  die  Kuben  der  in  gehuriger  Ordnung 
i^ewiUten  VerhSltnissgUeder/' 


Nehmen  wir  (Taf.  VIL  Flg.  2.)  den  speziellen  Fall,  dass  die 
parallelen  Transversalen  einzeln  durch  die  Seiten  des  Dreiecks 
halbirt  werden ,  dass  also  m=:n»  Alsdann  kann  man  zunächsi 
^e  dritten  Proportionen  der  Nummern  15X  Iß)«  17)  also  au&tellen, 

wie  folgt: 

1«)  \BD.BE:CD.CE:=2B»iC€ß, 

icG.CKtAG.AK=:Ct^iAL^. 

lo  diesen  Proportionen  spricht  sich  folgender  Satz  aus: 

»Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  drei  parallele 
»Transversalen,  welche  einzeln  durch  die  Dreiecksseiten  halbirt 
»werden:  so  bilden  auf  jeder  Seite  die  drei  Durchschnittspnnkl^ 
»niit  den  beiden  Ecken  eine  Involution  von  fünf  Punkten, 
Mi  zwar  Ist  jedesmal  der  Durcbschnittspunkt,  id  welchem  enre 
»mnaversale  naibirt  ist,  ein  doppelter  Punkt 


5. 

lAv  \^  ^^^  beiden  ersten  Pronortionen  in  den  Nmnmern  15), 
'^>  17)  erhalten  wir  unter  derselben  Voraussetzung  folgende  Crlei- 
ciiimgcn : 

20)  iBiP.AF.AJ^SAm.BF.BJ, 

Uf^  BBBJ^SBF^.AH.AJ; 


}f 


21) 


IM 

\CB^.BD.BO=SBE?.CD.CO, 
\BB'.CE.CO=SCD*.BEJiQi 


^  iAG*.  CK.  CL=HCG^.AK.ALi 

■"^  }CK*.A6.AL:i=SAK*.CG.CL. 

Diese    Gleichungen   entlialten   eine  merkwürdige 
hinsichts    der  Distanzen    zwischen    fiüar  io  Involution  stehenden 
Punkten. 

Femer  eHialten  wir  unter  obiger  Vorattssetznag  ans  Nr.  18) 
die  Gleichung: 

23)  AL.BJ.CO=:AJ.BO.CL. 
Aach  ist  itt  dieBem  Falle:  ... 

t 

2AL:AK=DM:^Eir, 

ßJ'.BH=\EK'.DU, 

CO:CO  =  CO:COi 

woraus  durch  Multiplikation : 

24)  2AL.BJ.CO=AK.BB.CO. 

Aus  23)  and  24)  ergibt  sich  dud  der  Satz: 

„Legt  man  darch.  die  Seiten  eines^  Dreiecks  drei  parallele 
f^TraDSversaleny  welche  einzeln  durch  die  Dreiecksseiten  halbirt 
yywerden:  so  liegen  von  den  nenn  Dnrchschnittspunkten  vier  Hai 
,,drei  in  gerader  Linie,  und  geben  die  Verbinanugsllpien  dersel- 
„ben  vier  neue  Transversalen  von  der  Eigenschaft,  dass  das  Pro- 
„dukt  aus  den  abwechselnden  Segmenten  >  welche  von  der  durch 
,,die  Halbirunsspuukte  gehenden  Transversale  auf  den  Seiten  des 
JDreiecks  geniidet  werden,  gleich  ist  dem  halben  Produkte  aus 
„den  abwechselnden  Segmenten,  welche  auf  den  Dreiecksseiten 
^durch.  eine  der  drei  übrigen  Transversalen  bestimmt  werden/' 


6. 

Diese  drei  letztern  Transversalen  bilden,  wie  schon  erw&hnt, 
ein  neues  Dreieck  MN$,  und  da  auch  durch  dessen  Seiten  die 
parallelen  ursprünglichen  Transversalen  halbirt  werden»  so  gflt 
nir  das  Dreieck  3iNS  dasselbe,  was  von  dem  Dreieck  ABC  ge< 
sagt^  ist.  Jene  drei  Transversalen  sind  daher  in  den  Durch- 
schnitten mit  sich  und  den  Seiten  des  ursprünglichen  Dreiecks 
ebenfalls  nach  einer  Involution  von  fünf  Punkten  getheUt 
Da  demnach  sowohl  die  Punkte  J,  A,  H,  F,  B^  als  auch  die 
Punkte  J,  M,  D,  G,   S  eine  Involution  bilden  und  DH#FG 


TitMverMleiiiKX^)'  ymAe.  daidi  dli»  Haltiirootfsptinkte  dm  panl» 
leleifr  iimt>ntesii<skkep  iTrafltoyersaIeD  gehl^'  üi  deo  Pankteti  I/>  H 
L,'€^¥>.mkmMa9w  Invotlutiioil  i^da  -füaf  PunkAem  IgetiiflUt 

.  Nbdbf  Jfit  fa,|k»in^i!^>i{.4a8s  Äe  Pnr«bscbiiitUMitkte:.voo  je 
tne*  >  euMyieohendeo  Sieiteo»  Ji^v  .baid.9n  |>reiecke  JjBC  w^  JUlffS 
aaf  de«  Tiiia«fes«ale  «/O/  aUo  in  gerader  Linie  liegen;  beide 
Dieieeke.^iiid  folglich  col linear,  onÄ die  T^f^tievefsalei JO  iet 
ihr»  C9lliP'eii|tio.osY  Achee.'JPie  YerbindongeliiHen  ihrer  enl^pre- 
chenden  Ecken  AM,  CN,  £fiS.Mb|MJ4w  aiQb  demnach  in  ^nea 
ond  demselben  Punkte,  dem  Collineations-Centrum.  Da  die- 
ser Pflttkl»  abto.  hie^  in  •  »neDdlieber  finKerhang  lie^,  uo  efeben 
beide  Di»iecke>  £«  einander  in  derjenigen  besoodern  fienMinnfe 
weleiM  M*üfciLlia,  nach  dem  VergiMige  von  Evier,  in  seinem 'trait* 
Ikben  Banryeentriecken  Cakül  ViertWand^^Ghaft  d<et  Afri«i<Cät 
geoaimt  imi  t^    •!:• 

»     •     r     •      ■      •  •      •  .  .  -.Ml     I       1;jt 

'  .'     i.  •.  ■(»  >       •■         .  .  '  .  .       .,;  '      ..    •.'  ■••  »"'.I    )i  I   " 


\ 


I  - •  ...  .       .  •  ■  I 


«  I 


'•   •  .  •  -  V..  .    . 

XiSJISLTlMI.    ^ 


i-l 


Heber ;  die/ TlielUmiT^  "^eiii^s.  elbeaen 

Ureleeks  dorcli  zwei  dielt  Innerlialb 

desseUbftn.  8dbi|«^<eiMie  i;eiMe:  Jüalen 

In  Tier  glelebe  FlftcheBStllcke. 

Herrn  De.  ,'Ei..,W*  iGrebe, 


i       ,        ■     .  I     ■  ,  ■  ■  ..  .  .  }  )  ..       li 


Gjmnatiallehror  in  Caaael. 


.    •:•.   r 


In  der  Sammlung  giaomelrisdber  Aufgaben  von  Adams 
(Winter  tbur  1849}  findet. sich  unter  Nr.  87.  auch  die:  ,,ein  Dreieck 
durch  zwei  auf  einander  senkrechte  Geraden  in  vier  gleiche  Theile 
zu  theilen."  Um  eine  Gleichung  des  achten  Grades  au  umgeben, 
glaubt  sich  Herr  Adams  Seite  308.  seines  Buches  berechtigt, 
zwei  Gleichungen,   die  in  Beatiebung  auf  dieselben  Unbekannten 
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WDK  ttiveiMft  CM*  Mnd,  älsMIeaCifteb  ku ÜiMtUiltev  d^  I 
4mtch  diiS8  offeAtMoei  Ddbercyuüg  su  «MNisaUUidk  Cl 
AesAltatetk«  fibwehl  cüestc  Umstftiid,  <i»  jEr*tH(<<iiii— »1«  < 
4tiaid  ^et  Aufgabe  m  «itli^  hat  Mi«li'  v^nitkiMCi '  dlmU) 
nenem  zu  behandeln.  Weil  indessen  die  wichtigsten  meine 
«etil  diiriih  df«  Bedingutig  vdes*  Mltht^liAcellm  -  Don^hsd 
fütM  iMilaUeftd  v^reiofiieht  w^nkiif,  M'li^be  M'^  Auli^ 
||iMii«in»r  gtMteMt  Ob  die  Art,  wie  ich  dWeMM^'dtfndi  ^Ü 
Mfklseiiddle  ^elbhiMiir  des  aeht«o  Gmdes  tenbeide»  denl 
der  Ii««er  diese«  :Ai*eMT«  md  tneb^sond^re  de»' Sinr»  A( 
Wd^wtiinM  W4wde.*niu9s  Mt  vtwätXiSt,  ^  -  '  - 

O..  ,  '.,  ,  .,  .  «.«_ 

Aie  4»ei4eii  DotviisclMittsiloleii  Meeres  Ofdieehs;  aii| 
vier  «Midäeft  dbs  ümfam^«  Webig«(eKs'  ekier  seincn^idSeitw, 
«ir  uwere '  Grundlliii«  CB  (Tff.  'V,  Figi  S.)  bestiMdeii  « 
l^ehlivei:  Mithin  sw«i  dieser'  Bndpnnkte  sb.  SaMtebaeD  iri 
mit  a,  CE  mit  :r,  BG  mit  v,  £:C?  mit  x,  W.  CEC  n 
W.BGFmit  ^,  den  Durchschnittswinkei  £AG  mit  m,  den  Fli 
inhalt  des  Dreiecics  ABC  mit  J ;  so  erhalten  wir  den  Ford 
gen  unserer  Aufgabe  und  einer  bekannten  trigonometrischen 
Gl  *  ■ 


2«*  „      .  *• 


mel  gemfiss  die  (Sieichungen : 

1 

2  ^ 

t*l     ^=   cotÄ  +  cotC"'    ^2]    ^=cotC+cot9' 

■- ■■  cotß+cot^'      ■- •'  cot9>-fcot^ 

Aus  den  Vetbindungeii.  WH^  {Ij^  oji^  IM^^J^^^  ^^^  PI  ''^ 
folgt:  •  ''  /.  ••  -w     -.-tTl 

eodlich  aus  der  Verbindung  von  [11  und  [4],    wenn  n»M| 
cot9  und  cot^  die  Werthe  in  [6]  titid  [6]  substitmrt  und  nm 

r  .  I  . 

tri    '  4i«=2a:"-f%»'-a<,   '    ' ' 

eine  wegen  ihrer  Unabhängigkeit  von    allen  Winkeln  bdo« 
merkwürdige  Formet. 

Da  nach  der  Trigonometrie* 

1  *■>  c4»y .  est» 


«MUuiSocAi 

•  •       •  ' .        . 

1  -<^(c6t^  -f  ceit^)  cot« = oet9  .(Cot^4 


M  civibt  sieb  durch  Stibvtitatioiien  aiw  [SJund  16]  in  diese  letzte 
GteicSnng,  so  wie  dnrdi  Mhlttplichtkin  ätrselbef  mit  ^: 


[S]     A'—%iUcota=(s*—AtotC)(s*~4cotB).    - 

Lust   neu  nmi  die  beiden  GleicboneeD  [7]  und  [8]  D«cb  ;t*  ond 
y*  «df;  w  eHMttt  w(n  afieh  uoigW'  Vfi]ifnAc^MWiw  die  Foantiit 


[»]    ^»i«  .■  +  Jfc  otÄT2  V^  +  idi*oot»-4»  i 
in  Folge  welcher  man  niui  auch  statt  [S]  und  [6]  setzen  kann; 

[11]  .»-»-'aiV^F 


Cm -ist  elffleacIrteDd»  das«  durch  die  Fofmebi.  t^J 
ond  lJ9]'tin8ere  Antobe  -vtAlstSndIg;  gelüst  seiQ  wUnl 
a  diesen  Ponnrft)  VjoriEomnieiide  C^ase  xermifleU  n 
ist  nun  aber,  Ifflder,  nicht  der  Fall,  dn9  trflrde  eb^n, 
die  tiereits  ^gewonnenen  Gl<ricbun^en  mit  der  ans  4pi 
Idcfat  ergitfaendeo  Faindamentalgleichung  j    .. 

'        {IS\      «atr+y— «    '      .'■/,.■"■''■■■, 

TCiUfldMt  w4]t«',  au  «hiec  -GMcteni;  4^8  a^bteil  '>&BdM  ftif  i 
Mbna.  ^um  OlOctk  Ist  jedvch  der  Wertä  von  %-  in  sHir  ene» 
GrenzH  eingeschlossen;    es    fallt  nSmiich,    wie  sogletch  geaeigt 


.#... 


werden  wird,  i  «tets  z^ris^ön  ^a  undV  &-.a,  i*  also,  welches 
in  d«D  Fc^meb  wnrfummt,  zwischfif  ga' /nn^^aVp^er  Jyrfßfi^p^ 

nÄ^  und  ^u*     Man  kun  daher  ohne  einen  bedeutenden  Fehler 

zu  begeben  —  und  dieses  ist  die  AnflSsunssmetliode  durch  Nl» 
herang,   welche  Ich  Torsddage  —  In  deli  Tormein  ^9]  »"^  [10] 

statt  I*  etwa  xgo*  «etzco,  Viemaclt  die  Wertbe  vtfn  ±  und  j/  be- 
re^men,  und  Afch  dann  diir<A  die  Formel  {13]  ^md  fffi'nafieren 
W«rtb  -von  -i  vMwdMffen.  Dteses  Teifa^ren,  nädh  Umständen 
nehwals  wiitd^olt.  w%d  «bi^i  Zwcsfel^ie  W«rtbff  fllr  iMU  War 
in  Betracht  kommenden  GrüsseD  mit  jedem  nur  irgend  gewQnsch- 

ten  Cra^««>Ci«iiaatgfcatt'li«Awn>  ^- -     ^ 

Dm  nun  das  eben  fil»er  die  Grenzen  von  i  Gesagte  zu  ertifir- 
ten,  lOsen  wir  die  Gleich nn gen  [7]  und  [13]  nach  x  und  y  auf, 
wodurch  wir.  wenn  wir  uiiLh  RBlIbüen ,  dass  x  nicht  kleiner  als 
jr  sein  solle,  was  ohne  der  Allgemeinheit  Eintrag  ea  thun  ge 
■chebeo  kann,  erhalten: 


m 


Der  WutzetaiMdnK*  in  [U]  vHrd  nno  ab*r  Ittr  iille  Wwthe  tm 
I,  welch«  kleiaer  aU  ^(|s|Dd,iinf^qSv;  k-h  ;  ist  «Uo  Ü^  äs« 
Grenze  ßr  :.  Wächst  es  voo  ds  an,  so  wSchst  fU]  zufolge  anck 
x;  dieses  aber  Iebbii  nie  ^Hs^er*  trerdeii  aisla.  Man  ytiii  daher 
den  grSssten  Wertb.vnn.i  eiiialteOf  wenn  maD  die  Gleichung 


«;?=.jT+JatJ^^-^" 


nach  I  auflast.  Tflut  roan  diese«,  ao  erhält  man  i  =  Y  X'^.m^ 
eher  Ausdruck  mitMn  die'  andere  Grenze  fOr  i  ist 

[pstelllen  allgen^ea  Fs|Tn)e)a;t    deren 
CmwandluDgeii  »AiK  '"'4'  i*^*  "'  ^' 
FlScbeniohaAs  uad.der  Wjokt^.jff  und 
und  die  beiden  Abschnitte  der  Grund- 
st,    einführt,' ,  las aeu  sich  ohn«  Schwie- 
andere    Arteti  von    Dreiecken,    so    wie 
swinkel,  namentlich  einen  rechten,  ab- 
leiten.   Solche  Hebungen   sind   stets   sehr  Rennssreich.     Ich  be- 
gnüge mich  hier  damit,  nur  noch  zwei  Resultate  derselben  siito- 
labren.     Ervtensi.'  ist  das  voi);etMte  Dreieck  gleichseitig  usd  ■ 
ein  Rechter,   gp  Usst  sich  für  o  eine  Gl^cbiing  des  viulen  (in- 
des, nSmlich 

4**— 16y>+  *«V  +*''*  -3«*=0 

aufoteUen.    Vbn '  den   ■Wüneln   dieser   Gleichung    ±V  jiami 

(2j;  Y  .-]-)<■  iat  aber  nur  die  eine  i=-f  V  ^  *  "  tiraochbar. 
Zweitens':  nimmt  map  den DiirchscbnittB winket  wieder. als  tedUea 
an  und,  s.et^t  x^s-a,  wodurch  sich  ;c=jt=«|r»  .bestinnit;  safin- 
det  man  den  Flftcbeninhalt  des  Dreiecks  an  k«iae  andere,  B«^- 
giuig  geknflpft,  als  dass  der  Abstand  seiner, iSpitae  von.  derfl^itte 

der  Gmndlinie  ~  ö  «  ««■■  Die  Durch scbnittäfinien  tbeilan  Merbd 
beide  Schenkel  ^es  t>reiecks  in  d<*  VerfeUtaMs  tm  3  «■  3. 
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(  •  •     >i    t  t 


• :  I 


Direktes   Ferfahreii    zam   Balfonal- 
üiaelieB  der  C^leicslim^eB. 


Von 


ii 


Herrn  IL  Scheffler, 

Bio^iirfäcteur  bei  den  Henogllcli  Biuunscliwetgiiddien,  l$iiitebft1iiien. 


■  «■   ^ * 


» '    I 


.(.. 


Im  I.  tiefte  des  diesjährigen  Theiles  des  Archivs,  Thl.  Xtifl.  Nr.  W.^ 
bat  Hr.  Dr.  Grebe  gezeigt,  wie  man  einen  jeden  Briicn  mit- 
watisMalam'  WePBifer'  so  umformen  kann»  dass  .sein  Nonii^r,T|tf|i>nal 
wM.  Das  dksem  Verfabren  zn  Gron4«  Uegendo  Prii>cip  WUMi 
aber  ao  einer  noek  viel  wichtigeren  Anwendung,  nänilch  'zu.  eup^, 
duckten  Methode  behuf  fiationalmaäiaiigt  .der  G)e4-. 
dbeagen.  Hr.  Dr.  .Grebe  wird  mir  erlauben,  seinoQ.geiatFeH. 
eben  Gedanken  im  Interesse  der  Wissenschaft  zu  diesem  Zwecke 
weitet  aaszobbuten.  ii; 


Jenes  Prinzip  beruht  auf  der  Bemerkung,  dass,  wenn  man  aus 
den  jt Falltoren  a,  ß,  /...  mit  (^ — l)maliger  Wiederholuns  eines 
jeden  Elementes  die  Kombinationen  zu  allen  Klassen  von  dfer'lsten 
Ms  incl.  zur  n(m — l)ten  bildet,  und  die  hierdurch  dargestellten 
PiPod«l^e,'^<<elebe  sieb  nebst  der  Zahl  1  aach  durch  die  Entwicker 
bog  der  Formel:  • 


ergeben,  mit  B,  C,  Z>...  bezeichnet,  eine  Funktion  von  der  Form 

a  +  *  VIS +cV^C+rfV1B +...., 


II  • 


deren  GUedcfvdil  =11^  .ist,   durch  eifi«v  oder^^n^rn^dUife  Multi- 

Cikation  mit  einer  ähnlichen  Punktion,  worin  nur  die  Koeffizien« 
tt  a,  6,  c,  4....  im^^Y^Wertbe, haben,  steta  wMder  eine  äbn< 


Uche  Funktion  von  derselben  Gliederzahl  und  mit  denselben  Wur- 
zelgrSssen  erzeugen  muss»  sobald  man  nur  nach  geschehener 
Multiplikatioii  alte  unter  den  Wurzelzeichen  sich  einstellenden 
Faktoren  vom  mten  Grade  absondert  und  als  rationale  Koeffizien- 

ten  vor  diese  Wurzelzeichen  stellt,  also  z,  B.  V  «"*♦*  =  «  V^ 
schreibt. 

Um  von  diesem  Satze  Crebranch  sa  machen«  wilrda  es  io 
jedem  speziellen  Falle  (wo  auch  einige  der  Koeffizienten  a,  b,  e.. 
gleich  Null  sein  können)  erforderlich  sein: 

I)  dass  man  alle  WnrzelgrSssen ,  insofern  sie  nicht  scbon 
sämmtlicb  mit  ein-  rmA y Bpselhsm ysitiven  ganzen  Exponen- 
ten gegeben  sind, "MF  Me^tlePWOTzelbenennung  m  brächte. 


wobei  m  der  kleinste  gemeinschaftliche  Dividend  aller  Wnr- 
•  ;     «i#l<4ttMlten; WiHkn  i0M«r  •      ■'r^ 

C,  />....  die  einfacheren  Faktoren  a,  p,  y....  bestimmte* 

Aus  der  Grosse  m",  welphe  die  Gliederzahl  der  so  uige- 
formten  und  nSthigefiMls  A^rth  GlMstf  ntlt  dem  KoefSsienten 
Null  vervollsifindigt  gedachten  Funktion  ausdrückt,  erkennt  m^ 
aber,  in  welchem  bedeutenden  Maasse  diese  Gliederzahl  sowohl 
mit  dem  Exponenten  m,  wie  auch  mit  der  Anzahl  n  der  Faktoren 
ff»  ß»  /••••  wächst,  und  es  erscheint  daher  zur  Vermeidung  einer 
fiberflüssigen  Weitläufigkeit  der  Rechnung  erforderlich,  zuvor- 
derst zu  untersuchen,  ob  und  wie  weit  sich  diese  Glie4erzah|  in 
jedem  b<^6öndern  Falle  vermindert]  lasse. 


Wss  satiliohst  die  Umformeng  zu  einerlei  Wvzelezpoasata» 
ankfigt,  so  kunn  man  diesefbe  sunt  gtossefi  Vovtk^il  6e^  Ktät- 
MM  sehr  bSvAg  unterlassen,  selbst  weWn  In  ein  «ad  dem« 
seinen  Gliede  mehre'r<e>  WorzelgrSss*»  mit  vetSgbie- 
deneft  Glrp^neiifeii   Ittit  eiivetfder  multtpllaiirt  wfir«n, 

^M  B^^  MBB 

%    •  *     »  fis  n w^^^    ^    J^^t 

wenn  man  also  z.  B,  ein  Glied  von  der  Fornn  b  V^Vl^V^ 
u.  s.  w«  hätte,    Denn  angenommen»  es  kommen  unter  dem 

WurzelexpoA^ntep  m^  die  Grossen  jß*!^  Q,  X>]^ ...':.  Mit  den  Hj 

diofaeherefi  Faktoren  a^,  fii,  ^i ..., 

4,        ^^.  in^  die  GrislM,  B^,  C^**^  *»^'*  »ii  ^^  «^ 

einfacheren  Faktoren  a^,  ß^,  ibi*if    ' 

M         »    .       fiift.  die  Grossen  J?s,  C^,,Z>g,^...  loi/t  ^ea  «s 

'einfäohereü  Faktoren  c^,  /?»,  Vi  ••••  ' 


' ' '  •  I* 


u.  s,  w.  vor;  so  denke  man  sich  alle  Produkte,  welche  ramlidie 
Formel 


'   * 


da^eet^Ift  'isfbtf;  indem  tdkli  die  titpotketiUfti%,ii\\;..,r^$pi^., 


3H 


eiD  jedw  der  Exponenten  !■],  ti,  ^  ...  die  Werthe  0,  1,  2...ni|— 1 
.*  .,  T^H.  's-  »  0.  1.  2...  %— 1 

n  »  r,,  ^,  ^  ...  „  0,  1,  S...»^-^l 

■.  sj  W.  Jarclilaiiiei  mII.  Die  AdzbU  dieMr  Pfodukta,  w«t4b  4m 
enl*  ssl  ist,    wid  welche  tttB  mit    1,  f,    C  />'«.  bsscickitaB 

wdlw»  wifd  ==i{^<|iiiy^.Kiir'.'vsein.    Von  der  Funktiou 

''    t^^yB'+CC+d'V-t 

tbst  Mi^  lam  Ü^  piSdilEclie  obige  Behauptnne  aftWageH,  dos* 
Ihre  Sahir' ^bd  fflIedbivaM  aicb  t«  F^lge  «tner  HnltfptftatliM  mit 
elneUr  Ihiillcp  cebildeten  Auadmcke,  worin  nnr  dk  KOefNttflntM 
a',  S',  e'J...  uid«rfe  Wertbe  haben,    nicht  ändere.  '  ''' 

IstiiPiu,  tu  der  Ideiöste  gemeinschaftlicl 
i^,  m%.,i,  und  iat  ferner  ^  die  Anzalil  di 
Faktoren  witer  «11^  .obigeo  fif,  ßi,  y, ....  u^  t 

ateUVhHte,  .fBr:4l^i-Aq»aid,de^  Gli^dep  de 

Anadmckea  -^     -.^    ,  ,  .., 

■;■-"- a +*VB  +  C  VC  +  dVTiV— ■ 
mU-i-Ib  den^oiriateD  Füllen  wird  abar    ' 

.'..,.■-.  i,:,(i,  .       .1  tn|>tiii,"iTi^f()....  <ta" 

•ein.    MU  BestUnmtheU  ereignet  aich  dies': 

f)     wenn  aSninitlicfae  li^ktoren  «i,  ßi^fx-'-t^,  §*>  Y*— "»'ßa'Yt— 

^ivoi  «iHiwder  rwacbiedeo  aind,   iadem  oladrän  •atbwend^; 

ft^lfc-4-nm'Hli  +  —  wird,    w&hrend  m  nindestena  so  gross 

■  'Ut( -SM  det  grtaate  der  Expooenten  mj,  tO),  i%... 

3^    weAd'  jj«'  £)f«t'  der  Wnncelexpoaenten  in,  ,  m^,  m^ ...  rVtatlve 

-     ^nAtanfentfegencTnatldersindi  bidenn  aladanit  i4=3miinsMk... 

üt,  während  n  mindestens  so  gross  ist,  als  Afl'grbastcrW* 

Zahlen  r^,  ^,,1^..^. 

In  einem  jeden    dieser  beiden '  Fälia  wird    man  die  Wnrzel- 

KrMaeh  niekt.anf'etaMei   BenehDühgi  briogctik    Wi«  gr*sa  Av 

däiukoh  ta  -enMchnd*  Vartbeil  iatt.  taür  Äu  BewMel  lehrBP.  wo 

ma  WeiQnädrat^  und  awai  Knbik««raalb>bat,  Kori»  die  RadiKan- 

dan'tty.iA    Md<h.   ^  ajia^ltlicb  veCadlledon  Mten..   Hier,  erhalt 

ann'  äbn*  Zwackflllininf  aof  eifterlet  ,W«K»elbaiMiaiiRng  Mi"'t»^ 

0äP.3*=nJ36   Glieder;    wena  nan    ds^eCge«   erst  gMcM  Wurvel- 

benennattgen  herstellt,  was  dentOtfla  ticaü  eT&rdfil..M"i>:6^)20B 

Glieder. 

Nnr  in  aeltenen  Fäifen,    wo  'unter  den  genannten  Falitoren 
ml  8leiclM.itid.i*t0r  4e9  AVuRnl9)qr#n«^m  viel  solche  vorkon- 


383  . 

liMii',  i welche  ein  ferocbMcUaflBeliefl  MaftM  .  beritten,  vkd  Hin- 
gekehrt 


« k  •  •  «i  ^ 


m*  <»  fii|"/tii£%Yft|«« . .. 


• 

werden  kutinett.  Man  braucht  aber -aUdaDii*' immer  noch  nicht 
4H^e  Wurzel eiponenten  gleich  2u  machen ,  eopdem  vielleicht  nur 
diejenigen,  tinter  deren  Wurzelzeichen  eich  die  erOsste  Menge 
der  einander  gleichen  ^FaktoiieB  befindet ,  «vaeikuin  in  jedem- 1^ 
sonderen  Falle  ieibkt  ertaei$eti  ifirdw   ;<•.  >  •  r  li.in       ..    1^.  «»  •. 

Was  ferner  die  Ae^timmung  det  Wktören^;  ]?/'/..!  tJÜ  deH 
unter  ein-  und  demselbM  Wurzelzeichen  i ¥^m  Grade  m  stehen- 
den Grossen  B,  Cy  //.  .  neti^fft,  so  wird 'man  im  ungünstigsten 
Ealle,  wo  je  zwei  der  letzteren  iSrosseq.  relativ  prim^iq|di^^  ^iese 
Gn5«ieen  jMbdt  fdr.  a,,  Py  y^^  ^uaiinehini^o  babe^n.  .  ^e4ni.if4och 
mehrere,  tvdn  By  C,  /^.-r  jßin  .g^m^iiisqbaÄlifjti^f  iMMf -If/fbeo, 
wird  man  dieselben  in  die  einfaqneren.pB)(t0^eq,irI,j3,  vu^.  00  za 
zerlegen  suchen,  dass  die  Anzahl  der  Letzteren  niemals  die  der 
Erstehen  übeirsteiet,  weil  sonst  mit  dieser  Z^Hegun^'i^iri-^ffen* 
harer  NachtheiT  tht.  die  Rechnung  terbüb^^nsieinü^rde^.'^ebel 
indessen    fSr    den -FaiL    dass  die*  Anjc^' Von  tt,''(r;' jriUPf^eMiu 

Sleich  der  Von  B^  C,D...yvkrB,  ein  Gewhib- T^och'eärinVeMtodc^ 
ass  a«  ß,   y....  kleiilere  Zalden;*' resp. 'einflichefe  BM^tuben- 
aosdrflcke  sind,  als  B,  C,  D...  •  '^^ 

Um  nun  zugleich  die  möglich  wenigsten  und  daneben  die 
möglich  kleinsten  Faktoren  a^  ß*  y.^  tu  «frkaUen»  aus  denen  sich 
die  Grossen  B,  C,  />....  zusammensetzen  lassen,  hat  man  ein 
Verfahren  einzuschlagen,  welches  sich  am  .beetee.an  seinem  Beir 
spiele  erläutern  lässt.  Man  zerlege  eine  jede  der  Grössen  B, 
C,  />...  in  ihrePrimfakteren,  und  erhalte  daltlr,  indem  man  sokke 
Primfaktoren  mit  a,  b,  c*,.  bezeichnet,  folgende  Ausdrfifs^e: 


ade  bde  e  def  de  ddef  deff.  addee  c  dgk  • 


u 


Aus  d^r  Reihe  dieser  Grossen  streicht  manzuvSrderei'die  ein- 
ander gleichen  Grössen,  mit  AusnabDne  einer* einzigen r^dso  hier 
die  Grosse  «,  ferner  alle  diejenigen,  welche  Proonltte^ai»  zwei 
oder  mehr  der  übrigen  Gr49^en.0qer  ans  deriSA  Poteqf^p^^daiwtel- 
len,  aU«  hier  die  Gr«Misi|  addee,  welche  ss^a4e>C4£r,ffi<(  Hier> 
derdi  bleiben  .         :       ,  .,/  . 

ade  ffde  c  def  de  dilef  deff  dgk. 

3k!txt  sondert' man  "nefslieliebii^vielenndieseti-GrCesen  eio-dirin 
enthaltenes  g^Mtrinsehaftlltihei  Maies'^  £  Bt -di  äbi^  mdkrMk  iUBB- 
«eine  wie  eine  ne^n 'h<l<nznkomnieo<^e  €kiis^ihHt$b*'diie  aeee 
Reihe V  dteren  Obriife  Glieder  die ' ^jieettentea  yoh  de  Ip  .^..be- 
treffendenf  iVeheren  >G4leder  and  daneben,  vollätändij^  diedUbrigBD 
Glieder  enthalten,'  von  denen  de  als  gemeinaohefülüiie^NMaaes 
nicht  abgesondert  Ist    Dies  giebt  .k;       i 


•>i 


de  a  b  c  f  \  df  ff  dgh. 
In  dieser  Reihe  streicht  mmmlie'2(ihl  1  ttHtfflK de,'i^iie  vor- 


IcoiUBt,  qnd  aojuierdeni  dieien^e|i  pliMler,  ^iv/f,  welche  bloss 
ADS  ProdiilittiK  I  od^r  Potenzen  det  äfirlgen 'Glteder  bestehen. 
Wenn  sich  ult  diese  Weise  nicht  tVenigätens  Cin  Glied  aus  dar 
neuen  Belbe  strtlichen  jlCsst,  Ist  die  vorgenonunene  Oneraflon 
onTorf^eUbift,  weil  sich  alsdann  dadurcli  die  Anzahl  aerC>Iie- 
der  aU  i  yittathttii^wWd^    Im  vo^stefaendeii  Fslle  bleibt'. 

■■  L.  M ..  "  y  ■        '^^  ff-  fy  f'  f  df  dgk.   ,._,,.       ,;.,',■.,-,:.. 

äiRdert  .i^an^iefa^  dep  ftei|aeinscb«fU^cbenIfaktQi:  d  ab  unä  streicht 
anes  der  beiden  übrig  ble^^^don  A  ^  .fitb^M  .nm*"!.    > 

Jel^t,  wo  entTFedet  je  ztvei  Glieder  dieser  Reihe  rflative  PriDi< 
KabUii"eeWord(^  ^lad,  öAer  wo  blne  femerie  AbisondeWine  geintoto- 
scbiftHbhW  FaktUti^h  die  ÜllederZabl  tiur  veniieliren  wfirde?  bricht 
man  die  Operation  ab,    und   nimmt  die  erhaltenen  Grössen  f&r 

*!-l?',Ä.MrK    .,,,     .   :.::    nr.    ,  .i,-  ■!.  ■    --.i.    ■    .        ■         "     ..■    '     ih-.,>. 


diirch  AbsondeHiDg  des  mefi- 
'  lort  8  erhrttlem 


sb  wjirilfe  fnan.  napA'  filrelcbiine  det  -1  di 
r«nii  £lled«Tlt  gdratiihecIiafUiciien  Fakt< 

■•  .....  -.-,.!■■  ■  .1  -..     „■      v^'  1  '^.  7  19  ,6,        ■   ■      :  .,.,v  ...  ■  ■.,;>  ^   .' 

worin  jetzt  1  und  15  zu  streichen  ist,  wodurch  man  für  a,  ßift.. 

23  7  5 

«rML '"  "  ■*         "'■■■'' 

Bitte  roan'för  B,  C.l'..  die  beldeu  Zählen  0,  10;   so  wBrde 

IBM  4i4a«lbpii-,(iai,  4,:  j}a^,^:iiehaea>nO«8«iLt.d^  ei(ie  Ahspademiig 
dqa  l'^utMS.  2'uvac  klewere  Wertbe,  fiber  einen  mehr,  .ergebt»! 
wfiidej,  '.n^mliob  ij>.3;  >,   was  der,  Be(:bauug  nai  zum-  l^Ai:h(beile 

Ip;  difl«ii;/^eii«i  Wüfjral  1 
Cww^  «ivffa.Ä-  aus  Ä-  fr^^ 
g«ofM^..BW';«ucht,man  m 
ob  «,i(ocfi„rattowH  .«fii,  ,a#e,  b 
^erflf^jsdefljm  S^g^nfiftteriÄur; 
g«a',f)dii[  niffW.;..  „,  :  i,;.;   ■,;,.,;.„■;'.    .ji,  !.■,;,     .  ,.    , 

"Keae  vorbereUiing  ist  sowott  vön^Wlcbflgtelt,  wend'BiM 
bloss  den  Nenner  eines  Bruches ,  als  auch  wenn  mkn  ein«  gabzft 
4:letcltiiitt^httiMial  mstehtm  ■will.  "Anf^noiBÜkea,  eiaeisokba  £lei- 
ehung,  Hvtriwberetts  -Mle  WoraelgrOdaien'iozdn.  Zttbler  Re«^^ 
sind,  was  jederzeit  leicht  geschehen  kann,  Mi  'i  >     " 

a'  +  4'jB'  +  c'0-HPiK.+  ...=0. 


a9A 

Da  diese  Gleichung,' nie  manweftei  onteD  Gellil|i,wlr(li  nj 
ma|8  poteozirf  t^erden  mues ;  so  würde  man  sicl^',  seJM  »< 
ihre  Gllederzahl  In  der  gegebeneo  Form  uocb  .nnvolIsUDirtg  s 
soHle,  auf  das  ErscIiemeD  aller  vorhin  gen^naten  Glieder  von < 
Zabl  Bii'''iik"jmm,'''-—  gefasst  machen  mdsqeD,  fnsoftini  man 
Gleichung  bei  diesen  Potenzirungen  in  der  roreteheiidea  anni 
ten  Form  beihehallen  tvollte.  OJese  .Gliedersahl  bann,  obgh 
sie  meistens  sehr  viel  kleiner  Isr,  alb  nt",  doch  faisfig  noch  i 
grow  aDBralIen>  Ks  geieicfit  daher  zur  bedentenden  Abbün 
d^r  RecfläUiig^,  wenn  litai^'dre 'Wiir»f^3ss«n;jEr,iC  i)'.~ 
beiden  Seilen  de^Gfeichun^  so  Vei^theÄt:  '  '* 

1)  daw  kein  Wurzel  esupiteat  ^ichieitig  auf  beidea  Sil 
eracheint, 

2}  dass  dia  iSuifvn^  j4lef  .Glieder  der  TolFstäii^g  gedad 
Punktionf>q^  auf  .b^i^ei)  Seiten  der  Gleicbabg  die  khl 
luOglivhfi  ,seU|',jj,|  .,ii.  ji, ,,',,,■„   ,,, ,  ,,'  • 

Durch  diese  TrennuRg  der  Glieder  entstehe,  wenn  UtHi'J 
vorlInGg  auch  das  rali|onB)e  ^IimI  g^lbeUt  ffei^t^^e  (Heicha 

Bezeichnet  m»i  dieieuigep,  d»:GTS5seB  m|"<>  n^***  <■*l^ 
welche  sich  auf  die  fial^  Seite  .dies  er  GJeicliune  beziebeoi  äj 
Pt,  pt  —  ,  und  diejenigen,  welche  sich  auf  me  rechte  betifl 
mit  9i,  9«,  9c— ;  so  wird  dio  AqzaW  nHer  Glieder  bei  eioerl 
ao  weit  lortgesetzten  Potenzirung  dieser  Gleichnng  niemali  < 
Wertfci    .     .     -    :  .  ■.,,:.-..         ,     ■    .,  l 

flbersteigen  kSnnen,  welcher  noch  bedeutend  kleiner  Ut,  ali 

Dimit  aber  jener  entefeWettbein  Miniaiuni  werde,  WmI 

alle  GrSssän  py,  px,  pt-.qi^  f^i.Q'i-,' Waran  BWeh  mehreiX 

ander  gleich  Beinkünrren,  tM«b  ibreffl  WeHk«,  aodamdlcgrSii 

die  erste  und  die  kleinste  die  letzte  ist.    Wenn  nun  diese  RH 

^,  Pt  —  ,    so  schreibt  man  ^e  erste  G>^ 

Ä  91   reebts  Ün4  tfi^'dvitfe'f^'ti'iederid 

Ol  und'retAts'daa'Pnidtikt  'MOh-nliät  m 

Gr3asen  potbatad^j]  Ani,  so  /äl^  nw' 

^eise,  ditss  ynap  me  ti^btomtäaii  «Ti 

vo  stcb  ebeh  daJi\l eil, tthVtdfiilkf^''' 

Vfinn   einmal  die  Produkte  auf  beiden  Seiten  gleli^;  W  *!■ 

^^leicbg^ltig  «eWi.  wachem  rpa  beiden  a^t^^,  die,DS(;hste  CA 

zul%ep  wpl(te,  ":_    -■'■,"-_'■■■'■■     i-    ■-'••■  ■■.'>v- . 

'  Hiftö  man  s.  Bu.fiii  nh«^,  »■«.">.-■  nMn.  .diR..W«tiw  3*=l 

8».:iH>^  4*nl6«  S«fa=SB.  dCsÖ;   ao.  wjMe  M»  gaea^Mte  Rfli 

dieser  Zahlen  .■>    ,,    ;■,;,,.  .[■>;      ,;  .v;  :  ■■, 

i.     Ä     i     A    i 

aS'VM;l6   fit  a 


j9& 

X  Ä  ».  Ä    i 

M.9.»  16.  W. 

to  daM  alte' Wkttl^(ftl]^s«^n  töm  5t«ti»  Sfea^  liad  dten  «rade  ««f 
dl^  Bftfce  ttM  die  voai  mn  mti  4tea  fimde  auf  di^  reebte  8aMd 

Waren  ausser  der  Toratebeodeo  noc^ '  WarK^fgruaseii ,  vom 
7teD  Grade  mit  2  einfacheD  Kadikandeo  vorbaodeD,  so  dass  zu 
jtD«r  Reibet  immbIi  din  ZaiA  77t=f49  Uma»  k^yvüf^  ipayi  wie  folgt 

'Ä  waiNifiBi  aaiiMi» 

.      49.16.1         26.16,p, 

80  4a^  qinp^  .4'^  Wurzelgiussen  vom  7l^« .  4^eü  und  '6Cen  Grade 
IidIu  ttiid.^ie,  vci^  tSteq».  ^2ten  'und  3ff»a  Grade  rechts  ilirep  Platz 

Wmii  «•  VfihiAoag  nasb  dieser  Regii  daduncb  aoBiocitidi 
iHf4^>AHlii'ttfihmMi'*Wiirael|frbeseB  fioi^  vewchiedetten  Graden  aiü 
tSitnMi»  roeMpliaift  in  «dtof  gegebevcb  Gleiebunff  Todcoomien,  äo 
bat  niatl^gleitfa  ymvom  bereftadie  doidi  BfadtipiikaAsii.VerkDlbif* 
ten  ^V9wtie\grpäimt*w'^m'mtitnikvhtLf^niä  liabandeiD«  iadeai  tnaa  das 
befrcAndeiPmdaiBt  der  dar aa£  beatelidien  Gruesen  mt^ ,  mj^,... 
%.  B.  mi*ffn^*m  wie  eine  eiozige  Zabl  ansiebt 

W&ren  z.  B.  in  dem  letzteren  Beispiele  die  WuibsId  vom 
3ten  und  6teD  Grade  durcb  Multiplikation  an  einander  gefesselt, 
10  hfttte  man  statt  der  beiden  einzelnen  Zabl^n  3>  und  6^  die  ein« 
xige  3*.6i=9.6=S4»  also  dia  Reibe 

.1  64     4»     M     10.., 

-  •  .  .... 

woran«  sich  folgende  Trennung: 


64.16  ^.16 

ergabdo  'WÜrde;  Hiemadi  mftsaten  nva  die  Wnixeln  Yvim  dUto, 
6ten  nnd  4ten  Grade  auf-'did  Juifcb  «nd  die  Toai  7tea  aad'ttlea 
Grade  anf  ^e  recbte  j^eite  gescbaCt  werden. 

*  * '  BbsrationakCUied  ist  iiA  Vorstehandaa  nar  wegeto  der  Sytt« 
■Mtrietde?  Formefai  getrentat.  Man  wiod  dassebe  abgetrennt. aaf 
diejenige- Seife/  sdtfeiben^  «roi  sidh  dfo^ildanaisf  MMge  GKedifer 
der  nnyoliständigen  Gleicbung  vorfinden. 

•  (Baraeksicfctiet  am>  den  Elaluni»  dieses  tatioiMdM  Gliedes 
aof  die  iittaabl  deit  Glieder^  belebe  sieb  duidt  mekrmaKge  Retea» 
almii^  der  la  ▼aestahende^  Waiser  getrennleii  Glmeliting  ergebe 
kMMiifido  leatbist  flld^>  dasif  aasser  linem  ratteaalen  GKedb 
liScbateos   (pi|'aPt*-)'f(9i9s9s  •••)*'' 3  Glieder  mit  versdiiedeDeo 


3«8 

irrationalen  Faktoreo  ^ntsteben  konueo* .  PJese  Aa^U  iroUeo 
mit  r  bezeichnen. 

Erhebt  man  nun  die  iq.Rede  ^ehepde  GleichiiDg  zum  Is 
:2ten,  3ten»  4ten...(r-f  I)sten  Grade,  so  erhält  man  zwischen 
efceniBeDaont^ii  r  JxT^iiiv^nlg^iiBBen,  (v-fl)  Gfe^l^lP^^i^» '  welchf 
BeslehMW  ^u  Jenc^n  .lUrA«aeQ   stomilich  .Y.^nt.jiirr^iten  Gri 
sind.    Eliminirt  man  hierauf  zwischen  aie^ap  Gleicbi 

fen  sämmtiiche.  Icrationalsrussen,   so   bleibt  die 
üAte  ifatifeAälb.GIttlbVüttg  zutUck.^'''   '"'''-"''    *"' 

'  -Die'  A^fneitMf'V  der  IrralkMalen  nach'-^^r  obigwi«  Bitotknot 
ist  die  erösste«  welche  sich  in  dem  komplizirte^lefi^Mlk^'ssri 
steilen  Kann.  Man  wird  aber  darauf  bedacht  sein«  aus  der 
sonderen  Form  der  geeebenen  Glelchjung  jeden  mSgflichen  \ 
theil  zu  ziehen  9  welcoer  tfie  in  der  tlegel  sehr  umständlu 
Rechnung  ahkiirzen,  und  namentlich  die  I^enge  .der  zu  eliminir 
den  IrraPionaleti ' Vemiiitf^m  kiiiiif :  ^ZU  die^eiil  Ehdäl  wird  m 
wenn  es  thunlich  !^t/  Vii^  jedi^  efnzelheJi  Pilt^n^ng  gtd 
jede  sich  als  zweckmässig  erweisende  Elimination  einiger  1ml 
Men  vomeihmeh.y !  oider.  las  'tailioBale  GImmI  .  .liatd  «ilT  die  UdI 
hakl  auf  die  rechte  Seke  sAellenv  edef'aiiob  eiviee  P4|teueo.9i 
fibersf»ring8n,iedeffiistatt:*'eiiw  ^neue  Potisna : za : olldfli»  vmi 
vorhergeliendten  Gl<i(ichuii|^n  roitieulandei:  multipüzirel»,  und  e^ 
Uch  Bach  Herstellung  jekick*  seilen  GleidNtfi||'prwbD4. ob  man^ 
fiir  aUe.  bi^  dabia  aufgetretenen  Iiraliclnajea  MkBmfiU  ' 
genug  besitze.  ..a  «. 


'  '  .  ' 

I  .  . « 


I.    /Wäre  z.  B.  die  Gfeiebung 

rational  zu  machen;  so  würde  man»  wenn  man  die  Wnrzelgi 
immer  zusammen  auf  einer.  Seite  stehen  Iteiseii  und  zugleich 
und  dieselbe  Wurzelbenennung  herstellen  wollte,  da  hier 


<«  •  • 


Uli,  fi^,  m^,  n%  resp.  =  2,  2,  3,  1 

ist  und  bei  gleicher  Wurzelbenennung  m,  n  resp.  =6,  3  ir( 

wflffde,  6'-^l=32I5  TetsdnedendlrratiomlM  zagen^irl^n*^' 

wvmit'sick  durchaus  nicht  recfabeh  Iftbst. 

.'.I  '\\.' 
Wollte  man  ohne  die  gleiche  Wurzelbenennung  herzasU 

alle  WuicelgrOssear  stete  an?  einer  Seile.  behatteD»  so  /vriinle 
sieh  auf  .2^.3!^*^Isll  Ircätionalen  gbfasst  mache».  n<üss<m> 
dbenUls'  noch,  eiee  nOhsaiietBechming  ergefato-.  wflMe«  •. 

Trennt  man  dagegen  die  Wurzeigrussen ,  indem  man  die 
■Weltbü  Grade  'allem  auf  den.lUcen  Seite  stehen  lässt^  ««^ 
KnbtkwurBei'  mtt .  diem,  ^rationalen-    GUe«le  ntC  die  lechte 
adiafft^  so.Ji&nneo  linkaimir  J2*fn«l$4t3  )tind:lrMhls  mar  ^--} 
kkrGanzeil.  als^.iiuri&  farrattsMikn  «dftretdn,  jaiilder^ni£li 


■• • 


,      1     i »        • .  1  '  I 


*  # 
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nun  die   ersten  6  Plotenzea  ni '  bUden  \Mlte.    Dies  gibt ,  wenn 
mao  der  Kflrzer  wegen  I     < 

•eist,  CDlgl|fidci^&<;;|eidmfigw^. 

1)  jr+F=i+z, 

2)    x+f,+2XV=H2Z+Z'.' 

4)    «•iÄi:y+3^+(4j:+4y)j:F=:l+4s+(4+2)Z+6Z«, 

=  1  +  l(h+(5+5i)Z  +  (10+x)  Z«, 

=  1  +  2O2+2«  +  (6+I52)Z  +  (15+««)Z«; 

Ewischeo   welchen  die  5  Irrationalen  JT,   F«  JTF»  Z,  Z*  zu  eli- 
miDireo  sind. 

Obgleich  durch  die  letzte  Trennung:  der  WarzelgrSssen  die 
Anzahl  der  Irrationalen  bedeutend» beschränkt  ist»  so  würde  die 
an  nch  leichte  Elimination  dm^lmn  aus  den  vorstehenden  6  Glei- 
chopgen  dpch  noch  zu  einer  umständlichen  und  zeitraubenden 
AMMtUken;  »fii^ttlciiitt.slcb  HedraeMeUeK  ifur'«rMJ)li(r  mir* 
•cUflicbi^Pe..  .Man.  iröide^  dsiberr  in^  voiüe^fNidea  JE'aUe.noph.einfar 
ÄerfbIgeiSdefäaasseli  rerfalirenl  *  '  .  '         -     -»i 

Mao  transponirt  in  ier  CTfeichung  2)  alle  rationalen  Glieder 
auf  die  rechte  Seite  und  quadrir;t  die  entstehende  Gleichung.«Hier- 
darcb  müssen  alle  aus  A  und  Y  gebildeten  Irrationalen  ein  ftlr 
alle  Mal  Terschwin^t^  f:  •  uiid  man  erhftlt;. 

ixy^a^x^)n'it  +  I4(l-j:-y)  ^t]Z  +  2(3-;t-y)Z«, 
oder 


I» 


Biah  hat  es  jetzt  nur  noch  mit  den  S  Irvationalen'*Z'iiiid':fl* 
an  thnn,  -welcher  nian  out  geringerem  Umstinden  an«  der  Istei^, 
9teä*  iM  tSie«  Potenz  der -letzten  Olelcfanng  wflrde^  «tünhpreB 
konnex  'Man  findet  jddJcb^ldaifo.  zii  dieseni  Zwecke  schmr  di^ 
Iste  und  3te  Potenz«  g^ify^t  Df09..f|a  diese  3te  Potenz  in  die 
Form 


'■  ^y 


=[4(l-«-y)  +  »]", +8(3-*-^%« 
+6[4(l-ar-y)+il(3-<r-y>{[4(l-ar-yHj]Z+2(3-^-3f)Z«| 

gebracht  werden  kann;  so  lassen  sich  aus  dieser  und  der  Torfaer- 
gehenden  Gleichung  d^e  beiden  Gr38S<in  Z  und  Z^'ünf  ein  BU 
eliminiren.    Dies  gibt  die  gesuchte  rationale  Gleichung: 

[4^y-(l-x-^)«-4x]»  .     . 


■  I 


i  •   «. 


,1 


%JU 


ii 


MetlMde  «m  ^tte  lilage  «taes 

liogeiis  annähernd  diureli  f?oil8triliöipi»n 
einer  Oeraden  zu  finden. 


Voa 


•  1*1 

»hl- 

1    I.  •  • 


I      ■ 


Herrn  J.  J.   ÄatramA; 

Pmsllehrer  der  Malhrmatilr  in  Got^i^o^Pf^g  in  Schweden. 


Der  ümstaiM^  tiasn  idns  Protilem,  einen  ^e^eheven  Kreis- 
bogen auf  geometrische  Art  annähernd  zu  rektifiziren,  nicht  io 
dbeiii«inzinto  der  jnk  ]>eiBinnfaRi  ^eemetuflldkefi  -Lehcbüebtf.  und 
AnfgabcrirSaainihingen  xd  inden  :int»  nageaditeft  ditees  .Pidble« 
■\m  ftfaktbchen  Leben  vorisoaMoen.  kanli  anä  '-somU  nUi  ölne 
NittaMi  Mt,  ^wirfnarts  ilüch  COgtindB  Aiflüsialg  horsifeitMi. 

'   &a»  nach  der  analytischen  Trigonometrie: 


(.1       x\     Zx      x^ 


48ii« 


I '  <  •  I  ,  » 


AI       ar\        Ä*         3«  .   ar 


.'  ■  '  I  i  jy« 


''I   I        >;  V       -  z^'  .     ;»••  .«       '    IT— ^  t   '     «p   •«fei  •» 


fek  nahe^  oder 


'    '     .  3fi  .   j*  Sil  .   or-  i   a? 

ebcofiklls  sehr  nahe. 

Wenn  mao  in  diesem  Wertbe  des  Kreisbogens  a  den  zweiten 
.   a? 

TemigjCT' "Z  9  «einer  Uobedeutendheit  wegen ,   wegUsst 

1  +COS  — 

n 
und  den  Radios  einsetzt,  so  hat  man,  annäbemd,  folgende  Analogie: 

Rad  +  2  ^^^  ^  elP<)!^=  5"  ****  •  ^» 
m4km,  iSkt^^itVAie^S^mchii'^U  ^bt;>'^^      Ifldo  i 

*•!'.  '-M^ii:..'  ;^>j'>«Z'-i  ikt';:;:"gii  T/ 

Aus  der  Form  des  weggelassenen  Ternies  erbelit,    dass,   je 

ESsser  n  angenommen  ^i^dv^4^ato  genaber 'man  die  Lftnge  des 
reisbogens  x  erbäit,  ^4iWb  ^iß  ^Ass.  ^i^^^r  ^ncb  ist,  n  jeder- 
zeit von  solcber  GrOsstf  g^flnit  ^^fden  lomn,  dass  die  eewänscbte 
Genauigiceit  erlangt  wird;  do<;h  immer,  wegen  der  Möglichkeit 
nnd  Theilung  des  Kreisbogens,'  n==2*,  wenn  m  eine  ganze  Zahl 
bedeutet.  ';*'')•,/   .,'    .[!  r 


1 1 


Setzt  man  n=2J,  S6'*wii4: 


Rad-f  ocos^-:  2sin2  =  oRad:j?, 


oder 


1  .1 


t  •  I 


1       jf  3 

Bad'4-ani«o«2  t'^erd«FS3Qr.Ra4Lvri, . 


«00 

Ist  in  Tat  V.  Fig.  4.  AB  der  gegebene  Kreisbogen,  00  sucht  Ims 
seinen  Mitteipunict  Cund  zieht  den  Radius  CCTsenlcrecht  gegen 
die  Chorde  AB;  CD  wird  halbirt  in  F  vnd  DB  in  G;  iDCT wird 
verlängert  bis  H,  so  ^äm^FU=z(X;  durch    G  sieht  man  JK 

Iiarallei  mit  AB,    Dann  verbindet  man  H  mit  A  und  B  und  Ter- 
aneert  HA  und  HB  bb  J  und  JIT«  so  ist  JK  beinahe  gleich  >dcai 
Kreisbogen  AB. 

Anmeric.    Der  Fehler  Tu    dcri  gei^indenen^  bbgenUnge  betrigt, 
wenn  z.  B.: 


a;=25o  und  n=z2,  weniger  als  0,0000062  oder  <!%', 
ar=45o    „    11=4,  .„  0,0000082     „     <1V 
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ITelier   die    AneiirilcKi^,   ¥i^^clie  für 
IVurzelii  höherer  Ctrade  mit 


analos  .f^tf. 

»     •       •  ■        ■ 

Von  dem 

Herrn  Dr.  E.  W.  Grebe,  . 

Gymnasiallehrer  sn  C^a/ijieL 


* 


( 


<  * 

»    • 


Die  ausgebreitete  Wichtigkeit  des  Satzes  von  dem  Proddite 
der  Summe  und  Differenz  zur  Beseitigung  irrationaler  Quadrat- 
wurzeln ist  hinreichend  bekannt,  und  veifmlasst  leicht  die  Frage 
nach  der  näheren  B(ftscliaffei«tieit<  der  Fongefoi  Welche  filr  höhere 
Wurzeln  ähnliche  Dienste  leisten.  Da  sich  dasjenige,  was  wir 
in  Beziehung  auf  eine  Wurzel  sagen  werden,  leicht  auf  andere 
flbertragen  Und  di^  allgemfeitte-  GesetoKehlt^it'  ||eiii|ifdbd/erlcj»»wi 


k  wird;  m  besinoeo  wir  nüf  der  ErOrternng  yon  AaedrilckeD 
I  bestimiiiteD  Grades.  Frageo  wir  dem  gemäss  nach  einoo 
or,  der  mit 

E+DV^+  CV«*+jB  Vi?  +  A  V«* 

Lden  ein  rationales  Product  liefert;  so  lei^chtet  ein,  dass 
p  wir  densellieD 

6  «  6  5 

1 +a?  V7r+ y  V«»  +  «  V«»  +  «  V«* 

die  Uobekaonten  x,  y,  2  und  d  sich  werden  bestimmen 
Uorcli  Amduhrasg  der  Maltiplication  erbalten  wir  nämlicb 

E  +    dV^   +       CV«*   +      ÄV^o«  +       AV^ 


»  5  A  ft 

A  5  ft ft 

+ö«+Gi»Vir  +  BaüV€fi  +  Attoya^   +    £»  V^«*- 

B(&iedigen  wir  nun,  was  oboe  Schwierigkeit  apoglicb  ist«  die 
jAckhimgen: 

A-i^Bx  +  Cy  +Ih  +Ev  =0i 
B+Cx+Dy  +E2  +Aav=b, 
C+  Dx+Ey  +Aax+Bav=0, 

«  ■ 

D + Ex+Aay+Bta  +  Ca©  =  0 ; 

«  das  Verlangte  V^eschehen.  Aus  der  Lehre:  von  den  Clei- 
^  des^  ersten  Grades  mit  mehreren  Unbekannten  weiss 
^t  dass  die  Werthe  yon  Xs  y»  %  und  v  siunmtlich  Quotienten 
' S^eioschaftlichem  Nenner  sind,  und  dass  sowohl  dieser  Nen- 
'^  di«  einzelnen  Zähler  Agirregate  sind,  deren  einzelne  Glie- 
^Keine  anderen  Factoren  haben  9i»  A,  B,  C,  D,  E  und  a. 
r^rzeogen  uns  leicht,  dass  wu*  die  Factoren  a  auch  erst  am 
p^  der  Recbnunjl^  in  der  erforderlichen  Anzahl  beiffigen, 
iaithiD  dieselben  bis^dahin  aar  .Erleichterung  des  Rechnens 
l^oen  können.  Zu  dem  Ende  denken  wir  uns  in  dem  Ausdrucke 

^«ü  ini.  26 


alle  'flfied^  als  fOD  deracIbeiiDkieiunoD,  und  akar  vdOiderfBaf« 

ten,  indem  wir  VT  als  die  DimensionseiDheit  wfiUein^..  Voq  den 
Bachstaben  A,  B,  C,  D  und  E  hat  alsdann  ein  jeder  eine  sei- 
ner Stelle  im  Alphabet  entsprechende  Diniension.  Ebenso  den- 
ken wir  uns  bei .  *  »     »  ,    •- 

1 +a:  VT +  y  VT« +z  V«*  +  »  Vtf* 

alle  Glieder  von  der  nnllten  Dimension,  wodurch  die  Unbekann- 
ten X9  «,  z  utiid  v\  der  Heile- aach  f|le.Ulniei|6ft»nswerthe  — 1» 
—  2,  —3  und  — 4  erhalten.  Jedes  Glied  des  Zählers  sowohl  als 
dtS'N^iiera  in  «den  Ausiirfickeff,  die  fSr  W/ w*  u.  s. -Wi^gefliaden 
Werdens  inuss  alsdann  'den  Fa^er  u  so-  oft  etvailten)  aU  ihn»  die 
Dimension  fünf,  die  diesem  Factor  zukommt ,  noch  fehlt ,  wenn 
man  es  mit  den  übrigen  Gliedern^  die  mit  ihm  von  gleich  hoher 
Dimeosifott  sei^  müssen,  vergleicht.  Zugleich  Mass  die. Dimen- 
sion des  Nenners  die  des  Zähfers  bei  dem  Ausdrucke  (tlr  x  um  1, 
bei  dem  für  y  um  ^2  ti,  9.  w.  fibertreffen.  I)ieniiK:h  haben  wir  nun 
bloss  di^  ^^iciungeif  *  '  .  .       .  | 

Ä-i:  Cr -f  Z>y -f  £z-f  ilr  =  0, 

aufzuluven:  und  stellen  wir  diese,  um  die  allgemeinen  Auflusongi' 
formein  desto  besser  anwenden  zu  kOnned,  durch 

•  » 

0* + M+cjy + d»i  +  <!i»  ==,0, 

> 

dar;^  so. entsteht  die  Tabelle»  deren  ^nfacbes  Gesetz  sogleicb  in 
die  Augen  sbrii^gt: *        ," 

•       .  •        Xbddfic=c^=3&t=pq«^, 

Da  J7,  y,  z  und  r  einen  gemeinschaftlichen  Nenner  haben 
müssen,  den  wir  N  nennen  wollen;  so  kaonn  man  auch,  um  alle 
Brüche  zu  vermeiden. 
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als  den  Ansdrack  anoehmeo«  mit  welchem  man 

£+ z)  V^  +  c  V«« +IÄ  VP  +  i<  VS* 

VL  naltjplicirea  bat,  um  eio  rationales  Prodact  zu  gewinnen.  Der 
Werfb  von  N  er^bt  sich  nacli  der  Methode  der  positiven  und  ne- 
gati?eB  Fenoutationen  darcb  nachstehende  Rechnung: 


I 


+  *lCft«^*4 

BDAC 

—  hic%e^d^ 

BDBB 

—  bid^c^e^ 

BEEC 

+  *j4»e8C4 

BEBA 

+  tkit^c^d^ 

BAEB 

"-*l^*C4 

BAAA 

1 

CCAC 

+  Cib^^d^ 

CCBB 

+  cid^b^et 

CEDC 

—  <^^cb6« 

CSEBE 

—  C|^ft,(^ 

CADB 

+  «!ie«<^*i» 

CAAB 

■xi  es  ist  mithin 

+  dib%c^e^ 

DCEC 

—  dyb^e^c^ 

DCBÄ 

—  rflCa*3f4 

DDDC 

+  d^c^e^b^ 

DDBE 

+  ^H^z^^ 

DADA 

—  die^c^b^ 

DAEE 

-  exbtc^d^ 

ECEB 

+  eib^d^e^ 

ECAA 

+  ^i^hf^^^ 

EDDB 

*-  «xCgClsAlft 

EDAE 

—  e^dj^c^ 

EEDA 

+  ejdtCjß^ 

EEEE; 

-D^C-C^A-'BW^A^B+D^A^+C^R^DCBA. 

Ernägfip  wir,    dass  unser  rationales  Product  auch  eben   so 
l^it  durch  die  Multipiicatioa  der  Factoren 


^+£VV+/>V^+CV^  +  iBV^ 


imd 


entstehen  konnte,   und  dass  es  uns  dermalen  auf  die  Factoren  a 
Doch  nicht  ankommt;  so  werden  wir  durch  einfache  Verschiebung 
u  ^^^liataben  aus  dem  Werth  von  N  sofort  den  Werth  von  Nx 
«bieitsn  können.    Wir  erhalten 

26* 
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Nx=A*-3A*EB—3A»DC+2AE'C+2AED*  +  2JDB«+2 

—  E'>D—D'B—C*E-B»C+ E»B* + D'C^EDCB. 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  ergibt  sich: 

V 

Ns  =B*-iB^AC-ZB*ED + IBA^IH'^AE^WEC^^l 

—  A>E—E»C—D»A—C^D  +  A*C*  +  E*D»—AEDC, 

Nx  =  C*-ZC*B  0—3  C^AE +2CB*E  +  ICBA* + iCAD^i 

—  B^A-^A^D—E^B-D^E + -B*/>» + A^EI^—BAED, 

iVi>=  />«— 3Z)«C£:— 3Z)«Ä4+2DC«J+2/)CÄ*+2X)££»+l 
-  CB-B'E-A^C—E^A  +  CJe« + B^J^.-CBAE. 

Der  Wertb  von  N  und  die  aas  diesem  abgeleiteten  « 
von  iVo?,  i%9  Nz  and  iVr  stehen  nan  freilich  noch  nicht  a 
so  fern  fest,  dass  die  Möglichkeit  ausgeschlossen  wäre,  a« 
Glieder  solcher  Werthe   mit   entgegengesetztem   Vi^neiclv 
nehmen.    Für  N  kann  man   ein   für  alle  Mal  die  Anordo 
Vorzeichen  festsetzen  y    nach   welcher  das  Glied  £*  posii 
es  fragt  sich  alsdann   nnr,    ob  die  dem  E^  in  den  übrigen 
then  entsprechenden  Glieder  A*^  B*,  C^  und  D^  auch  alle 
zeitig  positiv  sein  müssen.    Um  diese  Frage  zu  beaDtwoi 
denken  wir,    dass  wir  den  Zähler  von  x,  d.  h.  Nx  auch 
telbar  dadurch   hätten  berechnen  können,    dass  wir  Inder 
Tabelle  von  Permatationen  statt  eines  Jeden  6  ein  a 
dann  alle  Glieder  mit    entgegengesetztem  Vorzeichen 
hätten.    Da  nun  ^^  nur  aus  der  Perroatation  aie^ei^e^ 
kann,  diese  aber^  so  lange  sie  noch  bie^d^c^   lautete, 
ungerade  Anzahl  von  Variationen  enthaltend ,    negatir  mrt 
also  nach  verändertem  Zeichen  positiv  werden  muss;  s^i 
und  mithin   auch  ß^,    C*  und  D*  positiv.    Man  fibersieUl 
dass  ähnliche  Umstände  sich  bei  jeder  Wurzel  von  od  " 
Grade  einstellen  müssen,    dass   aber  bei  Wurzeln  vod  f 
Grade  die  Sache  anders  ist.    Vergleichen  wir  nämücb  die 
Permutationen  gp..,.dcb   und  bqp....dc,    so   stellt  sich  ^ 
heraus,    dass  dieselben  von  angleichen  Vorzeichen  sein 
wenn  die  Zahl   der  Elemente  eine  gerade  ist,    und  von  2 
Vorzeichen,  wenn  die  Zahl  der  Elemente  eine  nngeradeiit 
her  werden  wir  z.  B.  bei  einer  Wurzel  des  sechsten  GraM 
wir  das  vorkommende  F^  positiv  setzen ,  A^  negativ,  B^ 
C^  negativ,  D^  positiv  und  E^  negativ  nehmen  müssen. 

Ermitteln  wir  die  Werthe  von  N  adch  für  andere  Wi 
als  die  fünfte  und  fügen  den  ledesmaligen  Grad  der  Wand 
N  als  Index  bei;  so  ergibt  sich  die  nachfolgende  Zoswu*^ 
lang  der  Ausdrücke  von  Tf^  bis  iV"^: 

N^—D»-DB*-2DCA  +  C*B+BA', 
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If,siE*~9E'DA-9E»CB+2EO*B+  2EDC*  +  iECA^+iEB'Ä 
—I}*C—C»A-B»D-A»B  +  L»A*+  (Pß^—DCBA. 

Ifts=P-iF»EA-4F*DB~2F»C»+3F»E^B+ZF*DA*+6F*EDC 
+  QF'CBA + F*D* + F*B»-2FE»C—iFA»C—ZFE^O^ 
+  SFE»A^+3FiJfB*-ZFB*A^-6FmCA-6FECB* 
+  FEDCB—FDC»B^FC*+DE*—BD*-DB*+BA* 
+B*C»+B*(?-2AWE-2E»AB+2B»AE-2CAB^2CDE 
+  iD'AE + 3A^CD + SE'CB . 

Bm  jedem  folgenden  Grad  der  Wurzel  werden  diese  Ans- 
drficke  beziehlicber  Weise  umfansreiehier,  so  dass  es  eeratben 
•cheint,  mit  N^  za  scbiiessen.  Üeber  den  Innern  Bau  der  Ans- 
drflcke,  di«a»lben  sowohl  einzeln  als,  in  ibrem  segenseitigen  Ver- 
biltotas  bMpaclital ,  kSnnte  leb  noch  mehrere  Bemerkungen  bei- 
fSgen;  jedoch  ist^die  Ansbente  dessen,  was  sick  mir  bis  jetzt  in 
dieser:  Beziehnng  ereeben  bat ,  im  Ganzen  noch  so  gering ,  das« 
e»  mir  besser  scheint,  alles  hierauf  Bezügliche  vorerst  noch  zu 
unterdrBcken.  Ich  gebe  daher  zum  Scbluss  nur  noch  eine  Probe 
über  das  HinsufiBgen  der  bisher  ani^elassenen  Factoren  at 

JV«  =  IP-DS^-iDCAu+C^Btt+BA^a^, 
Ntx=—Ahfl  +  AjCa + 2ADB(t —D^C—  CB*a , 
If4y=B*tt-BD*—WACtt+A»D<t  +  DC». 
Ift.*=-C»+CA^i^2CBD—B*Aa—AD^. 


V. 
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Findling  der  HauptaxeB  aus  ab wei  < 
lui^irten  Darclunessern. 

Vom  I 

Herrn  M.  H«  Meyer,  I 

Lehrer  an  der  mechanlAchen  Bao^ewerkeiMchale  ao  Freibei 


Die  Darstellung  der  Ellipsen  erfolgt  entweder  dorchft 
miing  einzelner  Punkte  oder  mit  HÜf^  von  KreiabugeD.  tn 
man  die  Menge  kleiner  Fehler,  die  beim  Beatimmen  eitm 
sen  Anzahl  einzelner  Punkte  unvermeidlich  sind,  so  wird  die 
tere  Methode,  man  möge  nun  Krumroungskreise  oder  eine 
annähernde  Construction benutzen,  gewiss  schönere  und  riclii 
Ellipseu  geben.  Allein  fast  alle  Verfahren  der  letztern  Art» 
voraus 9  dass  die  Hauptaxen  bekannt  seien;  kann  man 
durch  conjugirte  Axen  Krumm ungskreise  angeben,  so  sa^ 
Endpunkte  der  Hauptaxen  doch  von  wesentlichem  Einfluß 
man  wird,  wenn  diese  nicht  gegeben  sind,  selbst  wenn  mtf' 
einzelne  Punkte  bestimmt  und  durch  diese  Krummongskreiiti 
keine  so  genauen  und  schonen  Ellipsen  erhaJten«  Sind  dieA 
axen  auf  leichte  Weise  zu  finden,  so  ist  es  immer  am  genaiu 
und  einfachsten,  diese  erst  zu  bestimmen  und  dann  mt 
derselben  die  Ellipsen  zu  vollenden.  Alle  bis  jetzt  bekai 
Constructionen,  um  aus  zwei  conjugirten  Durchmessern  die  & 
axen  zu  finden ,  sind  aber  mehr  oaer  weniger  complicirt»  0 
dürfte  daher  folgendes  einfache  Verfahren,  namendich  ^^ 
descriptive  Geometrie,  wo  in  den  meisten  Fällen  conia|prteDi 
messer  weit  leichter  als  die  Hauptaxen  erhalten  werden,  top  i 
ganz  unbedeutendem  Vortheile  sein.  AB  und  CD  (Taf.  VIL  Fif 
seien  die  gegebenen  zusammengehörigen  Durchmesser.  Tu 
Grösse  der  grossen  und  kleinen  Axe  zu  bestimmen,  erricbte 
auf  AB  die  Normale  ilf£,   mache  dieselbe  ^AM  und  sieb' 


«07 

A  rn      CE  +  ED     ,.,-•.    .   ,^                  EÜ-CE  ^. 
nno  tiU.     5 wird  dahn  die  lialbe  gr^se,  g die 

balbe  kleine  Axe  sein;   tragt  mao  daher  EC  ron  E  aus  auf  ED 

DF 

auf.  so  ist  *j  =:DG=GF  die  halbe  kleine  und  GE  die  halbe 

grosse  Aze. 

Die  Lage  der  grossen  Axe  wird  durch  die  Verbindungslinie 
des  Mittelpunktes  la  mit  dem  Halbiruogspunkte  G  ange^eb^oi 
Weichen  die  zusammen  gehörigen  Durchmesser  nur  wenig  von 
den  Hauptaxen  ab,  so  wird  die  finifemung  3IG  klein  und  daher 
die  Lage  dursk  diese  Punkte  nicht  mAhr  hitilänelich,  genau  be- 
stimmt   ßt^ss^r-  iflmwt  man  dann  die  Verbindungslinie  der  Punkte 

KC      CJtt 
F  und  C»  welche  der  grossen  Axe  parjallel  geht,  (da  ^7^=  ]|fg 

=]),  als  Richtupgslinie  fflr  die  grosse  Aze  an. .  , 


Die  Richtigkeit  dieser  Coostraction  ergiebt  «ich  folgend: 


,1  = ^ ^— I 


aod,  wird  för  z  W>-ä  «ubslituin:      < 

«/       Vl»-h/\4-2<4c»a«JbV^4^i'-2^cog« 

6|  ~  1.2 

d.  i.  da  der  Complementwinkel  tx^EMC:  ' 

g}  _  ED±CE 

6»-         2        • 

Der  ^Winkel  y,.  pen  die  grosse  Aze  niii  dem  einen  der  conjugir- 
ten  Durchmesser,  l,  einschliesst,  mufifi.sein: 


r".     • 


Es   Ist   aber    sin .  AM&^  P(fl^~ W  >  ^^^^^^^   ^^  ^  I^M^ 

'  bHa^  —  /*) 

der  grossen  Aze.  Dass  sin .  AMGr=^  ~p/^%^i^\   ist,  folgt  aus  dem 

Dreieck  DEM,  wo  DM=li,  ME—l,  EG=a,  GD^b  und 
Winkel  AMDzzzz  ist;  denn  es  ist  i^.AMG=ig(t--GMD),  oder, 
wenn  GMD  durch  iL  bezeichnet  wird , 


40g 


d.  i.  9  da 


<!• 


^*  *  -  ffb.coB.GDJU'^  li-^bcoBQ 


ist. 


te   AMC—  ^ — 6cesp       ^»(^ -^o»^)^-«^gip^ 

^ll  tgi  /  ^^^"^       ^  ^— 6coag  +tgr.6MDg^ 

und  werden  fllr  bIdq  und  cosp  die  gleichen  Wertbe 

/. cos? 


einlas 


a  +  5^ 


und 


fainx-i-/|, 

■"     a  +  6 


substituirt, 


ist.  AMC  =  ^'♦"^ g  +  ^ 

a  +  ö       ■**        a  +  6 
tgi  (a/i — 6/sinz)  —  6/co9z 

55 


I  i 


f 


1 

li 
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*'  a^coss 

^  mmx.aIt-U  f^*^"*^ 

BI 

sin.i4itf&  _  /«(«*-- 6«)  ■ 


4M 


f  >      • 


1^     i.\ 


f  t 


Hemoire  siir  la  thi^orle  des  formes 

giuMlratl^nes. 

Monsieur  F«  Arndt, 

Doctenr  m^  PI|Uo#0|ifaie  i  Straltnnd. 


Le  Probleme  dont  noos  allons  nous  occaper  dans  ce  mtooire 
est  celut  qu  on  troave  dans  Tarticle  236.  des  »»Disquisitiones 
Arithmeticae'S  savoir:  «^Etaot  donnö  deux  formes  qaadratiqueg» 
dont  les  di^terroinantes  sont  eif  TsiBoir  de  nombres  carr^s,  od  se 
propose  de  troaver  une  troisi^me  forme -compos^e  par  cellesHU/' 

La  Solution  de  ce  probl^me«  le  plas  important  dans  la  th^rie 
de  la  composition  des  formes»  donn^^e  par  M.  Gaass,  est  aussi 
Ingenieuse  que  difficile,  parceque  l'auteur  a  supprlm<$  tout-a*fsit 
l^analyse»  par  laquelle  il  y  est  parvenu  et  qui  exige  des  consid<f- 
rations  trds  dellcates.  Les  recnercbes  que  je  fis  dans  cette  vne 
me  firent  trouver  une  Solution  fond^e  sur  des  consid^rations  Ma 
simples»  qui  sera  peut-toe  agröable  k  ceux  qui  aiment  la  th^rie 
des  nombres. 

Je  commence  par  räsoudre  le  problöme  suivant,  sur  le  quel 
nous  auroDS  k  nous  appuyer  dans  la  suite. 

y,Les  six  nombres  P,  Q,  R,  S,  T,  U  ^tant  donn^s, 
on  se  propose  de  trouver  huit  autres  nombres  p,  ff^ 
p^if^'i  ^^Hi^*^  \e\n  qu'ils  satlsfont  aux  ^quationssui- 
vantea pgr'^q^=P»  P^'-QP^^Q*  p?*'— ^p^=Ä,  p'y^— ^|i*=r5, 
p'^'-q'p'^ssT,   p^r—qv^^^t   qae   nous  d^sign^rons 

par    i^." 


II  y  a  pInsieurs  cas  ii  dlstinguer. 
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1®.    Loraque  les  trote  nqmbrea  P,  Q,  H  ae  ^'öi^anouissetit 

simnHan^mebt,  il  suit  des  troi6  preiüieres  ^quationd  Sli,  que  les 
iKvoibres  p^  q  ne  peoveot  4tre  nals  tous  deiiz»  et  qa'it  en  existe 
par  GeBäeonfiit  «■  'plas  gnmü  divis«iir-eoi9iD|iil  il  qdi  raesunles 


f^,   ^t   satisfiEUsantes  anx  trois  premiöres  öqoations  St  #    seront 
oompricfes  dans.  les  formuies  suivaDtes; 


■  •  > 

f»  f*9  f  Teprdseatant  des  aombres  enüers  qoelconques»   Ces  va. 

lears:  öt^t  subflftitiii^es  daofi  ies  tiipis  dernUrea  4qaatioDS  ^  ceN 
les-ci  seront  remplae^es  par  les  suivantes : 

s^4^r^,  r«-/>?^+/^.  ü^r^^r^i 

desqaelles  il'^est  Evident  que  les  Honbres  iSi,  tT,   l?soDt  di?i- 
«bies  parle  plus  granddiTisem*  commuD  de  '-r- 9    -r-*    -j-'     V^^ 

DO«  d^iSfgtierons  par  fi.    Ce  ftotabre  jk  sera-  donc  foctenr  des  six 
oombres  P,  Q,  R^  S,  T,  U,  par  cons^quent  de  ieur  plus  grand 


bres  p,  q,  r  de  sorte  que  pP+qQ  +  tÄ^=i«?,    ce   qui' pest  se 
faire  d'nne  infiniti^  de  manieres«    tous  aorez  k  l'aide  des  valeurs 

de  Si^  ,1tf[  t7,  que  nous  venons  d'^tablir^  ' '     ,        ^ 


I     • 


1 1 


il  <MHrt  egal  i   pfi-^f'+tf^    Substttuez'  esfio  ces  vatounp  d^ 
A  A  f  *aö»  •«»  expresslons  de  p^,  ^)  p%  ^";  j/'^  ^,  "»^^ 


St 
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ep'  =POtt  +  »f  Ü  +  qpS+tJ»T, 


eg'  =P(fH»'4  if )  +  qflrS+j9rr' 

I 

oü  ii  Importe  de  remarquer,  queies  Dombres  fi9>-f  07»   fiif;-|-(D^ 

satisfoDt  a  l'^qnation  po?  — ^=e.    Remarqaons  en   dernier  liea 

qne  les  equatioirs  ^  ne  peuvent  ^tre  iw^rifiöea,  a  moiiuique  F^iia- 
tlon  PÜ+RS-^QT=sO  ne  soit  remplie. 

C'est  par  c^e  analyse  qa'on  est  condult  k  la 

iSo/tt^ton.  Soit  e  le  plus  gränd  dlvlsevr  commaii 
des  nombres  P,  Q,  A,  k  celui  des  nombresP,  Q,  R,  5, 
Tf  Uf  ft  diTiseur  aaelconque  de  k.  Cela  pos^,  le  nom- 
bre  e  sera  di^lftibl®  p^^  k,   eh  cons^qaeac^  par  f»^    d'ol 

—  seta  un  entier^   que  nous  dösignons  par  A.    Mainte- 

nant  sl  Ton  prend  des  nombres  p,  q,  dont  l  est  leplos 
graod  diviseiir  commun,  quon  d^termlne  clnq  nomores 
Pf  q»  1^9.^«  ^  «6  Sorte  qu'on  a  pP-HlQ-l-tlZa^e»  pqt-^g^n^e, 
et  qu'on  fassö 


:    ' 


eq^^ipP+x^qSyt^tqT  \  €p^  ^^P+qpS+tpT, 


e^  =q>Q+tq  ü— p^iS 
eq^:=qfR—pqT-^q  ü 


ep''ziz^Q^Xpü-ppS, 


les  nombres /i,  p%  p\  p^y  ^'S''  ^"^  ^  seroot  entiers  et 
T^rifieVoQt  les  äquations  Icf  pourTu  que  T^quation 
Pü-t^RS^-QT^O  ait  Iieu. 

Demonstration.  I.  Les  nombres  p,  q  sont  entiers  par  lliv- 

Soth^se;  les  nombres  p',  t»^  p^;  q',  q"»  ^  d^termln^  k  Tald« 
es  ^quations  ci-dessus,  le  seront  aussi»  parceque  les  nombres 
P,  Q,  R  sont  divisibles  par  e,  .1^  nombres  p,  q  par  i,  enfai 
les  nombres  S,  T,  ü  par  k,  dös-lors  par  f». 

II.  En  substituant  les  valeurs  des  4/,  q",  tf\  p\  p",  p^ 
danslesexpressionsp^' — qp\  ptf — qp",  Py  "~W^*'»  «*c.,  en  ayaot 
^gard  aux  äqnations  pP\^Q\tR^^,  pq>—qi^e,  PU+BS—QT 

=0,  on  verra,  que  les  ^uatipns  St  sont  rMfitfs. 

2°.  Fassons  an  cas  oü  les  nombres  P,  Q»  R  sont  nnls. 
Alors  des  «^quations  P=sO,  0=0»  /2=0  on  dMttira  ais^meol 
ccUes^ci:  ^^=0,  f^srO,  oü=^0;  pS:=0,  pT=0,  pU^Oi  donc 
en  supposant  qne  les  nomores  5,  T  ne  s*eVanonissent  simoltaii^ 
ment«  il  faut  avo(r  q^O»  p=0.    MaintenanI  si  l*on  detemine  ki 
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Bonbres  ^,  i^  de  saite  qu'ils  «atkfoiit  k  V4^n9l&o^  p'gh-^^^^t, 
1  ^taot  le  plus  grand  divisear*  comman  des 
satisfaire  auz  «^quations  p'q" — ^'p^^S,  p'g 


^p'^zzzT,  on  fera 


T      .a' 


»'^i'T+f^' 


T         »' 


f,  f*  dtfsignant  des  entiers  qaelconaues.  Ces  valears  ^tant  aub- 
Btto^es  daos  la  demiöre  öquaHon  p^c(^^^p'"^='  ü,  «eUe-ci  sera 

r^mplac^e  par  la  suivante  f-^  —  /*' ys:  U,   de   laqueile   U.  eat 

^^dent  que  ü  est  (ÜTisible  par  le  plus  graod  diTiseiir  oommim  de 

-r»   -T-»     qne  noos   di^signons  par  ft.    Ce.  nombre  f«  sera  donc 

fiicteur  des  tnfi^  Dombres  St  T,  U,  en  coiisik|aeiicede  leur  pkis 
eraad  diviseur  commüp  k.  Nous  aurons  en  outre  e^Xu«  -e  ötaoft 
le  plus  grand  diviseur  commao  des  deux'nombres  S,  7.  Imagi- 
Des  Tous  maintenant  qu*on  alt  d^tennin^  les  nombres  8»  t  de  sorte' 
que  sS'i'tT=zei  vous  aurez 


T 


o  «tant  ^gal  k  sf+  tf.    De  \k 


p' 


oü  U  Importe  de  remarquer  qoe  les  oombres  \iq>'{-mf»  f&'f'-f  a>^ 

satisfont  k  Ti^quatioD  pfx — qi'y^=^e.    Ainsi  nous  sommes  parvenus 
k  cette 

■  ♦     •, . 

Solution.  Suppos^  que  les  nombres P,  Qx./Zsoient 

nuls»  mais  Ss   T  ne  s'^^vanouissent   tbusdeux«   saU  e 

le  plus  gr^od   diviseur  commun  de  5,  T,   k  celui  de.  S, 

Tp  Vj  in  diviseur  .quelGonq,ue  de  k.    Cela  ^tant«  e  sera 

divisible  par  k,  en  couc^quence  par  fi,  d'oü  —    sera    un 

entter  que  nous  d^signons  par  L  Prenea  deuiE  nombres 
p',  g',  dont  l  est  le  plus  grand  diviseur  commun»  faites 
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9  =  0 

■  es  Dombres  9,  9^,  9^,  elc  seroDi  eDtiers  et  ▼^rifieront 
les    ^qnatioDs    ^. 


|»  =  0, 


La  dteooatratioB  est  tout-ä-ftit  aemblaUe  k  la  pr^oMente. 

'  3^.  Lorsqoe  les  cmq  nonibres  P,  Q,  R,  S,  T  soot  buIs, 
■Hua  17  B'est  ms  dbJ,  ob  aiira  »ob  aealenient  9^=0»  p==^9  conme 
dana  le  Dum.  2^,  mais  auast  9^=0,  p'=0*)^    Snppos^  doBcp=0» 

0=0 9  f'^=0,  fl^:=0,  les  cinq  premieres  ^oatioDs  ac  oBt  Ues  et 
ä  M  reste  de  satisliire  qa'4  la  denii^e  fff-^ffi^:=z  U.  Cest 
ce  q«i  e'efectoe  eo  prenaat  de«x  Bombres  p^»  9^»  doat  1  est  le 
pivs  gtand  difisear  comanm»  et  faisaat 

-         C7        o*        ^         17     ^»* 

X  ^taat  divisenr  qaelcoBqae  de  U;  fp,  ^  des  raemes  qoelcooqaes 
de  röqaation  p^^ — q^^fz=zl,  f  od  Bombre  arbitraire« 

4^  Enfio  le  cas  oü  les  siz  BOBibres  P,  Q,  R,  S,  T,  ü 
s'övaBoaissent,  est  si  simple  qu'il  oe  fant  pas  s*y  arreter 
loBg-temps. 

NoBs  alloDS  BiaintenaBt  appIiqBer  ces  r^saltats  aa  probltoe 
BieBtioDB«^  ci-dessus. 

Solent  f...{a,  b,  c),  f'*..(a',  6%  &)  les  formes  doDB^s,  dont 
les  d<^temimantes  sont  ea  raison  de  aombres  carr^s  et  de  ntoe 
sigoe,  soit  eÄ  dotre  m  le  plus  mnd  diviseor  commun  'de  o,  26, 
c;  m*  celtti  de  a%  2b\  c';   b  ceiui  de  dm'm'»   ttmm  et  de  Bi^me 

signe  qae  d,  d\    Cela  pos^,  les  racioes  XI  ji»    \  1%      seroot 

des  Bombres  rationeis «  positifs  ou  nc^gatiis,  que  nous  diswBereos 
par  n,  n';  mn\  m'n  ies  nombres  entiers»  premiers  en^e  eux; 
enfio  an',  a'n,  ö'n-j-bn',  b'n — bn\    &n,  cn*  des  Bonibres  entiers, 

3 BS  nons  Dommons  P,  Q,  R,  S,  T,  ü.  C'est  ce  qu'oo  trooTe 
toontr^  daDS  l'artlele  236.  des  „Disq.  Aritfam.^  Je  die  de  plas 
2Be  les  neinbres  P,  Q,  R,  S,  T,  if  seront  preBiiers  entre  eox. 
\n  elTet,  en  faisaat  2la-f  2IM'^C<?=:m»  Jra'+tS^'-hC'^sm' 
(Disq.  Anthm.   art.  40.)»    U'  vieBt    TlP+Jb(R^Sy+€U=mnf, 


p'i^xs.0: 


4aeL 

Jt,  S,  T,   ü  Ji'onl  daiitrp  ffM^teur.  «^om^up»   que  tel  qyi  mesure 
siaultaiiäiDent  lea  bonibres  mit^  tit^fi/suppos^spreniierBentre  euz. 

Maintenant  en  s'imagiQant'qiie  fa  forme  cherch^  F—(A,B,C) 
est  tranfforpaaUe  dao».  le  pvoimtff!  9U  moyeu  de  1a  «ubstitution 
»,  p',  p",  jj^;  y,  y,  ^  ,  ^'*, '  d'aifirts  1^8  prlncipeis  ^fäblis  par 
M.  Gaass  il  ne  s'agit  que  de  determioer  cea  huit  nombres  de 
teile  ebrte  qb^ts  satiaf^nt  an  ^quAÜoiie  v^^^^^Py  P^'*-^' 

=  t79  et  MÜs  rendent  entierea  les  valeurs  de  A^^ß^  C^  däter*,- 
miiic^es  ä  raide  dea  ^quatiooa    Ann'^^&o"  —  qcfy    ^ßnnf^^p'q" 

Or  ^apr^  ee  qae  böüs  Aveog  trotiviS  phis  hint,  peor  «aile*i 
faire  ä  la  premiöre  conditioD,   od  a 

V.  Lorsque  les  nombres  P,  Q,  R  ne  sont  pas  dqIs  simnl- 
taa^meot:  ;        ^  - 


ht^q^P^^qqS^^T 
Iq'—tpQ  +  tqü-pqS 
lf:=ifpR  —  pq  r-qg  £7 


oü  i  est  le  plus  ^rand  diviseur  commun  des  nombres  P^  Q,  R; 
p  et  q  deux  nombres  qnekonoues  dont  A  est  le  plus  grand  divi- 
seur  common,  pP+qQ-t-tR^si^  pfp'-^q>^^±L'  Je  fais  remarquer 
qae  reqaatioo  Pü-irRS — QT^O  a  lieu«  car  on  a  an'.cn' 
+  (b'n  +bn')  (&'n  -  6it0 — a'n  .  &n  =  (*'*' — a'cO  nn  —  (66  —  ac)n'n' 

Je  dis  maintenant  que  les  liofflbres  p,  p%  p^,  p";  q,  q*,  q^, 
f*,  ainsi  d^termiues»  rendent  enti^res  les  valeurs 

Pour  faire  voir  cela  je  d^veloppa  les  quaiititäs  XHg'q^ — 99*^ 
=  l^.lf^lq.l^,  IXipf  -{■  qp"  -p'q"  -q'p^^zXp  .X^ 
+  ig.Xpf^-'lp*.iq'''-'lq'.lv%  \k{pY''-pf^^lp\lp^ -IpXp^ ,  en 
mettant  pour  les  prodoite  i^^  Xqf*y  It/';  lp\  Ij^'^  Xpr  leurs  va- 
leurs, et  prenant  q{pP-{'qQ\-tR)3  p{pP^^Q\tR)  au  lieu  de  Xq, 
Ip.    Alors  OD  Bura 

■^}pKHqT{R—S)^tfeqqViR^S)-\-V<¥niP^-\^T*-8Si,    . 


bhUe^ceUe 


Im  tukttfümumt  fmm  P,  Q^  M,  S,  T,  V  lern  Tslnn,   ob 
^pe  tmm  fes  Itnws  de  b  pitfwitii  cxpcmoa  ontieimCBt 


=— :;  =VÄr. 


Ml  I»  ^a^tMi  yJUt  est  ■■  «Makie  eefier,   ^ne  mnui  d^s^Doi» 
fm  J.    De  b  U  Tieet 

[i]     :S^(^^-90 


-|'3e6'qr99^2(M'-4)pqf9* 

— a&pppq — cafqqpq  —  ce'n^iy— 26c'pcp9 
—2e6^€fCpq—2(M'-'J)p^pqy 

m -^(py-nn 

•f  ac'pppp + ea'q^pp  -|-  ccfttpp  -f  ZAc'ptpp 
+  ScA'qrjDp  +  2(66'—^  pq/ifi . 

Noot  dtfmoDtreroDfl  actuellem^nt  qae  auf  est  divbible  par  Ü» 
«*',  *«',  66'+^  par  i. 

Ed  effet  U  r^aulte  des  congraencee 


plos  grand  divis/eor  conuDu^n  d^^  Droduits  4ib',mn',  af^'.m'n,  c'est  k 
dire  aA',  sers^  divwible  pär^  JlddipBipequ^  cn^cuo  de  ces  prodaits. 

D'oDe  maniere  semblabie   on  deroontre  que  ba'  est  divisible 

par  iL  *  r>i7    'i    J  .; 

En  troisi^me  lieu  on  a 


<  .1  ,t 


.t^^cuv-ry    '^ 


n(bb'+^=bö'n>^dn':izh(6'4i^bn0—acn' , 


ou  comme 


par  saite  (bb'+J).pin*^0,.ibb''tr^).m'u=0  (mod.  k),  d'oü 
precedemment  66^+ ^^0  <mod.  i)\  *     ^^  '• 

(mod.  i).    Maintenant  d'apres  ce  qu'on  vient  de  demontrery  il  suit 

aa'.an'=0  '^^  '^^'^  . 

doDc  le  plus  grand  diviseur  commun  des  prodaits  ä  eauche,  c'est 
ä  dire  aa',  sera  divisible  par  II  de  nieme  que  chacuD  de  ces 
prodaits. 

Ed  r^ttoissant  res  r^sultats  on  voit  que  le  premier  membre 
dans  chaeune  des  öquations  [l]>_ß]>  [3]  est  divisible  par  II,  cc 
qn'il  s'agissait  de  d^monter.'*^^* 

2^.  Si  les  nombres  P,  Q»  R  s'^vanouissent»  oü  aft'=0, 
ii'n=0»  6'ft-f  6it'=0,  il  vient  a=:0,  a'=0,  les  qaantitäs  n,  n' 
n'^tant  pas  noUes*).  De  plus  le  nombre  S  ne  sevanouira  pas, 
d'ailieurs  on  aurait  6=0,  o'=0,  par  consäquent  (h=bb — ac^=0, 
df^^b'b'-^a'c*:=^a,  contre  l'bypotböse.  Donc,  en  d^signant  par  X 
le  plus  grand  diviseur  commun  de  5,  T\  par  p',  q*  deux  nombres 
qnelconques,  dont  iL  est  \(b  plus  grand  diviseur  commun»  faisant 
ensuite  6<S-f  t7^=il,  pfp — ^if^^^il,  i|  faut  avoir 


y=0 


p=0 
Xp'*=^S\tp'X] 

Xp'^—UfT^Bp'V. 


*)  Si  on  avatt  ii=0,  it'=0,  il  rösulterait  en  cons^quence  des  ^qiia^ 
tiana  dz=zDnn,  d^=iDn'n\  d=0,  rf'=0;  or,  cc  eat  est  cxcln. 

Theil  Xin.  27 
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\,t.n  mm^ft^  fi  ^?1 


semblable  ä  ceUe  qu«  doos 


im'  ** 


^ 


^    .*i  liu'U  0«  reste  qa'a  d^ontrer  qiie  lesnondiresäM', 

^K.ul  le  &cteiiT  1..   U  satt  des  congrueBcsa  ^-^'n^O, 

ÄMO.  iL)»    6e'.tim'=0,   ftc'.m'n^O  (mod.  A),   d'oft  6c'=0 

Ea  outre  8ftti^0,  26'ftsO,  par  cons^qnent  SM'.fR»'^ 

.  .a>  d<Ni«  iM'BO  (md.  i). 


.1 


.  I 


.1 

;:  •» 
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^metrisclie  srftlieniiifsinethode  zur 
llektlfllLal; ion  und  ilnadriKliir  des 

Kreises« 

Von 

,  Herrn  H.  Scheffler, 

ineteor  bei  den  Henoglkh  Bnumtdiweigiechen  Elienbahnen. 


»■  *  »■« 


Bae bequeme  geometrische  Konstruktion»  welche  nftheninffs- 
JtiEeLlQge  &s  Kreisumfangee  und  den  Flächepinbaltoee 
^liefert,  ist  zuweilen  eben  so  erwünscht ,  als  eine  auf  die 
B^ong  dieser  Grossen«  namentlich  der  Zahl  ft,  ahcielende 
M.  In  wissenschaftlicher  Beziehung  ist  aber  eine  solche 
J^Hon  von  noch  grüsserem  Interesse^  besonders  wenn  di^ 
^  jeden  Grad   von  Annäherung  gestattet.    Ich  glaube«    duss 

mistehende  Methode  zu  den  einfachsten  gebOrt,  welche 
^bilden  werden  kOflnen. 


1.)    Rektifikation  des  Kreises. 

^.eoD  AB  (T«f.  yn.  flg.  4.)  der  mit  dem  Halbmesser  OA 
^iebeoe  Kreis  ist;  so  werde  AM  perpendikular  auf  dem 
^%sset  AB  errichtet.  Man  halhire  durch  AC  den  Winkel 
»>  dorch  AD  den  Winkel  MAC,  durch  AE  den  Winkel 
'\durch  AF  dm  WJokel  MAE  u.  b-  f.,  ziehe  darauf  in  B 
^  das  Perpendikel  BC  bis  zum  Durchschnitte  C  mit  AC, 
■".iD  C  auf  AC  das  Perpendikel  CD  bis  zum  Durchschnitte 
^  ^D,  dann  in  D  auf  AJ>  i^  Perpendikel  JOE  bis  zum 
««hschDittc  E  mit  AE^  B.  f.  • 
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Jetit  sind  AB,  AC,  AD,  AE,  AF Linien,   welcbe  der 

L&nge  des  Halbkreises,  also  dem  Werthe  von  x,  wenn  der 
Halbmesser  OA  gleich  der  LängeDeinbeit  ist,  bis  zn  jedem  be- 
liebigen Grade  voo  Approximation  näher  kommen.  Die  Annähe« 
ning  geht  übrigens  mit  raschen  Schritten  vor  sich ,  und  es  sind 
nur  vvenig  Winkelhalbirungen  erforderlich,  nm  mit  ziemlicher 
Genauigkeit  den  Punkt  M  in  der  Linie  AM  zu  erkennen,  wel* 
eher  streng  genommen  erst  nach  unendlich  vielmal  wiederholter 
Operation  erreicht  werden  wfirde,  um  in  der  Linie  AM  die  wahre 
Lauge  des  Halbkreises  darzustellen. 

Der  Beweis  zu  diesem  Verfahren  kann  ganz  elementar  ge- 
führt werden.  Man  braucht  nur  die  Linien  Cß ,  DC,  ED 9^  FE.-, 
bis  zu  ihren  Durchschnitten  B,  Bi,  B^,  B^,..  mit  der  Linie  AB 
zu  verlängern,  und  um  diese  Dorchrohnittspunkte  sich  Kreise 
resp.  mit  den  Halbmessern  BA,  B\Aj  B^A,  B^A..»  beschriebeo 
zu  denken.    Der  Kreis 

vom  ^  Halbmesser  OA  =  1.0A  enthält  alsdann  die  beiden  Punkte 

A  und  B,  \  '        , 

vom  Halbmesser  BA'=z^,'^A 
A  und  C, 

vom  Halbmesser  £|^=4.  OA 
A  und  D, 


»>,.  »f  >»        99  »» 


»  >»  »»  M  »» 


vom  Halbmesser  B^A^si%.OA 
A  und  Ej 


*9  Jf 
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vom  Halbmesser  B^A=il6.0A 
A  und  F 

u.  s.  w. , 

so  d^sB'AB,  Ab,   AD,  AE,  AF.,.,  Sehnen    sind,    denen   in 

diesen  Kiveisen   die  Zentrumswinkel   n,    cT'  T'  iß""  *'    ^^ntspw* 

chen,  deren  zugehüfigeP^ri^eriestäeke  gen a^  gleich  der  Länee 
des  Halbkreises  AB  'stnd.  jBs  sind  also  t)ei  der  obigeii.  Sletbode 
nur  die  betreffenden  Sehnen  für  die  zugehürigenBö^en  gesetzt, 
was  der' Wahrheit  um  so  nälier  tcommen  rauss«  je  grösser  der 
Halbmesser  des  betreffenden  Kreises,  je  flacher  also  der  zu  einer 
solchen  Sehne  gehurige  Bogen  geworden  ist. 

Durch  diese  Koostraktioo»  .:V7elehe  ich  bereits, i^  einer  Schrift 
über  die  imaginären  Zahlen  mitgethellt  habe,  hier  aber  noch  etwas 
weiter  auszudehnen  beabsichtige»  findet  sich.,  auch  auf  ganz  eio- 
fächern  elementaren  Wiege  die  bekannte  Pdrm^l 


^555  .     'M  .  ■    ■  ■ ;  ■  ■  '  , 

COS  25C0«  g^cos  p ....  90«  g^ 

welche  bequem  dazu,  dienen  kiasn^  den  Grad  der  Annäherung  der 
obigen  Werthe  von  AB,  AC,  AD^.  zu  ermitteln.  Man  hat  hier 
nämlich,  wenn  man  den  Halbmesser  uA=i\  aetzi» 
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7h 

COS-j 


'*. 


.   eofijcosQ 
AE= %- :;=3, 12145, 


. '    '    ' ' 


•  ,  $ 


•  !•    I 


AC= =- =3,14083,    . 

CO«  J  CO«g  cos  jj  cos  gl  COSgj 

j4ir= ■ = —=3,14128.  ' 

n    '    7$        7t         n         n         jc 

cos  j- OOS  grCO».^  cos  gj  cos  gJCO»  j^ 

•  •  '  . .  .  • 

I>aai«=3a^U159.*.i9t;  so  folgt,  dass  Mhon  beiTifl^rWiiikeibalbi- 

1 

rangen  der  Näherangswerth  AF  nur  am  gTjo  ^su  klein  ist. 

Alan  kann  sich  übrigens  auch  durch  einfache  Zeichnung  ein 
IMieil  über  den  Grad  der  Genauigkeit  eines  jeden  solchen  NS- 
'  herangswerthes  AF  verschaffen.  AF,  wie  jeder  andere  der  vor- 
itehenden  Nftherungswerthe,  ist  nSmlich  zu  klein.  Verlängert 
man  dber  die  Linie  EF  bis  zum  Durchschnitte  N  mit  AM,  so  ist 
^l^zn  gross;  denn  man  hat 

AF  ^ 


n  sc        neos  n        n         n 

COS32      cosjcosg^       i6*^®*32'^^"32 


luid  da 


9S  ft  Jt  7t 

€08  -KS        cos  x-7  cos  1^  ••.  COSnS 


>at;   SO  ergibt  sich   nach    dem   vorstehenden    Ausdrucke    fiir   it 

Der  Werth  von  n  liegt  also  zwischen  AM  und  AN,  kann  also 
^iM  zwischen  ungemein  enge  Grftnzen  eingeschlossen  werden. 


4» 

Die  vorstehende  Methode  hat  vor  vielen  anderen  nocft 
Vorzug  5  dass  sie  sich  mit  derselben  Leichtigkeit  aaf  die  Rel 
kation  jedes Kbüliebigen  Kreisbogens,  £rsefte  oEMg  Ui 
oder  grosser  sein,  als  der  Halbkreis,  in  Anwendung  brbgen  li 

Wärein  Taf.VIl.  Fig.  6.  derBogen^lAzurektifiziren;  soneb 
den  Halbmesser    OA,    ferner  die  Sehne  AB  und  legt  AM 

Sendikular  auf  OA,    Darauf  halbirt   man  durch  AG  den  Wi 
iAB,   dann  durch  AD  den  Wickel  MAB,   dUM  durch  AE 
Winkel  JUAC,    dann  durch  AE  den  Winkel  MAD,    dami 
AF  den   Wii^el  MAE  u.  s.  f.    (Wäre  ein  Bogen  wie 
welcher  grösser  ist    als  der  Halbkreis,    zn  rektifiziren;    so 
man  ebenso  durch  AC  erst  den  Winkel  MAB  tn.  halbiren 
u.  s.  f.)    Errichtet  man  nun  in  B  auf  AB  das  Perpendikel  i 
dann  in  Q  auf  AC  das  Perpendikel  CD,  daan  in  D  auf  AD 
Perpendixel  D£ ,  dann  in  E  auf  AE  das  Perpendikel  EF  u 
80  sind  die  geraden  Linien  AB,  AC,  AD,  AEfAFi^  n.  f.  die  gesiii 
Näherungswerthe  für  den  Bogen  AB.    Die  vollständige 
kation  w#rde  nach  unendlich  vielmal  wiederholter  Operation 
in  AM  fallende  Linie  ergeben,    dven  Badpunkt  M  sich  mit 
derjenigen  Genauigkeit  bestimmeil   läs^,  die  fibeiliaupt  bei 
Konstruktion  von  Kurven  mittelst  einzelner  Punkte  erreichbar 
besonder^,  wenn  man  unterhalb  der  Linie ^üf  eine  der  obigen  f 
metrische^  Figur  entwirft,   wodureh  der  Punkt  M  «wiscneni 
immer  näher  zusammt orGckende  Punkte  F  «a  Hegen  kommt 

Der  Beweis  ist  dem  früheren  durchaus  ähnlich. 

Wetm  der  Haihmeseet  OA  gieieh  der  LäageMidlmlt  pM 
men  und  der  B<]^en  AB=a  ges&t  wird;  so  ist  die 

Sehne  AB=^28\n^» 

2sin  g- 
a 

Ssinö- 


I,  CÖSttCÖSä. 


2sin5- 
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o         a         ft 

COSjCOSk-COS^ 


u.  S.  f. 
und  es  findet  sich  fiir  den  Bogen  AB=:a  die  Formel 


2sin-5- 


«= 


m         m  a  « 

C0SsiC0S5|Ce8^**.*  cos-g^ 


An 


Aach  Uer  sind  die  Nftherungswertbe,  wie  z.  B.  A  F,  simmt- 
lieh  SU  klein.  VerlÜDgert  man  aber  EF  bis  zum  Durcbechnitte 
N  mit  AM;  so  ist  AJPT zu  gross,  und  man  erkennt,  zwischen 
welche  enge  Grenzen  man  bald  den  wahren  Werth  des  fraglichen 
Kreisbogens  einschliessen  kann. 


2.    Quadratur   des  Kreises. 

Da  in  Taf.TII.  Fig.  4.  AM  gleich  der  L&nge  des  Halbkreises 
and  io  Ta£  VII.  Fig.  5.  AB  gleich  der  Länge  des  Bogens  AB  ist; 
so  muss,  wenn  man  die  Linie  OM  zieht,  das  Dreieck  AOM  in 
Tmf.  VU.  Flg. 4.  gleich  der  Fläche  des  Halbkreises  -und  in  Tai. 
Vn.  Fig.  5.   gleich  der  Fläche  des  Kreisausschnittes  AOB 


q^Mfüflt  wm-  Üb  iqiewi  um  der  9äheriegsli«iM''4Bf 
AC^  AD...  auf  AM,  sodass  z.  B«  AM-^Au  gemacht  wird:  so 
St«lll-d«ir<0re)eeb  AOM  einen  Niheiungswerih  res».  ftlrdeefliJli^ 
M|i»Tar.VH.F^  4»  oder  Ar  den  KreisaaaeohMt«  in  Titf.  VIL 
Fig.'  (t. '  mit  demseioen  Grade  von  Genauigkeit  dar,  welchen  die 
Linge  J0  als  NUleniogsweidi  fflr  den  Bogen  AB  beOm. 

Auch  die  Dreiecke  JOC,  itOD»  AOB,  AOF...  würden  Nä- 
henmgswerthe  für  die  genannt^  Fläche  sein.  Dieselben  entfer- 
nen sich  jedoch  etwas  weiter  von  der  Wahrheit,  als  die  eben 
beschriebeiien. 

Legt  man  in  Tat  VU.  Fig.  6.  durch  B  die  Linie  Bm  parallel 
la  OA  und  zieht  mO;  so  findet  man,  da  nun  das  DreiecK  AOm 
=1  dem  Dreiecke  AOB  ist,  in  dem  Dreiecke  mOM  unmittelbar 
einen  Näherungswerth  fQr  den  Kreisabschnitt  AB. 

Sind  e,  d,  e,  f.,.  die  Durchschnitte  der  Linie  Bm  resp.  mit 
den  Linien  AC,  AD,  AE,  AF,..;  so  können  auch  die  Dreiecke 
cOC,  dOD,  eOE^  fOF...  als  Näberungsweithe  fiOr  dem  fragli- 
chen Kreisabschoitt  angesehen  werden,  welche  jedoch  nicht  gMu 
so  genau  sind,  a|^  der  Werth  des  Dreiecks  mOM,  worin  AJm 
resp.  =  AC,  AD^  AE,  AF.^.  gedacht  wird. 

Durdi  den  Punkt  m  wird  die  Länge  AM  des  Kreisbogens 
AB  In  Bwel  Stücke  von  Mgender  BeschdFenheit  nerlegt: 

deoi  Stücke  Am^  als  Kreisbogen,  entspricht  ein  Kreis  an  sscbnitt, 
wetci^ev  dem  Dreiecke  AOB  gleich  ist; 

dem  Stücke  mM,  als  Kriiisbo^,  entspricht  ein  Krehsanssoiinitt, 
welcher  dem  Kreisabschnitte  AB  gleich  ist 
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•      ♦•     .•  .      .3 


» 


•      I 


\ 


•;'•    *  ■'  •'       li'i.    '      •     ".1    '•      ».      ■    ' 


I  j.  (    '.  U  r,\'  ^  i 


•  •    •        .  • » 

'.  •  *  i  ...  '      .  •      .  :  1 


■  !  < 


■       '  •       I 


Ufelper  die  •  pew«{iiiii9  "ciiKC^  i^aiiyatilr 

scben  Ürahtes  imler  d^iiAlBiiifliiss!.de8 

firdmagriietisiiiiis.  ~  fiüeddl&tlcfit  «Hjnt«« 

urer  Intei^rale  auf  elliptiaehe 

Funktioiieii. 

Herrn  Doctor   J.    Dieneer, 

Vontand  der  höhern  ßargerschiile  «oEttenhetin* 

/  •  .   *     • 

:.  '"Kl'  .  .    '•     \^     •» 


Vom  Punkte  P  (Taf.  V.  Fig.  5.)  Iieranter  li«hg<  ein  Drabf 
PQ,  der  Tön  einem  galranj^ch^n  StronTdarcbläufen  ifird.' 'Dieser 
Draht  ist  um  P  beweglich,  kann  aber  om  0,  das  senk^ächt^nter 
P  liegt,  bloss  einen  Kreis  vom  Halbmesser  r  bescfai'eiben.  Im 
Punkte  S  (unter  dem  Kr4Hs)  wirkt  ^uS  ibp  leinittagnetisClMW (Süd- 
pol (Nordpol  4er  Erde);  welches  ist  seln^tBewr^^iing iin  dem  K^ 
gel,  dessen  Axe  OP=:h  ist? 

(Wie  die  Belegung  mogii|bh'seiQ  kk^nt),  kann  man  aus  der 
daneben  stehenden  Tigur  ersehcfn,  wo  ^äid  £tide  des  Drahtes, 
das  d^rok  Kofk.gesfeckl:  ist,  auf  QuecbäUUrfach^immt). 

Man  wähle  die  Ax^n  Ox,  Öy  in  üer  Eoenl^^des^  Kreises,  so 
dass  iS  in  der  Ebene  arz  liegt ;  aie  positive  Seite  der  s  sei  nach 
oben  gerichtet*  Sei  die  Länge  OS=k9  und  6  der  Winkel,  den 
OS  mit  der  Axe  der  z  macht;  alsdann  sind  die  Koordinaten  von 
;S:i^sind9  0,  A:co8^.  Am  Ende  der  Zeit  t  befinde  sich  der  Draht 
in  PQ  und  sei  der  Winket  ^OQ^^ff,  so  sind  die  Koordinaten 
von  Q:  rcoscr,  rsina,  0.  Sei  D  ein  Punkt  In  PQ^  QD=s,  PQ 
=/.  Bs  das  Element  von  /,    dessen  Mitte  D  ist;    endlich  y  der 

Winkel  PQO,   so  dass    tgy  =  -  ist. 
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Man  lege  nun  cnerst  eine  Elgeiie  durch  5,  P>  Q,   so  ist  die 
de 


Gleichung  derselben: 


V 


Die  Kraft,     welcte  §  auf;. Bas  Element    d$   ausübt«     wirkt 
nur  10  D  nach  der  SenkrOehtea  -huf  df^er  Ebene. 

Die  GleichuDgen  der^inieji^Q  sij^d: 

Irr       .     ';  ^    rsni«>. 
K— «sina-ätz ijr-  i?  . 


— »  .\   — • 


\ 


Fällt  man  Ton  fi' au^ diese  Xäng^  eine  Senkrechte,   so  ist 
deren  Länge :  '7    ♦»,     ^^    ' 

j  V  [rcosa(A4-ifcco8<)-Ms|nd]a^fi?siDMA4-^cosd)>4->''^in^sin«a . 

\        '        .  '     • 

..."  ^ 

Heisat  also  cd  der  WgikeLder  Linien  DQ  und  SD,  so  ist 


1' 


_    ff 


I 


11    i! 


s 

1 
'S/ 


s-l 
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Die  Gleichaog  einer  Ebene  dnrdi  0,.P»  Q  Ist: 

— cosa .  Y  +  sin« .  J[= 6 .  (6) 

•    •     •         '  ■     . . 

cos«  (6) 

^ hksinScoaa  -^TjA-j-  Aco8^  

Man  zerlege  nun  die  in  D  winkfode  Kfaft  m  zwei  fndere»  we- 
von  die  eine  senicrecht  aaf  der  Ebene  (5)  steht»  die  ändere  in 
dieser  Ebene  liegt;  alsdann  überzeugt  man  sich  leicht ,  dass  die 
letztere  Kraft  Iteinerlei  EmAnss  auf  die  Umdrehung  des  Drahtes 
tun  PQ  ausübt.  Die  erste  Kraft  ergiebt  sich  aus  der  Multiplika- 
tion TOD  (6)  und  ^);  d.  h.  sie  ist: 


€»» 


^  *fatwtec>s^^j<A-fftcoB<)     > . 

/  r  {M^nf  4  ilcosd)^  -f  (rcosa — #.cosycosa — AsinÄ)*!* 

L  +(r.sina — Lcosysina)^  J 

■  • 

Da  die  Entfernung;  des  Punktes  D  von  OP  gleich  r — i.cosy  ist, 
so  bt  das  MomMt  der  Drehung: 

/    '  p(jr.siny  +  Acosd;^  +  (rcosa  —  i.cosycosa  —  Asind)*"!* ' 

L  ,  +  (rsina — f.cosysioa)*  ü 

•  «  •. 

ht  S  ein  magnetischerfirdpc^ ,  so  ist  t  unendlich  gtfmM,  und  tfitf- 
M8  Moment  wird: 


ffSi 


iMtkdt^tm   ic>dl)<i 


dehnt  man  es  auf  ii^^anee  Drahtlän^  a^s,  so  erhält  man: 

±  ^  cosyCsinysiodcosa — cosycosd) . 


FSr  vsO  ist  diese  Grosse  nejgativ,  wen^  man  da»  t>bere  Xetchen 
^mt;  ^lUi^  d?e  Kraft  rb<^tu%  (lAf  der  ffiditoing  der  Zeiger 
einer  Uhr)  zu  drehen  strebt,  so  ist  das  Moment: 

=V  ir<>5')^i^tt>8^-^Bki|p«i*^co^) . 

^UihiM  k  «tnri  ftmiMMe,  idie  sich  mf  den  Widtratand,  4tm 
^  Quecksilber  der  Bewegung  lelsiet,  bsisleht,  ted'  Mstman 
diesen  Widerstand  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportio- 
^^9  80  ist  die  Gleichung  der  Bewegung: 


4SSf 


pgj=j-+  f****(g7)   =^co8y(cosyco8i— «ioysinJcosc),       (7) 


weoQ  p  das  TrSgh«ilBiii)omeiit  ides  ßcultfep  ja  B^pg:*iVEif  OP  ist 
Man  setze  hier    (-pjj  =9^  so  ergiebt  sich: 

Das  lotegral  dieser  'GWchubg  Ist: 

itit 


I    •  I 


Hl 


tl 


c.rv"  ■      m 


p  p/»  C08«  +  ^^SlDa  .g^., 

+  25ii2<^ö»*y  cosA-.^  «tay  cösy  sW— -p-^ =^gf j 

Ist     ÄT-=0  fär  a=0»  so  bt  C  leicht  zu  bestimmen.    Da  aber, 

namentlich    wenn    -^-—  ziemlich  gross  ist,  e    i*      bald  unmerklich 

sein  wird  9  ^  kann  iitto  oäcb  loir&tf  Zelt  «etzen: 

.    ;       -.  ... 


1+ 


Ist  it  das  Gewicht  das  Drahtmi.  so  ist  ungefilhr 

/i  ligi^ 

(t  —  «.  cosy)*9i  =  -^ , 

p        U  . 

also    o^^a'*    Kann  man  nun  X  im  Verhältniss  zu  dfiTemacn- 

Jässigen^  so  ergiebt  sich» ,  fifr.  einige  Zeit  nacb  Anfang ~  der  B^ 

(Sa V  P 
8«^  ^  (cosd-^gydiifcoaa),  (10) 

dorch  welche  Gleichung  die  WtnkeigfMRehwiodigkeit  fir^  jedes  a 
Wird.     IlierBils  folgt: 


42» 


V   "äJT"'^''^  Vl-tgy.tgd.co8a* 


I 

M    ■  1 


I        I      .      ••  < 


4     1   ,         ♦  ■  •  I 


«I  * 


tg/tgdcosdr  '■ 

weoD  man  die  Zeit  (oachdeni  die  Bewegung  schon  gedauert),  von 

KTj  >  0,    80    folgt  au8 
(!•)•,  daas-  n    n'    .  ,  •    . 

I.  i^enn  tgytgd^^l,  a  von  0  bis  2«  gehen  kaDji; 

II.  '     ,,     tgytgd>l,    er  nur  von  ß  bis  2n-^p  gehen   kann, 

•.       •  ',    •         '  '    • 

Nur  im  ersten  Falle  hat  eine  vollständige  Rotation  statt ,  während 
im  zweiten  Falle  ein  Hin-  und  Herschwanken  vor  sich  geht.  Im 
ersten  Falle  ist  d  <  OPQ^,  d.  h.  die  Neigung  des  Drahtes  gegen 
die  Senkrechte  ist  erOsser  als  die  Neigung  disr  Richtung  der 
erdma^netischen  Kraft  gegen  dieselbe,  fni '  ersten  Falle  giebt  (11), 
wie  wir  sogleich  zeigen  t^\)llbn : 


V( 


■^0).,....m' 


Bod.fÜr.  4i#  Düner  .^deiner  gibipen (tjindrebiiiig'^.if t  die  Zeit: 

Das  Qudrat  dieser  Grosse,  unter  sonst  gleichen  Umständen,  ist 
also  der  Stärke  des  Erdtmignettsrnrus  proportional.  Far  y=:0 
wird  (13);  ,      N  ^   .^.^ 

Im  iweiten  Fall  ist  die  Daner  eines  Hingangs: 

4/  (^\  .  /*•  '-^  ^         ^  (15) 

=^  ( '^  ^  r~^       ^      , 

V  V(ico8V  "t/_  ^         VT+tgytg&JOS«* 


1 


4S0 

welche  Ckos«o  man  leicht  d«rch  elliptische  Füoktloaen  ausd^ 
Icann.  | 

Nachdem  wir  diese  Aufgabe  eelSst  haben,  wollen  wir  ■ 
so  eben  angeflihrten  Integrationsfohnein  beweUeo,  und  dab^ 
legenheit  nehmen,  einige  ühnliehe  betsußlgen. 


§.2.  , 

Seien  o  und  b  positiv,  wie  in  Allem,  was  folgt,  und  m 
nächst  a>6,  so  ist 

J     (ö_6coa«)4 ""  V     (a-6cos2g))*""V     (a+6— 2*ew*i 


—        2  P9  8y 

-VT+iAa--^cos 


(l-^^pjcosV)* 


^^^S+lJ^    (1-.J*    sin.^)i 


a+h 


wenn  zunächst  «i3=2i|',  ^^gr — ^od0r^|pc=— 5— •    Hieraus  loq 

8a  ! 


y  {•-^ 


o 


= Tfe  Kf  •  VS)-<^'^)] 


•  dl 


Alts  (1)  ersieht  sich  Auü;     \ 

da 


J    (a-T 


^«o«if)4 


Wl-V^)-Kf-V^*)J 


Unter  denselben  Bedingungen,  wie  so  eben,  ist:- 
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Sei  nun  b  willkahrlicfa ,  «o-^t: 
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Eben  so  findet  man: 


(4) 


(«  + 


64ioSa)i 


Unter  den  Bedingiingen  von  (1)  folgt  higraus : 


"~^     (a — A  QOsa)i-  ^^/       (a  —  6  eosc)*  ^J      (  a — 6  cosa)^ 


«  -  -  TT  !   -» 

V  — 


f/v 


da 


■ 


Eben  so: 


'•w    coscrdtt  ' 


/»^    cog 
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(8) 


/»«»_co««8a_  A  4^a. 

J       (o+6co8«)i  ^"^j 

I  die  lotegrale 

*'    y      ^^'    ^^'^ 

die  obigen  zoruckfMbreQ  lassen»   so  können  sie  ebenfalls 
it  werden.    So  ist  z.  B. 


■  • 


(il  »11 
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Xlil^l. 


)l.  •• 


Heber  .(^teriUNilyflroDe  und  Stern- 
polyeder«  iiach  'BoHna^t' 

(Frei  ans  den  Nonvelles  Anoales  von  Terquem.  F^vrier 

et  Avrir  1849;)        ^  ' 


1    <     I 


Von  dem 

(    Hekm  Boctöir  J.  iDieneer, 

V     *       '/  /■  .'  ^'. 

Tontaod  d«r  hohem  Bürgertchale  sa  Ettenheim, 


1.    Es    seien   die  Zahlen    I,  2,  3, n    in   der   natfiriicben 

Ordnung  auf  den  Umfang  eines  Kreises  geschrieben;  man  gebe 
nun  vom  Punkte  1  zum  Funicte' ]rr  von  da  zu  p-fp*-!»  ^^^  ^ 
znp4-2(p  —  1)  u.  s.  f.,  so  soll  zunächst  bestimmt  werden,  wie 
viele  Punkte  mau  zu  durchlaufen  habe,  bis  man  zu  1  zurückkehrt 
und  wie  viele  Male  man  den  Dn^fang  des  Kreises  durchlaufen  bat 

*  Gesetzt  man  gehe  durch  x-{-\  Punkte,  den  ersten  mit  einge- 
rechnet, und  durchlaufe  dabei  ymal  den  Umfang  des  Kreisesi 
80  ist 

p+j:(p— l)=:ny+l,  oder  (p— l)(ar+l)=fiy,  (1) 

wie  man  leicht  einsehen  wird.    Sei  nun  m  der  er5sste  g^neiD- 
schaftliche  Theiler  zwischen  n  und  p  —  i,  zugleich 

m  '  m        *  ^  ' 

so  ist  auch 

a(x+l)=6y.  (3) 

Es  ist  klar ,  dass  es  sich  nur  um  die  kleinsten  Zahlen  x  ood 
V  handeln  kann,  welche  diese  Gleichung  befriedigen,  da  es  kur 
ist,  dass,  wenn  «  und  ßd\e  kleinsten  vverthe  von  y  und  si-l 
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ilod.  Skr,  iß  ebenfidb  der  Gleichung  (3)  genfigen  n.  s.  f.  Za- 
gieich  M  klar,  das«  die  Werthe 

» 

s=zb^l^  y=a  (4) 

der  Gleichung  (3)  genfigeiu  Aber  ick  behaupte,  das«  y  oichl  <a 
seiu  kaun;  aeno  aus  ($  folgt 

and  da  y  <a,  6  aber  theilerfremd  zu  a  ist,  so  kuuote  by  keia 
Vieliaches  yon  a  sein.  Ebenso  kann  iMcht  ;r  -f  1  <  6  sein»  Die 
Werthe  (4)  sind  aisb  die  kleinsten,  vi^elcbe  der  Gleichung  (d) 
genüeen,  d*  b.  man  durchläuft  b  Punkte,  den  ersten  eingerech- 
net, bis  man  zu  ihm  zurfickkehrt,  und  beschreibt  dabei  umal  den' 
Umfang  des  Kreises. 


Sind  1/ — l  und  n  tbeüerfremd,  so  ist  nt=tl,  also  ai==p— f,  b=n; 
d.  h.  In  cliesem  Falle  dnrchlftufl  man  alle  it Punkte,  ehe  manizum 
ersten  zurückkehrt  und  beilegt  sich  dabei  (p  —  l)knal  durch  den 
Umfiing  des  Kreises. 

Im  allgemeinen  Falle  trifft  man  nach  einander  auf  folgende 
Punkte : 

1,  p,  2|>~l,  ?p-2,  4p-3,  ,  (ft-.i;p « (6-2),  l; 

m  dem  besondem: 

1,  p,  2p— 1.  ajp-2,  .4|»-3,  («-l)p-(n-2),  1. 

Denkt  man  sich  im  letzteren  Falle,  der  Punkt  1  bewege  sieh 
dnrchalle  diese  Punkte,  so  ist  also  seine  letzte  Stelle,  ehe  er  auf 
<eioe  ursprüngRche  Lage  zurückkehrt: 

(n— l);i  -  (it-2)=it/>-fi— p+2=(fi— l)ii  +  2— p. 

* 
Dieser  Punkt  ist  also  der  Punkt  n  +  2 — p,  was  übrigens  qatt^lioh 
ist,  da  er  vom  Punkte  n-|*l  (d.  b.  1)  um  j9-^l  zurückliegt 

Daraus  .folgt  auch,  dass  man  dieselben  Punkte  durchbufen 
wird,  wenn  man  von  1  zu  n-t-^-^p  geht  und  sodann  immer  um 
p  — 1  weiter,  also  die  Punkte  von  p  zu  p  nimmt;  nur  wifd  maa 
da  die  entgegengesetzte  Richtung  einschlagen. 

2.  Theilt  man  also  den  Kreisiim^sng  in  n  gleiche  Theile, 
bezeichnet  die  Theilpunkte  .  mit  1,  2.  ...•..•  n,  und  veibindet, 
wenn  P--1  zu  n  theilerfremd  ist,,  den  Punkt  1  mit  p,  diese«  mit 
^-*r,  den  letztem  mit  ^-— 2  n.  s.  C,  so  wird  man,  nachdem 
nao  Gp^l)mal  den  KreWumfang  durchlaufen  hat,  ein  ^escUosse- 
>>^  Vieleck  von  n  Seiten  erbalten,  welches  lauter  gleiche  Seiten 
vnd  gleiche  Winkel   bat 

Sind  die  Theile  des  Kreisnmfangs  nicht  gleich  gewesen,  so 
«hNl  auch  die  Seite»  und  Winkel  des  Vielecks  nicht  gleich. 

28* 
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Wenn  0=2  ist»  00  erhält  man  die  gewObnlicIieD  Vielecke; 
fiir  p>2  aber  die  Sternpolycone.  Dieae  8in4  regelni&asig, 
weoo  die  Theile  des  Kreisumfangs  gleich  wareo. 

Es  ^iebt demgemäss  so  viele  Vielecke  von  it Seiten,  bescbrie- 
ben  10  einer  oder  der  entgegengesetzten  Richtnng,  als  ea  Zahleo, 
kleiner  als  n,  giebt,  die  mit  n  theilerfremd  sind»  und  also  eigent- 
lich bloss  die  Hälfte  dieser  Anzahl,  wenn  man  nur  die  Vielecke, 
die  nach  einer  Richtung  beschrieben  werden,  aufzählt,  indem  die 
andern  mit  diesen  zusammenfallen*  Ob  man  nämlich  von  t  zu  p, 
oder  von  1  zu  n  +  2^p  geht,  erhält  man  dasselbe  Vieleck.  Ist 
aber  p  — 1  zu  n  theilerfremd,  ao  ist  es  auch  (n+2 — p):r^ 
SS«— (p— I),  und  dies  ist  zugleich  <n,  so  dass  diese  »wei  Viel- 
ecke nur  ffir  eines  zu  rechnen  sind,  wenn  sie  gleich  ta  entgegen- 
gesetzter Richtung  beschrieben  sind. 

Da  die  Anzahl  aller  zu  n  tbeilerlremden  Zahlen  gerade  ist. 
so  kann  mau  immer  die  Hälfte  dieser  Anzahl  bestimmen. 

Das  Vieleck  von  n Seiten,  das  man  erhält,  wenn  man  von  1 
zup  geht  (f  —  1  Abtheilungen  des  Kreisumtangs  überspringt), 
heisse  von  aer  Ordnung  p--^.    Also 

n    Anzahl  der  Vielecke. 

II 

3 1, 

i 1, 

5 2,  näml.  von  1  zu  2,  u.  1  zu  3;  also    Ue  u.  2te  Ordsvng. 

« 1, 

7 3,  „  „  1  „  2,  1  zu  3,  1  zu  4,  I„,2„,3„, 

^ 2»  >»  99  I  „  2,  1  „  4,  1»,,3„, 

" «»  M  »»  1  »>  2,   1  „  o,  1  ,•  5  1m,2,,j4„,     9f 

Unter  Winkel  eines  solchen  Vielecks  ventehen  wir  den 
Winkel;  welchen  zwei  auf  einander  folgende  leiten  desselbea 
bilden;  es  ist  der  Winkel,  welcher  den  Mittelpunkt  enthält 

3.  Die  Summe  der  Winkel  efnes  Vielecks  vort  n  Seiten  ood 
der  («— •l)ten  Ordnung  ist  «[n— 2(/i— 1)],  vorausgesetzt,  das« 
p— 1  theilerfremd  zu  n  ist. 

Denken  wir  uns  nämlich  vom  Mittelpunkte  des  Kreises  (allge- 
mein von  einem  Punkte  im  Innern  des  Vielecks)  gerade  Linien  anf 
die  Ecken  des  Vielecks  gezogen,  so  erhält  man  n  Dreiecke,  de« 
ren  Winkelsumme  nn  ist.  Davon  gehen  die  Winkel  am  Mittel* 
punkite  ab,   wenn  man  bloss  die  Winkel  des  Vielecks  berecbneo 


>f 


>» 


Wenn  »=2,   so  ist  diese  Summe   »(ii-2),    wie   bekannt 
Wenn  Ä=:2(p— l)  +  l;=;^~l,  so  ist  die  Summe  aller  Winkel  def 
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Vieleeks  sssr.  kt  also  ii=2^-f  1,  iid4  nsii  eebt  tod  1  m  g+h 
80  erhält  man  ein  Vieleck,  in  dem  alle  Winkel  zosammen  swei 
rechte  betragen«  Wenn  n=2(p— l)-f  2=:%}9  so  ist  die  Summe 
der  Winkel  =2».  Ist  also  it=:2o  und  man  geht  von  1  zu  9,  so 
erhält  man  ein  Vieleck,  in  dem  die  Winkel  zusammen  vier  rechte 
ausmachen. 

Ist  das  Vieleck  regelmässig,  so  ist  jeder  Winkel 

=:Jr«-2(p-l)]=«-2»(^)- 

Es  wurde  bis  jetzt  vorausgesetzt,  dass  die  n  Punkte  auf 
einem  Kreisumfang  lieeen;  aber  es  ist  einleuchtend,  dass  die 
aogefiättten  Sätze  ebentalls  bestehe,  wenn  dieselben  beliebig  auf 
einer  Ebene  vertheiit  sind.  Nur  kann  in  diesem  Falle  es  si^h 
ereignen,  dass  einspringende  Winkel  vorkommen. 

4.  Da  der  Punkt  1,  wenn  man  denselben  sich  bewegend 
denkt,  den  KreisumÜEing  (p — l)mal  durchläuft,  so  kann  eine  Ge^ 
rade  von  demselben  2^ — 1) mal  getroffen  werden;  demnach  kann 
eine  Gerade  die  Seiten  eines  Vielecks  von  n  Seiten  und  der 
(p— l)ten  Ordnung  (immer  p — 1  theilerfremd  zu  n)  in  2(p~l) 
Punkten  treffen. 

5.  Die  Zahl  S^^tl/  i^^  theilerfremd  mit  2q+l.  Demi  sei 
r  der  gtusste  gemeinschaftliche  Theiler  und 

wo  also  n  uodm  theilerfremd  sind  und  jedenfalls  m  nicht  =2  ist, 
so  sind  auch  2n  und  m  theilerfremd.    Da  aber 

j(5r+l)=2»f ,  S74^1=:mr; 

so  hatten  also  auch  ^  (^-fl)  und2^-|-l  denselben  grossten  gemein- 
schafttichen  Theiler  r.  Da  aber  q  und  ^1  keinen  gemeinschaft- 
lichen Theiler,  ausser  1,  haben,  eben  so  aber  auch  nicht  g  und 
2^-t-l,  so  wie  q-t-i  und  2q-{-if  da  sonst  immer  auch  2^-1' 1 — g 
=^-1-1,  2^-1-1^(9-1' 1)=^  denselben  Theiler  hätten,  so  folgt  da-" 
raus,  dass  r=l  sein  muss,  was  die  Behauptung  beweist. 

6«  Wenn  r  zu  ^+1  theilerfremd  ist,  so  geben  die  2^  +  1 
ersten  Glieder  der  arithmetischen  Reihe,   deren  erstes   Glied  r, 

und  deren  Unterschied  ^  \    '  ist,    wenn  man  sie  mit  2^-1-1  dl- 

vidirt,  die  Reste  l,  2,  ..•(29-f  1)  in  beliebiger  Ordnung,  und  der 
0g+2)te  Rest  ist  r,  wo  natürlich  v^^q+l  angenommen  ist. 

Damit  nämlich  der  Rest  r  wieder  erscheine,  muss  fär  x  und 
y  ganze  Zahlen: 


438 

seioy  woraus  wie  in  1.  folgt,  das«  die  kleinsten  Wertbe  von  x  nod 
y   2^4-1  ottd    ^^ — ^  sind,   d.  Ki.  r  erscheint  nicht   wieder'  als 

Rest,  als  beim  (39^2)ten  Gliede.  8o  lange  ferner  ;r<2^-f]  ist, 
sind  alle  Reste  \yerschieden.  Dfsnn  seien  k  und  k  kleiner  aU 
29-f  1 ,  so  mOsst^  filr  Af>  k' : 


«Im  (*~*0*^^«kü>-^«0<29+l). 


4."i..d«»  ?^^^    >«2ff.^l   tb«iJ(Bfire»^  ist,    c^.iQiisste  k-ü 

dutrch  2^4-1  tbeilbar  setn,  yrt»  uAmSgltcb  ist  Es  riebt  sonit 
3^-1-1  versehiedene  Reste,  die  demnadi  dte  Zahlen  1,-8,..^ 2^1, 
unter  denen  anch  r  Torkommt,  weiM  Aach  in  beliebiger  Ordnong, 
umfassen. 

7»  Bs  $fimn  2a +1  Pashte  im  B^taiiie  angenanunen  und  die 
Aufgabe  gestellt,  in  eioem  einzigen  Zuge  die  ^(S^-f-I)  Geraden 
zu  beschreiben,  die  zwischen  diesen  Punkten  möglich  sind,  ohne 
dieselbe  Gerade  zweimal  z^  beschreiben. 

Man  bilde  die  Reiheo: 

2.         4.  7,  11,  ,.,.......  iÖÜL)^,; 

2+2MD.    ,+«Ml).    7+?^,    ll  +  i^>,    


2+p.»ifl>.    4+2.Äf^>.    7+2.  2i^) 

•«(^+,  +  2.2(1+1); 


♦ 


2+2,;?^i>,    4+2^.2^>     7+2v.«^-i^.    •.... 

?<^J)+1+«,.  2(2+1) 
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Jede  dieMT  Wl^Ra^M  «MMt  &  GHeder;   die  erste   wird 

mm/mm   I    1\ 

gefimdeD»  nreim  man  io  dem^  Aüadrncke  -^ — i^.i  ßir  n  »etzt: 
I,  2,  3,....  9;  die  zweite  eiiribbf  sieb  aus  d«r  ersten,  indem  man 
^^^^~^  an  den :  Gliedern  der   ersten  Reihe   UneiizaUl^   ttl'  s.   f. 


Man  durchlaufe  nun,  Tom  Punkte  1  ausgehend,  alle  Punlite,  die 
durch  die  erste  Reibe  beeelelMMrt  smd;  tod  dem  letzten  dieser 

Rdhe,  der  durch  ^^^^-^libie^lB^Mt  ist»  g^hemanzum  ersten 

der  zweiten  Reihe  nid  dovchlanfe  eben  So  die  Punkte  der  zwei- 
ten Reihe;  von  diesen  gehe  man  zu  denen  der  dritten  Reihe 
iber  o.  s.  C,  so  erh&M  mka  {(S^-f-l)  Linien«  die  (tlle  VM  ein- 
»der  vendiiedeo  rfnd. 

Betrachtet  man  die  a  Vertikabreihen,  so  folgt '  poph  6. 
leicht,  dase  in  jeder  die  Punkte  1,  2,..,{2q-i'l)  yorkomm^»,li9 
dass  jeder  Punkt  ^  mal  vorkommt,  wie  dieji  nothwendi^  ist  Wenn 
ferner  n,  n'<9»  k,  k  nicht  >29,  so  kann  man  je  zwei  auf  einan- 
der folgende  Punkte,  die  durch  eine  Linie  verbunden  werden, 
dorcb 


.  » * 


bewichnen.    Sind  nun  m,   mf  ganze  Zahlen,    so  werden  keine 
iwd  der  ^(i^+i)  Litelen  dieselben  ^ein,  wtenn  nicht  zugleich 

V      .  .       .  »     .'  • 

•der 

i  \  '      •  • 

sein  kann.    Aus  den  ersten  zwei   Gleichungen  folgt  durch  Sub- 
^kflon: 

'  11  +  1=11' +  l=(m'-m)(2^1), 
d.  i. 


■  I  < 
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Da  min  Aidbt^  zugleich  nttsii',  üfitsA;'  sem^^arf/  feto  l«t 
Gleichung  unnuvglicb^  iudeu»  n  und  n'  <-g  ßif^  Sje  wfire  nur 
muglich  rar  n^=n',  also  m=m*,  woraus  aber  k=Jk'  folgen  wärde« 
waa^  unst^haft  iat;  da  aonat  die .  obeh  angegiftbenett  raikte  statt 
zweier  Paare  nur  ein  einziges  sein  wj|rden. 

Ai|s  dw  andern  zwei  Gleictwagen  tvdrde  eben  00  folgen; 


n+l  =1  -^  («*+I)+<4»'^^)  (2^+1) , 

.    •       •  .     .  .     '  '       ' .    •    " 

Da  aber.n  find  nf  kleiner  ^:qp  so  ist'.it>ii'+2<29-|-lf  so  dm 
diese  Gleichung  ebenfalls  unmöglich  ist.  iWonatademi  die  Be- 
hauptung folgt. 

Würde  man  dl<$  C^£r-f  2)te  Reibe  bilden ,  so  \tilrden  die  Punkte 
derselben  mit  denen  der  ersten  Reihe  ziisamniebfanen  u,  s.  f. 
Der  letzte  Punkt  der  t^o-f  l)ten  ßejl^e  fillt  mit  dem  erst^  ^' 
samnleh.  .  ^ 

Man  kann  also  ohne  Verdoppelung  einen  Faden  ober  dit 
Seiten  und  Diagonalen  eines  Vielecks  von  ungerader  Seitenanzahl, 
so  wie  über  die  Kanten  und  pi^onalt^  eipes  Polyede^  ^on  un- 
gerader Eckenzahl  wickeln.  '  ' 

8.  Wenn  die  Anzahl  der  Punkte  g0rade  ist,  bo  ist  d*^  4°^' 
gäbe  unmöglich.  Denn  seien  1,  ^,....2g  <)it  Punkte,  so  ni&ste 
man,  wenn  die  Aufgabe,  möglich  wäre,  in  einer  Linie  fort  alle 
o(2o — 1)1  Verbindungen  zu  zwei  schreiben  können,  so  dass  die 
Antangszahl  jeder  Verbri^dung  die  Endaa)^!  der  'Porangehendeo 
wäre,  und  zugleich  ^m.AiUfing  und  Ende  der  Jjinie  dieiielhf^  Zahl 
stflnde.  Ein  jeder  Punkt,  z.  d.  I,  wurde  also  eine  gerade  AnzaU 
mal  vorkommen,  d.  h.  es  würden  von  jedem  Punkte  eine  gerade 
Anzahl  Linien  alisgeben^  fa»  falsöh  ist. 

So  ist  es  z.  B.  unmöglich,  durch  einen  einzigen  Zug  die  vier 
Seiten  und  die  zwei  Diag^H^ateli '  eines  Viereol^s  ^u  beschiMbea. 

9.  Man  habe  ein  ebenes  Vieleck  von  n  Seiten  und  der  Ord- 
nung p — 1;  man  nehme  einen  Punkt  O  ausserhalb  der  Ebeoe 
dieses  Vielecks  an  und  lege  durch  ihn  und  jede  Seite  des  Viel- 
ecks Ebenen ,  so  erhält  man .  in  0  eine  körperliche  Ecke,  you  n 
Seiten  und  der  Ordni^ig  /%.— ^1.  Eine  Gerade  kaup^j^eine  Sdtea 
also  in  2(p  —  1)  Punkten  schneiden  (4.).  Delikt  man  sich  um 
O  eine  Kugel,  so.  bilden  dpa  Durchschnitte  der  genannten  Ebe- 
nep  mit  der  KugelÜäche  ein  Kugel  vieteck  von  n  Seiten  und  der 
Ordnung  p — L  Im  Folgenden  sollen  jedoch  bloss  Kugelvielecke 
der  ersten  Ordnung  betrachtet  werden. 

10.  Man  habe  ein  regelmässiges  Kugelvieleck  von  n  Seiteai 
von  dem  jeder  Winkel  =a  Rechte  ist,  so  ist,  wenn  /solcher 
Vielecke  ^inal   den  FÜcheninhalt  der  l(ugel 'bedecken,   offenbar 

/•(no— 2»+4)=8sr. 
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Wir  troH^n  rnttaamhineD,  diese  /  Vielecke  fitrei  «o  gele^, 
I  sie  efnereeite  omal  die  Kogel  Mdeekeir»  i  aindkreeits  jeweil« 
Jlak^  in  ehern  Paukte  samMBeo^iegt' eind  und  dort,  doroh 
die  den  Selten'  entsprecbcndleD  .fiebnen>   eine :  kOl^licb<s  Eoke 
der  O11I1111D9  p^l'  bilden.    Fir  diesen  Fall  iet  oilenbar'(l.): 


die 


qassAip-^l:); 


ti  '•««'  •  lA*  •«!>••  <i< 


80  daes   also  so   gleicher   Zeit   folgende  Gleichungen   bestehen 
mOsaen:  .  .        ».    , 

wmnf,  mi,  9p'9»  P  ganze»  pgyu^e  Zahlen;  p-rl  t|eilerirei&d 
ai  q  ist»  iund  ti  uiid.  ^  ni^t.  unier  3  sin^-K 

Sei  mm  autlSchitt 

y  =  l,    p=2 

und 

•  •'.»:■•  •  '.   ' 

4    ' 
a)  fcäS,  )?=99  SO  -  »st  0=;;=^»  /=^4'«    d.  h.   man   hat  das  reget-; 

^mtasige  Tetraeder; 


ft  ve^,^  q:^,  Bo  ist  0==!»    f^^%    d.   fa.   man   hat  das    reget* 
piäasige  Ok^eder; 

4  '  ■ 

7)  tt=s3j  qsAf  SO  ist  o^;^»'  fisz.W^  d.  b»  oms:  bei  da^  reget* 

tnSsSfge  Ikosaeder.  , 


•t.i 


FOr  n=3,  kann  nicbt.f  ^6  »ein.. 

•  .•  •. 

Q  n^lj  9=^>  '^  ^^  ^'^S  '   f^^^»   ^*  ^'   '^^'^   l*^^  ^^    reget* 


missige  Hexaeder; 
0  «^,  9=3,  80  ist  a=«r>  /=i2,   d.  h.   man  hat  das    reget* 


3 
mSssige  Dodekaedec^^.^ 

H^her  als  n=:5  kann  man  nicht  mehr  geben, 

p=3. 

Das   Fünfeck  bietet  suerst   ein    Vieleck   der   2ten  Ordnung 
^^  (^).    Sei  also  9=6  und 

-m)  ftrsS,  also  fl=g  »  /==-ir> 

(voraus  in  den  kleinsten  Zahlen: 
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Wenn.  dHeser  KSnper  also  bestellt,  mo' kfA  er  90  draiedcige 
S^Uenfläeheo  tiad  beileäkt  dit  Kaeet  7taial.  Man  bildet  iki  ver* 
iriittekt  dea  reffelmätoigtn  Ucoaaedera*  Ven  jeder  Ecke  des  lebs^ 
tero  gehen  secns  DiagoDalen  aua,  tob 'denen  fttaif  gleich  sied  und 
die  alaioten 'eioer  f&nffiichen  k«Arperlichen  Eeke'  der  avreiftta  Ord« 
nan^  bilden.  Die  zwölf  derartigen  Ecken  bilden  20  gleichseitige 
Dreiecke,  gleich  geneigt  iM-eidaiidery  so  dass  cbdnrch  der 
Stern-Ikosaeder  hervoreebracht  wird. 


8 


'  •    I 


ß)  11^5»  also  a=g  and  f=^ig.  Da  die  körperlichen  Ecken 

Ton  der  zweiten  Ordnung  sind»  so  ist  ^^2.    Sei  also  ^=3,  und 

daher  /^=:12/  so  erhaft  man^hien  KBt1»er,  der  ebenfalls  beetett 
Man  erhält  ihn  aus  dem  regelmäs^een  Ikosaeder.  Von- jeder  Eete 
des  letztern  gehen  5  Kanten  ans,  deren  Enden  eiq  regebnCssiffes 
Fünfeck  bilden.  Die  zwölf  Ffinfecife  machen  den  Stern-Dode- 
kaeder  aus. 

11.  Wenn  man  in  dem  letzten  Körper,  der  die  Kugel  3mal 
bedeckt^  die  Seiten  diqf  F)äcben.  ^z».  je  zwm  verläi^erf  >  bjs.^cne 
sich  treffen,  so  erhält  maii  12  regelmStesige  FOnfecke  der  zweiten 
Ordnung,  die  sich  zu  3  um  20  Ecken  Vereinigen  und« -einen  neuen 
Stern-Dodekaeder  bilden,  der  TonFflofecken  der  zweiten  Ordnung 

gebildet  ist  Ei'  hat  20  dreifache  Ecken,  30  Katiten;  und  foededd 
ie  Kugel  5 mal,  während  die  körperliche  lEcke  von  der  4tenOTd- 
nung  ist 

VerläfigM  man  eben  so  hn  gewOhnKehen  regehnSssigen  Do- 
dekaeder die  Seiten,  der  12  Fünfecke»  so  erhält maflfi^lnen  neuen 
Stern -Dodekaeder,  gebildet  von  Fünfecken  der  zweiten  Ordnung. 
Diese  vereinigen  sicn  zu  fünf  an  jeder  Ecke  und  die  OberfläcoHe 
des  Polyeders  bedeckt  die  Kugel  mir  swelmaL   '-  «     •  - 

Diese  vier  Körper  sind  die  einzigen  regelmässigen  Stern- 
polyeder,  deren  Bestand  nachgewiesen  ist  , 


^      lz=: 


ll 


V  t^-' 


•   •:.»!.. 


.  .  1  j  . 
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;  » . 


BI I  s  c  e  1 1  e  !!• 


ffr  den  Inhalt  einer  gewissen  Art  yon  Körpern, 
lielleicht  bei  der  näherongsweisen  Bestinunung  der 
SchiGbräame  von  Nutzen  sein  können. 

Von  dem  Herantgeber. 


.  \ 


h  Tat  VII.  Flg.  6.  sei  ABCDEF  ein  Korper  von  folgender 
ckaffenheit  Die  eine  begränzende  Ebene  ABCD  dessel^cia 
^u  Trapeziain  -  mit  den  parallelen  Seiten  ^A  und  CD,  welche 
^^r  ihre  Mittelpunkte  G  und  H  mit  einander  verhindendeu 
wen  Linie  GA*  senkrecht  stehen.  Die  beiden  aif  der  Ebene 
CZ),  und  also  nach  dem  Vorhergehenden  auch  auf  der  Linie 
Mokrecht  stehenden  begrftnzenilen  Ebenen  AEB  und  CFD 
^  Korpers  seien  ParabeTseemente,  deren  Axen  die  ^lif  dön 
jea  AB  und  CD  in  deren  Mittelpunkten  G  und  tf ,  und  also 
k  auf  der  Ebene  ABCD  und  der  Linie  Gtt  senkrecht  stehen- 
>  Uien  EG  und  EH  sind.  Die  Scheitel  dieser  Parabelses- 
Bte  sind  £  und  F,  Endlich  sei  die  unsern  Körper  begränzende 
^  Fliehe  ABCDEF  wi  beschaffen,  dass  jeder  auf  GH 
>^cbt  stehende  Queerschnitt  des  Kdrpers  ein  Farabelsegment 
dessen  Axe  in  der  auf  der  Ebene  ABCD  senkrecht  stehen- 
cbeoe  EFGH,  und  dessen  Scheitel  In  der  die  Scheitel  E 
/  der  Parabelseghiente  AEB  und  CFD  mit  einander  verbin- 
»»  geraden  Linie  JEF  liegt. 

^m  das  Volumen  V  dieses  Körpers  zu  bestimmen,  setze 
f  der  Kurze  ivegen  AB=Xi,  CD  —  x^  EG=yi,  FH=zy^; 
1  i>exeichDe  die  ilbst&nde  der  Punkte  G  und  H  von  einem  in 


AÄA 

der  Linie  GB  oder  deren  Verlängerungen  beliebig  ansenommeneo 
Punkte  respectiTe  durch  Ui  und  u%f  wobei  wir  jedoeh  annehmeo 
wollen,  dass  tri  kleiner  als  n^  eei,  was  offenbar  immer  verstaitet 
sein  wird.  Bexeichnen  wir  iudess  zuerst  die  Linien  AB  und  EG 
überhaupt  respective  durch  x  und  y »  und  den  Abstand  des  Punk- 
tes G  von  dem  in  der  Linie  GB  oder  deren  Veriineeruneen  an- 
genommenen   Punkte  Oberhaupt    durch   u,  so  ist    das   Parabei- 

2  111 

Segment    AEB  =:i-^xy\    sind  aber  hmet  ■sx=z^au-\' k^  oder 

x^^au-Y-b  und  y^zau-\-ß  die  Gleichungen  der  Linien  il Coder 
BD  und  £F,  so  ist  das  Parabelsegment 

AEB=^  (au  -^b)i€tu  +  ß), 
und  folglich  offenbar  der  gesuchte  körperliche  Inhalt 


oder 


•  t 


r  =j  /      laau*  +  iaß+cA)u+bß\du, 


d.  i. 

F=  |ljaa(ii,«-«|*)  +  5-(a?+«6)(»,*-i«i«)f6P(iit-«i)l 
oder 

Es  ist  aber 

also 

^a — ^1       ^      ar,fig— jr^tti 

a=s  — —  j    Osg    —  > 

«s — «1       "^        «a-*-«! 
folglich,  tri«  man  leicht  findet: 


445 


I      • 


3(«i-«i) )     1-  ^  1 

* 

Nttdi  gebOrfeer  Entwickehmg  der   eiageklamnertev  GrCsse 
findet    man    leicnt»     das«     itt     dersefbeii    die    Gr^lasen     i^yj 

und  x^y^  beide  in  j  (tt^^Ui)*,  die  Grössen  a^ij^t  und  x^jfi  beide 

1  '  '  •  '  ' 

io  ^(vji^iijl)*  moltiplidrf  sbid;  also  fa^  * 

2  1 

^= 9  («•— «i)  {^lyi  +  ^t»i + 2  (^ly« + ^«yi)l » 

oder 

<^r,  freoD  wir  ti« — tf|=to  setzen: 

^=9  w|2{ariyi +ar«yj|)  +  ^i^+ a«fi I, 


oder 


F=  Jw|jrt(Jyi+3^+a^(2y,  +  yi)U    • 


oder 


1 

'^=  9  « tyi(2ari  +  «i) +ya(2a;t + ^i)  I . 


In  Bezug  auf  die  Figur  iat  L 

■  •       • 

1 
Fnz^GH.  \AB .  (2EG  ^FH)^CD.  ßFH  +  EG)] 

oder 

r=lGH.\EG.(?AB+CD)  +  FH.(:2CD+AB)\. 

Dasa  die  Linien  GH,  AB,  CD,  EG,  FH  bei  Körpern  wie 
w  Torlie^ende  immer  sehr  leicht  gemessen  werden  können «  sieht 
"'^  sogleicb  ein»  and  aucb  die  lächnung  nach  den  obigen  For- 
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mein  bietet  keine  Sehwierigkeit  dar,  weshalb  man  ako  i 
^nneln  wohl  zur  näherunnweisen  Berechnung  der  Scfaifsr 
lilder  Praxb  sollte -gefaramSmölESDniBn,  wenn  man  nnrlieQ 
schnitte  des  Schllb  mit  hinreichender  Annäbeniog  als  Panbi 
nuente  betrachten  kaon»  was  Qbrigens  schon  öfter  in  Vori 
gebracht  worden  Ist 

Zerlegt  man  ein  Schiff  in  mehrere '  solche  K5rper  wie  dei 
her  betrachtete  yod  der  gemeinschaftlicheo  oder  gleicheo  Hol 
HO  ift  i»  leicht  dweli  sich  selbst  vemtSndlicber  Be2«ich 
ipem»  n  die  Anzahl  der  Theile  ist  6 


■       f 


r 


^i(2yi+j*)+^(2ji'+yi) 

l     J+«.(2sr,+y4)+*4(2»4  +  »») 

u.  s.  w. 
oder,  wenn  L  die  ganze  Lloge  des  Schiffs  beaeichnet: 


«' 


F=/^  <+^4(4sr4+y»+y») 


9u 


n*  s.  w. 
1+ *«+i  (23f»f  i  +jn) 


oder 


F= 


Fflr  fi=3  Ist  z.  B. 


F=  Jg^l^C^iSfk  +  ^ijh+^a^) + ^i^^+«^(yt +*) + ^  ^ 


oder 


Diesen  G^eiwtand  noch  weiter .  imMii|flfirm »  tot  je^f  nicht 
16  Absicht 


:i  ■  '..V 


reiben  des    Herrn   Franz    Dietzel,    Lehrer   an   der 
liglichen  Baogewerkenschule  zu  JKfttau»  ^  dcmHerans- 

'•  '     'gebor»  .        '  \ 


.  1.1 


erlanbe  mir  Ihnen  ^tie^   in  denletit^n  Tagen  Ton  lalf 

ene  Formel  ffir  die  Beatimmung  dea  Kabikiahdtea  der  ab« 

teo  Pyramide  mitzutheilen.    Dieaelbe  ist  zwar  fllr  die  Wis- 

ukft  nicht  yoq  Bedevtang«    für  den  elementaxen  Unterricht 

die  Praxis  aber   nicht  ganz  ohne  tWIchtigIceit.    Weniesteoa 

ts  mir  das  Letafeiip  änige  BaöiDeiater,  denen  ich  sie  .mittneilte« 

icbert. 

Bezeichnet  man  (Taf.  VII.  Flg.  7.)  den  FUcheninhalt  der  m« 
Grandflache  ABC.,.,  der  abgekflrzten  Pyramide  ABC..,,  mit 
feo  der  obefo  abed..:  ^Hf^  oen  Ahetand  beider  mit  A,  sowie 
Abstand  der  obeni  Cirandittche  a6c.„  ran  der  fiagirten  Spitze 
itt  A';  seien  ferner  ab  and  AB  >wel  beliebige,  aber  in  der- 
n  SeMeafläch«  Hegende  Seiten  der  CIraodflächen  und  werde 
Bit  /,  AB  mit  X  Mseichnet ;  so'  ist 

Sa:SAz=il:L—h':h  +  h' 


vuiol^ 


ler  igt 


(lieh 


l\        A'  — Ali.. 


f:F=P:I^, 


2)       /=£/•. 
3)      F=^f. 


B  ist  der  Inhalt  J  der  ahgekfirzten  Pyramide  gleich  der  ganzen 
^i4e,  weniger  dem  abgeschnittenen  StQck,  also 
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7s=|:  .F(A+A')--J/!l'a  |t«.+  Ä'C-ZO) 


tiiid  wienn  man  1)  sabsfltoirt: 


^  '^K^O- 


oder  wenn  man  2)  nnd  3)  subsütairt: 

■ 

II.     J=3^V  J1+7+  pj  Izaa.   Wird  fcsL,  werden  also  beide 

i        Grandfllchen  einander  gleich,  m 

Die  Formel  I.  wird  man  anwenden ,  wenn  beide  Groodti- 
elien  Fnnd.f  leicht  zu  bestimmen  sind;  H,,  wenn  die  noteie 
Orandilttche  nicht,  sondern  nnr  eine  Seite  L  derselben»  nnd  III., 
wenn  die  obere  Grundfläche  nicht  leicht  zu  bestimmen,  soodem 
oiit  iM6e  Seil»  /  demelben. 

» 
.^  Es  liessen  sich  darsus  noch  FoleeningeB  sieben»  z..B.  iBr  da« 
Vecfahren»  welches  »an  bei  schief  abgeschnittenen  Pynunidea 
einsuschlagen  hat»  wo  man  nnr  d«ich  den  tiefsten  Punkt  eine 
Parallele  ^r  Grundfläche  au  ziehen  hat  u.  a.  w. »  mas  Uk  aller, 
um  nicht  weitläufig  zu  werden»  nicht  weiter  wsfiihren  wüL 

Zittau  d.  12.  Febr.  1849. 


t  .  • 


JLIterarli^elier   Serfelit 


Arithmetik* 


Sammlung  von  Inte^raltafeln  zum  Gebrauch  für  den 
Unterricht  an  der  Königl.  Allgemeinen  Bauschule  und 
dem  KSnisl.  Gewerbe-Institut.  Im  Auftrage  des  Mini- 
steriums ffir  Handel,  Gewerbe  und  Cffentliche  Arbei- 
ten bearbeitet  von  F.  Minding,  Doctor  der  Philosophie 
und  Professor  der  Mathematik  an  der  UnirersitAt  zu 
Dorpat.     Berlin  1849.   Icl.  4.  1  Thlr.  5  Sgr. 

Wir  beeilen  uns  das  Erscheinen  eines  Werkes  ansuzeigen» 
durch  welches  einem  wahren  Bedürfnisse  sowohl  bei  dem  Unter* 
richte  in  der  Integralrechnung  und  der  höheren  Mathematik  fiber* 
haupt,  als  auch  nei  den  vielfacben  Anwendungen,  welche  sich 
von  derselben  machen  lassen,  abgeholfen  wird.  Es  ist  bekannt, 
das«  schon  Leibniz  vielftich  auf  die  grosse  Wichtigkeit  analyti* 
scher  Tafeln  hingewiesen  hat;  für  keinen  Theil  der  Analysis  sind 
solche  Tafeln  hSer  wichtiger  als  ffir  die  Integralrechnung.  Die 
ersten  Integraltafein  lieferte  der  um  das  Stuffium  der  Mathema- 
tik vielfach  verdiente  Meyer  Hirsch  im  Jahre  1810,  und  man 
kann  wohl  sagen,  dass  diese  Tafeln  den  Hauptinhalt  der  damals 
die  Integralrechnung  in  ihrer  Gesammtbeit  repräsentirenden  Werke 
von  Eufer  und  Lacroiz  darstellten,  und  deshalb  allen  billiffen 
Ansprüchen  entsprachen«  da  eie  jedenfalls  auch  für  den  praxti- 
schen  Gebraodbi  im  Ganzen  Kweckni&ssig  eingerichtet  waren.  Diese 
.Tafeln  von  Meyer  Hirsch  sind  nun  aber  «ehr  lange  vemifen 
und  im  Bachhandel  nicht  mehr  au  haben ,  was  wohl  jeder  Lehrer 
der  höheren  Analvsis  und  mancher.  Praktiker  schon  4ft  unange- 
nehm empfunden  nat.    Wir  ^erinnern  uns  schon  einigemal  Anfcfin* 


Baikl  XIII. 
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digiingen  neoer  lotemltafeln  gelesen  zo  haben;  aber  kein^aolcbcs 
projectirtes  Unternenmen  scheint  znr  Ansfuhning  eeknoinieB  ni 
sein,  was  namentlich  rficksichtlich  der  Tafeln  zn  liedanern  ist, 
die,  so  viel  uns  noch  erinnerlich  ist  —  da  nns  in  diesem  Aoseu- 
blicke  nicht  die  nOtbige  Zeit  za  genauem  literarischen  Naciisu- 
chungen  zu  Gebote  steht  —  vor  einigen  Jahren  der  sehr  verdiente 
und  geschickte  Herr  Professdr  Motn  in  Linz  in  den  Astrono- 
mischen Nachrichten  ankündigte,  da  diese  Ankündigung  zu 
sehr  schönen  Hoffnungen  berechtigte.  Als  eine  neue  Au^be 
der  völlig  vergriffenen  Tafeln  von  Meyer  Hirsch  Ist  nun  das 
vorliegende,  wohl  auch  in  demselben,  nnr  an  einen  andern  Besi- 
tzer übergegangenen  Verlage  erschienene  Werk  in  gewisser  Rfick- 
sicht  zu  betrachten,  wenn  auch  die  Gerechtigkeit  gegen  denjetzi- 
gejl  Herrn  Verfasser  erfordert  j  gleich  hier  zu  beraerkony  dass 
sein  Werk  eigentlich  eine  ganz  selbstständige  Arbeit  ist.  und  io 
vielen  Punkten,  die  wir  nun  etwas  näher  bezeichnen  wollen,  ?on 
seinem  Vorgänger  wesentlich  abweicht 

Zuerst  billigen  wir  es  ganz,  dass  der  Herr  Verfasser  die  Me- 
thoden und  Formeln  zur  Zerlegung  der  gebrochenen  FnnctioBen 
in  Partbibrfiche ,  mit  denen  Meyer  Hirsch  seine  Talein  beeinnt, 

ganz  weggelassen  hat,  weil  diese  jedenfalls  nur  in  die  Lehr- 
(icher  der  Integralrechnung  geboren«  und  ans  denselben  erlernt 
werden  mfissen.  Nicht  ganz  einerlei  Meinung  können  wir  mit  dem 
Herrn  Verfasser  darin  sein,  dass  auch  die  Reductionsformeloi 
von  denen  in  der  Integralrechnung  so  häufieer  Gebrauch  gemacht 
wird,  und  ffir  welche  Meyer  Hirsch  daner  auch  eine  ziemlich 
vollständige  Tafel  geliefert  hat,  ganz  weggelassen  worden  sind; 
denn  wenn  allerdings  diese  Formeln  eigentlich  zu  den  Integra« 
tions methoden,  und  deshalb  streng  genommen  in  eine  Samni« 
lung  von  Integral  form  ein  nicht  gehören,  so  ist  es  jedoch  jeden- 
falls sehr  angenehm,  sie  in  den  altern  Tafeln  von  Meyer  liirach 
ihres  häufigen  Gebrauchs  wegen  au  einem  Orte  beisammeo  xn 
finden.  Inc^ss  können  auch  in  diesem  Punkte  die  Lehrbücher, 
welche  die  Reductionsformeln  nothwendig  enthalten  müssen ,  leicht 
zur  Ergänzung  der  Tafeln  dienen ,  und  wir  wünschen  daher  ans 
unserer  vorhergehenden  Bemerkung  keineswegs  einen  bestimmtea 
Tadel  der  vorliegenden  rteuen,  gewiss  sehr  verdienstlichen  TaMa 
entnommen  zu  sehen ,  da  dem  Herrn  Verfasser^  wohl  auch  der 
auf  dem  Titel  angegebene  specielle  Zweck  derselben  gewisse 
Schranken  votzeichnete.  Rücksichtlich  der  anderen  Abweichon- 
gen  von  den  älteren  Tafeln  von  Meyer  Hirsch  wollen  wir  ma 
den  jetzigen  Herrn  Herausgeber  selbst  reden  lassen: 

,,  Bei  Ausarbeitung  dieser  neuen  Tafeln  ist  der  im  Unterrichte 
bewährte,  auf  stufeimeisen  Fortschritt  vom  Einfacheren  zum  Za- 
saitimengesetzteren  gegründete  Plan  der  früheren  Tafeln  iro  Gan- 
zen beibehalten  worden,  jedoch  mit  wesentlichen  Abänderungeu, 
nämlich : 

1.  Das  den  Tafeln  za  Gründe  liegende  System  von  allgemei- 
nem Formeln  ist  in  seinen  einzelnen  Gliedern  mehr  entwickelt  irod 
in  das  Ganze  verwebt  worden,  indem  theils  «jeder  Tafel  die  ihr 
entsprechende    allgemeine  Formel,    nach  Umstanden  in  mebrem 
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Gestalten,    vorangeslellt  ist,  theils  4ie  mehrere  Tafeln  zugleich 
imfiiaaenden  FormelD  ,  an  deo  gehorlgen^  Orten  eiogeacbaltet  sind. 

2.  Die  Zoriickweisongen  von  einer  Tafel  auf  die  andere  sind 
auf  ein  geringeres  Maass  beschränkt  worden,  um  aberAll»  so  lanm 
nicht  allsu  grosse  Weitläufigkeit  entstand,  vollständig  ausgerech- 
nete Femiein  yonulegen. 

3.  Integrale,  welche  durch  sehr  nahe  liegende  Substitutionen 
ia  andere  einfachere  äbergehen,  sind  unter  oer  einfacheren  Form 

anfiusuchen.     Dies  gilt  namentlich  von  den  Formen  /  — XS3»' 

/«•-«aar  t/     «  + 

'^Zg^nTc^tm  '"  ^^^   ersteti  Abtheiluog,  welche  man  nur  dann 
unmittelbar  in  den  Tafeln  flndet,  wenn  m  und  it   keinen  gemein- 

schaMidieo  Tbeller  haben,  so  dass  a.  B.  /    iAj^  '^^   ^^  Form 

wird.    Huren  diese  Unterscheidung  werden  viele  störende  Wie- 
derhofoBgen  vermieden. 

4.  Mehrere  Tafeln  nber  bestimmte  Integrale  und  andere  wich* 
tige,  erst  in  neoi^ter  Zeit  entstandene  oder  verbreitete,  analyti«» 
sehe  Entwicklungen  sind  in  der  vierten  und  fünften  Abtheilung 
hinzugef flgt  worden.  Hier  konnten  auch  die.  Beweise  der  Formeln 
nicht,  wie  in  den  andern  Abtbeilungen  —  wo  sie  nämliob  durch 
Differentiation  der  Integrale  sich  von  selbst  ergeben  —  übergan- 
gen werden;  doch  sind  sie  möglichst  kurz  gefasst  worden,  i^m 
die  tabellarische  Form,  so  weit  es  anging,  auch  hier  zu  bewahren. 

All  verschiedenen  Stellen  sind  die  den  trigonometrischen  nach- 
sebildeten  hyperbolischen  Functionen  gebraucht  worden,  nämlich 
oer  hyperbolische  Sinus,  Cosinus,  Tangens,  Cotangens  von  x^  be- 
zeichnet du>cb  9Ä^^aty  €ofx,  ftanßXp  Cotdngar.  Man  hat  b«- 
kanntiieb 

e»+«-'    ^i  e*— C-'    -_     ^        ejnjT 


CoTr  =  — ^ ,  Slt?  ar= g *  (Cang  jr = 


Cof*' 


Fener  Ibecu*  (^in=x)  oder  ^cc6tndr=  log  (;r-|-Vx*-|-I) 
~JV^+V  3hx  €»r» = log  {«  +  V  x*-l) 
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2ltc«öMng«=;  j  log  ^=y      -jinr 

Die  sonstigen  Bezeichnungen  ^sind  die  allgemein  .Hbtidien. 

In  allen  diesen  Punkten  sind  wir  mit  dem  Herrn  Herausgeber 
vollkommen  einverstanden,  und  glauben  auch,  dass  er  bei  der  Mit* 
theilung  verschiedener  neuer  Entdeckungen  und  EntwicUan^eo, 
durch  welche  die  Inte^alrechnung  in  neuester  Zeit  allerdings 
sehr  erweitert  und  bereichert  worden  ist,  meistens  das  fiir  den 
VQrliegenden  Zweck  richtige  Maass  getroffen  hat,  wie  z.  B.  io 
der  fUnflen  und>  letzten  Abtheilung  bei  den  Elliptischen  FnnctioneD, 
'  wo  er  sich  seiner  eigenen  Angabe  nachhauptsftchlieh  anLegendre: 
Tn^itö  des  fonctions  eiiiptiques.  .Tome  I.  Paris»  1825. 
gebalten  Imt,  wenn  freilich  auch  die  Tafel  den  gegenwärtigen  Zu- 
stand dieser  wichtigen  Lehre  nicht  vollständig  darstellt»  was  aber 
auch  nicht  muglich  gewesen  sein  wurde»  ohne  dem  Buche  eineo 
ganz  nngebflhriichen  Umfang  geben  zu  mössen,  iveshalb  wir»  wie 
schon  erinnert,  rQeksichtlieb.des  hier  mit  Umsicht  inne  gehalte- 
nen Masiffses  ganz  mit  dem  Herrn  Vf.  Obereinstlramen.  Dasselbe 
gilt  von  den  Gammafunctionen»  dem  Integrallogarltlimiis»  den  En* 
ler'schen  Integralen  und  anderen  keinem,  wer  mit  den  neueren  Fort- 
schritten der  Integralrechnung  vollständig  vertraut  ist»  unbekann- 
ten bestimmten  Integralen»  wobei  wir  jedoch  im  Interesse  der 
Wissenschaft  an  sich  den  Wnnscb  nicht  unterdriicken  können, 
dass  es  einmal  dem  Herrn  Vf.  oder  einem  andern  mit  den  neue- 
ren Fortschritten  der  Integralrechnung  vollständig  vertrauten  Ge- 
lehrten gefallen,  mochte,  ein  zweckmässig  geordnetes  Vollständige» 
Verzeichniss  aller  bis  jetzt  gefundenen  bestimmten  Integrale»  «so 
mit  anderen  Worten  eine  besondere  Tafel  der  bestimmten  Inte- 
grale zu  liefiern»  mit  einer  kurzen  Nach  Weisung  der  Quellen,  wo 
sich  dieselben  entwickelt  finden;  so  viele  Bdiwierigkeiten  eino 
solche  Arbeit  auf  der  einen  Seite  haben  dfirfte»  so  nfitzlich  würde 
sie  auf  der  andern  sein.  In  der  vorjiegenden  Tafel  scheint  nno 
indess»'  ohne  dieselbe  rücksichtlich  ihres  Zweckes  nngebObrlidi 
ausdehnen  zu  müssen»  auch  filr  die  bestimmten  Integrale  hinrei* 
chend  gesorgt  zu  sein. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  nun  bloss  noch  bemerken»  diu»  wir 
allerdings  in  einer  Beziehung  noch  eine  Vervollständigung  der 
vorliegenden  Tafeln  gewünscht  hätten»  die  denselben  auch  ohne 
zu  grosse  räumliche  Ausdehnung  derselben  leicht  hätte  gegeben 
werden  können»  und  nach  unserer  Meinung  auch  namentlich  den 
auf  dem  Titel  angegd>enen  speciellen  Zwecke  dieser  Tafeln  sehr 
förderlich  gewesen  sein  würde.  Man  weiss  nämltcii»  wie  unge* 
mein  wichtig  für  alle  Anwendungen  der  Integralrechnung  die  Me- 
thoden zur  näherungsweisen  Ermittelung  bestimi^ter  Integrale  sind 
Fassen  wir  z.  B.  nur  einen  für  Peutschland  gerade  gegenwärtig 
überaus  wichtigen  Gegenstand »  die  Schiffsbaukunst  und  dasScbiis- 
manoeuvre»  ins  Auge,  so  finden  die  senannten  Methoden  z.  6. 
bei  der  Bestimmung  des  cubischen  Inhalts  der  Schiffe»  der  Schib* 
alchung»  der  Bestimmung  des  Wasserpasses ,  bei  der  Ermitteloog 
des  Schwerpunkts»  der  so  höchst  wichtigen  Stabilität  der  Schiffe, 
ihrer  Trägheitsmomente  Behufs  des  Schwankens  und  Stampfenf 


68$. 

der-Scbife  (ronlis  «C  tangagM),  selbst  auch  des  Widerstandes 
n.  8.  w.  die  wichtigste  AnivenduDg,  und  iiberhaapt  in  Iceinen  Theil 
der  Scbifisbaalraiist  ist  eine  gehörig  wissenscbafUicb  begrflndete  - 
Einsiebt  mOgiich,  ohne  eiii.e  voltständige  Kenntniss  der  sur  Er- 
iDitteInne  der  Werthe  bestimmter  integrale  erforderlichen  Metho« 
den  m  besitzen./  Wenn  sich  nun  auch  freilch  von  diesen  Metho* 
den  gevrisserroassen  dasselbe  sagen  iSsst,  was  oben  von  den* 
Metboden  zur  Zerlegung  der  gebrochenen  Functionen  in  einfache 
Brüche  und  von  den  Reductionsformeln  gesagt  worden  ist,  so  hat* 
ten  wir  doch  gewünscht ,  dass  wegen  ilirer  so  überaus  grossen 
Wichtigkeit  für  alle  Anwendungen  der  IntegraUechnung : 

!•  den  Formeln  und  numerischen  CoeiBcienten  von  Cot  es 
(Aestimatio  errorum  in  mixta  mathesi  etc.  auctore  Ro* 
gero  Cef  es.  Lemgo  viae.  1768.  8.  p.  86.  in  der  besonderen 
Abhandlung:  Qe  methodo  differentiaii  Newtoniana.); 

'  2.  den  mit  diesen  Cotesischen  Formeln  in  naher  Beziehung  ste- 
henden, naeh  unserer  Meinung  eben  so  wichtigen  Correctionsfor* 
mein  und  numerischen  Coeffici^nten  von  Stirling  (Methodas 
differentialis:  sive  Tractatus  de  summatione  et  inter- 
polattohe  serierum  infinitarum.  Londini.  1739.  pag. 
146.); 

und  endlich 

3.  den  berühmten  Formeln  und. numerischen  Coeflictenten  von 
Gauss  (Methodus  nova  inteffralium  valoresper  appro* 
ximatiönem  invenieiidi  In  aen  Commentationes  socie* 
tatis  regiae  scientiarum  Gottingensis  recentiores. 
Vol.  III.  Gottingae.  1816«  pag.  39.),  welche  als  eine  höchst 
wichtige  Erweiterung  der  Cotesmchen  Formeln  zu  betrachten  sindi' 

eine  besondere  Tafel  gewidmet,  und  die  Art  der  Anwendung 
dieser  Formeln  kurz  erklärt  und  etwa  durch  ein  Paar  Beispiele 
erläutert  worden  wäre,  wodurch  gewiss  der  sehr  zu  wünschenden 
Einfiibrung  dieser  Formeln  in  die  verschiedenen  Zweige  der  Pra- 
xis.  wesentlicher  Vorsrhbb  geleistet  worden  wäre;  auch  würde 
eine  kurze  Hindeutung  auf  aie,  als  ganz  specielie  Fälle  der  obi- 
gen Formeln  zu  betrachtenden  Formeln  von  Simpson  oder 
Chapmao,  die  schon  in  der  Praxis  allgemein  Eingang  gefun- 
den nahen,  oline  zu  vielen  Raum  in  Anspruch  zu  nehmen,  zu 
Sehen  leicht  muglich  gewesen  sein.  Vielleicht  entscbliesst  sich 
er  Herr  Verfasser,  seme  Tafel  durch  eine  kleine,  in  gleichem 
Format  gedruckte  Tafel  aller  dieser  Formeln  noch  zu  vervollstän- 
digen, die  dann  jeder  Besitzer  des  vorliegedden  Buchs  demsel- 
ben leicht  noch  anbinden  lassen  kann. 

Wir  scbliessen  mit  der  bestimmten  Hoffnung,  dass  das  vor- 
liegende Buch,'  welches  einem  wesentlichen  Bedürfnisi^  auf  zweck- 
ntaige  Weise  abhilft,  viele  Käufer  und  eine  weite  Verbreitung, 
die  es  mder  That  auch  vollkommen  verdient»  finden  ^ird.  Der 
Druck  und  überhaupt  die  äussere  Ausstattung  ist  sehr  sebOn,  und 
die  Zahl  der  S.,V.  und  S.  VI.  angezeigten  Druckfehler  ist  mit 
Rücksicht  auf  die  Schwierigkeit  des  Drucks  nicht  gross. 


PrograDim   d€8   H er zo glichen  Realgymnasiam«. la 
Gothii,  herausffegebeii  Ostern  1849.    Iniialt:    EUmen- 
lare    Entwicklung    der     Gaussischen     JUeihode,    iit 
Wertke   begtentter  Integrale  durch  Näherung  zu  fin- 
den.    Vom  Professor  Breischneider. 

Der  Herr  Verfasser  hat  in  dieser  ausgezeichneten«  eioe  wei- 
tere Bekannt^verdung  sehr  verdienenden  Schulschrifl  eine  elemen- 
tare Entwickelung  der  berühmten  Gaussischen  Methode,  die 
Werthe  begrenzter  Integrale  zu  finden  (Methodua  nova  iategralium 
valores  per  apnrozimationeni  inveniendi  in  den  Coniin.  See.  Reg. 
Gott,  recent.  Vol.  III.  1816.  p.  39.)  gegeben «  und  sich  dadurch 
um  die  weitere  Verbreitung  dieser  auch  filr  die  Praxis  sehriricb* 
ligen  Methode,  welche  die  Cotesischeu  Formeln  unter  sieb  be* 
greift,  ein  sehr  wesentliches  Verdienst  erworben,  weil  das  Stu« 
dium  der  Gaussischen  Abband lunff  wegen  der  vielen  darin  ange- 
wandten analytischen  Kunstgriffa,  die  ineistens.  ziemlich  verstectit 
liegen,  mit  manchen  ^chwieriskeiten  verknüpft  istr  Auch  bat  der 
Herr  Verfasser  in  dieser  Abhandlung  einen  Beweis  a  priori  ge- 
geben, dass  die  Endpunkte  der  Abscissen  von  den  Grenzen  paa^ 
weis  gleichweit  entfernt  sind,  welcher  sich  in  der' GauSsiscbea 
Abhandlung  nicht  findet,  und  ist  auch  In  der  allgemeinen  Be^tiDi- 
mung  der  CoefGcienten  der  transformirten  Gleichung  Nr«  15.  8. 9. 
seiner  Schrift  weiter  gegangen  als  die  Abhandlane  von  Gauaa 
Wir  wünschen  daher  dieser  sehr  verdienstliehen  Schrift,  welche 
der  Herr  Verfasser  vielleicht  künftig  noch  einmal  welter  ansar* 
1>eiten  wird,  eine  möglichst  weite  Verbreitung,  und  namendich 
auch  eine  Berücksichtigung  von  Seiten  der  Praktiker,  die  bei  der 
näherungsweisen  Bestimmung  der  Werthe  bestlmnter  bitegrab 
diese  allgemeine  Methode,  und  die  in  derselben  liegtndep  speci^ 
eilen  Methoden  häufiger  als  bisher  anwenden  sollten. 


Oeometrie«^ 

•  In  dem  Programm  der  Realschule  im  Waiseohause  zu  Halle 
hat  Herr  Dr.  A.  Wiegand  S.  42.  -  S.  48.  die  wichtigsten  der 
in  Prima  ffe^ebenen  geometrischen  und  trigonometrischen  Aufga- 
ben mitgetnedt,  welches  jedenfalls  eine  senr  nacbahmungswertoe 
Einrichtung  iat^,  weil  dadurch  die  verschiedenen  Lehranstalten  sich 
gegenseitig  besser  kennen  lernen,  und  man  auf  diese  Weise  nach 
und  nach  eine  sehr  werthvolle  Sammlung  mathematischer  Uebungs- 
aufgaben  erhalten  muss,  die  sich  zugleich  dadurch  besonde» 
empfiehlt,  dass  die  In  derselben  enthaltenen  Aufgaben  sänuntiich 
In  der  Praxis  sich  ahi  Bildungsmittel  wirklich  Ibewihrt  habea. 
Dem  Herrn  13 f.  Wiegand  werden  daher  mit  uns  sich  gewiss 
auch  noch  andere  Lehrer  für  diese  dfter  zu  wiederhelenden  Mit- 
theiinngen  verpflichtet  ftlhien. 


685 


Astronomie. 

r 

Storia  Celeste  del  R  Osservatorio  di  Palermo  dal 
17%2  al  1813.  Parte  «ecoiida  1803  --  1813.  Tomo  aet- 
tiflio  1805—1806.  Vienna  1848.  4.  Aach  unter  dem 
Titel:  Anaalen  der  k.  k.  Sternwarte  l^n  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Kosten 
heraaagegehen  von  C.  L.  von  Littrotv,  Director  der 
Sternwarte  und  o.  Professor  der  Astronomie  an  der 
k.  k.   Universität  su  Wien  u.  s.  w.   und  F.  Schaub»    Ad* 

I'unct  der  Sternwarte.  30s'ter  Theil.  Neuer  Folge  lOr 
land.  Enthaltend  Piasai's  Beobachtungen  in  den  Jah- 
ren 1805  and  1806.  Wien.  1848.  4.  (M.  vergl.  Literar.  Ber. 
Nr.  XLIV.  S.  626.) 

• 

Wir  freuen  ans  sehr,  auch  in  der  jetsigen,  den  Wissenschaf« 
ten  weniger  gfinstigea  Zeit  wieder  eine  Fortsetzulisr  dieses  müh- 
sameo»  aber  f&r  die  Wissenschaft  wichtigen  Werks  anzeigen  zu 
koeoen»-  and  w Ansehen  dem  trefflichen  Herrn  Herausgeber  ron 
Herzea,  daas  es  ihm  gelingen  ^loge,  dasselbe  bald  glucklieb  au 
Ende  zu  föhren»  wofür  ihm  der  Dank  aller  Astronomen  nicht  eot- 
gelMii  wird. 


Physik. 

Jahresbericht    Über    die    Fortschritte    der    reinen» 
pharmaceutischen  un-il   technischen  Chemie,   Mineralo- 

Sie    und  Geologie..    Unter  Mitwirkung  >'on    H.  Buff,    E. 
ieffenbach/  C.  Ettling,   F.  Knapp,    H.  Will,   F.  Zam- 
nilaer  herausgegeben  von  Justus  Liebig  und  Hermann 
Kopp.  Ffir  1847   und  1848.  Erstes  Heft.  Giessen.  1840.    - 
K     1  Thir. 

'Wenn  auch  dieser  Jahresbericht,  wie  es  seinem  Titel  nach 
acheint,  hauptsächlich  die  Chemie  in*s  Ange  fassen  dürfte,  so 
verbreitet  er  sieh  doch  auch,  wie  schon  das  vorliegende  erste 
Hell  deotficb  zeigt,  sehr  ansfShrlich  Ober  die  Fortschritte  der 
Physik  in  dem  auf  dem  Titel  angegebenen  Zeitraoroe,  und 
derselbe  darf  daher  In  diesem  Literarischen  Berichte  nicht  aner* 
wShnt  bleiben.  Ja  wir  können  selbst  sagen,  dass  er  uns  von 
allen  derartigen  Btichern ,  die  uns  bis  jetzt  zu  Gesicht  gekommen 
sind,  so  vi^  Verdienstliches  dieselben  auch  übrigens  haben  m5*  ^ 
gen,  insbesondere  auch  seiner  grossen  Vollständigkeit,  und  der  Um- 
sicht halber,  mit  welcher  er  aagenMIig  gearbeitet  Ist,  am  besten  ge* 
faNen  hat,  weshalb  wir  ihn  allen  Lesern  des  Archivs  satiz  hesoa* 
ders  empfehlen.  Von  onaemi  wissenschaflllchen  Standpankte  aus 
geschieht  dies   auch   hauptsächUeh    noch    deshalb,    weil  er   viel 


•M 


.   / 


mehr  ab  irffeod  ein  anderes  Bach  dieser  Art  die  mathematiaclie 
Seite  der  Physiic  mit  {^osser  Umsicht  berficksichtigt,  und  die 
Resultate  der  mathematischen  Untersuchungen  oder  der  mit  HfiUe 
des  Calculs  gefährten  Experimentaiuntersuchuneen  so  weit  mit- 
theilt, dass  man  eine  deutliche  Einsicht  in  deren  eigentlichen 
Zweck  erb&lt,  nnd»  wenn  man  es  Behufs  irgend  einer  vorhaben- 
den Untersuchung  filr  nothig  finden  sollte»  immer  l^ht  so  den 
ursprOnglichen  Quellen  zurficksugehen  im  Stande  ist  Wir  spre- 
chen es  daher  mit  voller  Zuversicht  aus»  dass  wir^  diesen  Jahres- 
bericht namentlich  ftQr  jeden  mathematischen  Physiker  filr  ein  no- 
entbehrlichesHdlfsmittel»  und  bei  Weitem  för  das  zweckmissigste 
Buch  dieser  Art  halten»  was  bis  jetzt  existirt;  dies  hier  zu  be- 
merken, war  um  so  mehr  nOthig,  weil  der  Titel  des  Buchs  Idcbt 
gerade  au  der  entgegengesetzten  Ansicht  —  dass  nfimlich  die 
mathematische  Seite  der  Physik  wenig  Beachtung  in  demselben 
gefunden  hiübe  —  verleiten  könnte.  Die  mathematische  Physik 
wird  und  muss  es  den  geehrten  und  verdienten  Herren  Heraos- 

gebern  ganz  besonders  Dank  wissen , .  dass  sie  sich  Ihrer  so  sorg- 
lltig»  und  bei  Weitem  mehr  als  alle  bisherigen  Herausgeber  ähn- 
licher  Bücher»  angenommen  haben.    Wir  sehen  daher  aach  den 
folgenden  Heften»   fOr  welche  z.  B.  noch  der  grOsste  Th«l  der 
mathematischen  Optik  zurflck  ist.   mit  grossem  Verlangen  entge- 
gen,   und  wünschen  sehr,    d|iss dieselben  recht  bald  erscheinen 
jnOgen.    Um  unser  vorhergehendes  Urtheil  zu  bestätigen^    wollen 
wir  namentlich    filr    Leser  im   Auslande»   denen  das  Buch  nicht 
selbst  sogleich  durch  den  Buchhandel  in  die  Hftnde  kommt*   den 
Inhalt  des  vorliegenden  Hefts  vollständig  angeben:  »»Molecular* 
Wirkungen.    Abhängigkeit  der  Cohäsion  der  Fldssigkeiten  und 
der  Capillaritätshöhe  von  der  Temueratur.  Veränderung  der  Form 
der  Oberfläche  von  Flassigkeiten   durch  andere.     Capillarsenkuog 
des  Quecksilbers.    Endosmose.  —    Atomlehre.    Krystallisation. 
KrystaUographie.    Beziehungen   zwischen    Zusammensetzung   und 
Kry  stall  form;  Isomorphismus»  Dimorphismus.  SpecifischesGre  wicht; 
Bestimmung  desselben  bei  festen  Kurpem  •  FIfissigkeiten  und  Ga- 
sen. Beziehungen  zwischen  Zusammensetzung  und  spec.  Gewicht 
—  Spec.  Volum.  —    Wärmelehre.    Wärmequellen;   W&rmeent- 
wickelung  bei  chemischen  Verbindungen.  Mechanisches  Ae^uiva« 
lent    der   Wärme.     Ausdehnung   durch   die  Wärme.     Specihscfae 
Wärme;  Schmelzen»  latente  Schmelzwärme.  Sieden ;  latente  Dampf* 
wärme.    Beziehungen  zwischen  chemischer  Zusammensetzung  und 
Siedepunkt.  Spannkraft  der  Dämpfe ;  Thaubildung;  hygrometnsche 
Apparate.  Wärmeleitung.  Wärmestrahlung.  —  Bewegungslehre. 
Ueber  Kräfte  im  Allgemeinen.  Gleichgewicht  starrer  Körper»  Ela- 
sticität   und   Festigkeit.    Gleichgewicht   tropfbarer  FiSssigkeiten ; 
Zusammendrackbarkeit  derselben.«  Gleichgewicht  gasförmiger  Flils- 
sigkeiten;    Zusammendrfickbarkeit   derselben,    ^igemeine  Bewe- 
sungslehre.  Bewegung  starrer  KOrper.  Bewegung  tropfbar  flüssiger 
Kfirper.  Bewegung  gasförmiger  KOrper.  Dynamik  der  Erde.  Tne- 
of ie  der  Maschmen.  Apparate.  —  Akustik.  Schallgeschwindigkeit 
Tonschwingungen  von  Stäben  und  Saiten.    Tone  durch  den  elec- 
trischen  Strom  veranlasst   Physioloeische  Akustik.   Apparate.  — 
Optik.    Lichtquellen.  Theorie  des  Lichtes.  Gradlinige  Fortpflan- 
aung  des  Lichtes;    Aberration»    Interferenz»    Beugung.    Zurfick- 
werfung  des  Lichtes;   Polarisation.  New'toasohe  Farbenringe.  Iri- 
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.|aMp.'EiQf;M:he  Biwlmog  «lea  Licbtesu  FarbenserftreuuM.  JNfatflr- 
hcM  Fafli^n.  Doppeke/Brdcbnng;  Polarisatiop  durch  doppelte 
Brechiing.  Optik  der  Atmpsphäre.  Optische  Apparate.  Pbyaioloffi* 
sehe  OpttK«  Bau  und  optische  Eigenschaften  des  Antjes.  Gesichte- 
fehlet.  Theorie  des  Seheo«.  Subjective  Farben.  Optische  Täu- 
schungen. Chemische  Wirkungen  des  Lichtes.  Chemisehe  Wirkun- 
^ßm  der  versehiedenen  Farbenfitrahlen.  —  / 

Wir  ivünschen  schliesslich  nochmals  recht  sehr,  daas  dieses 
▼erdieostiiche  Unterhehinen  einen  ungehinderten  und  schnellen 
F<Mlg»iig  haben  möge,  und  empfehlen  es  namentlich  auch  allen 
denen,  welchen  keine  grossere  Bibliothek  zu  Gebote  steht,  folglich 
tn«beeon4ere  auch  Lehrern  an  höheren  Unterfichtsanstalten  je- 
der An. 


Termlsclite  Scbrift^n, 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.  Literar.  Ber.  Nr.  XLVIIL 
S.  676.). 

Fünftes  Heft.  S.  6.  Haidinger:  Oeber  die  Ureachen  der 
Erscheinung  der  Polarisationsbüschel.  —  8.  53.  Koller:.  Nach- 
richt Aber  das  am  18.  October  'in  Kremsmfinster  gesehene  Nord- 
licht —  S.  55.  Kreil:  Bestimmung  einiger  Längenunterschiede 
mittelst  des  elektrischen  Telegraphen. —  S.  69.  Burg:  Ueber  die 
am  27.  Juli  I.  J.  auf  der  Kaiser  Ferdinands-Nordbahn  Statt  gefim- 
dene  Explosion  der  Loconiotive  „Jason".  —  8.  103.  Schon- 
bichlers  Multtplicationsregister.  —  S.  133.  Real  hu  ber:  Beob- 
achtungen während  der|  Nordlichter  am  18.  October  und  17.  No- 
vember 1843  auf  der  Sternwarte  zu  Kremsmönster. 

V 

Jfahrgane  1849.  Jfinner-Heft.  S.  8.  Schrötter:  Ueber 
Wagen  des  Mechanikers  Kusche.  Eine  Wage  dieses  Künstlers, 
welche  nur  34.  FL  C.-M.  kostet,  zeigt  bei  einer  Belastung  von 
Einem  Pfund  auf  jeder  Schale  noch  fünf  Milligramme  deutlich 
an.  —  8.  16.  Gintl:  Antrag  zur  Hilfeleistung  bei  der  Einrichtung 
der  meteorologischen  Observatorien.  — *  8.  SH^.  Baum  gar  tner: 
Vorschlag  )sar  Veranlassung  einer  Telc^raphenlinie  zwischen  Klo- 
stemeubnrg  und  Wien.  —  8. -29.  Kreil:  Entwurf  eines  meteoro- 
logischen Seobachtungssystems  S&t  die  Osterreichische  Monarcliie. 
UI  Abschnitt. 
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The  Cambridge  and  Dublin  matbeniatical  Joarnat. 
Edited  by  W.  Thomson.  AL  A.  F.  R.  S.  E.  ,  Vergl.  Lite- 
rar.  Bericht  Nr.  XLVIII.  ^S.  675. 

No.  XX.  Mathematical  Note.  Continned.  —  On  Symbolicil 
Geometry.  Continoedv  By  Sir  William  Rowan  Hamiltoo.  ~ 
On  the  Triple  Tadgent  -Planes  of  Surfacee  of  tbe  Tbtrd  Order. 
Bv  Arthur  Cayley.  —  On  the  Order  of  certain  Systems  of 
Algebralcai  Eqnations.  By  Arthur  Gayiey.  —  On  a  Point  in 
the  Solution  of  Linear  Differential  Equations.  By  AugnstusDe 
Morgan.  —  On  the  Relation  bet^een  Different  Curres  and  Cones 
connected  with  a  Series  ofConfocat  Ellmsöids.  By  John  T.Rnt- 
ledge.  —  On  the  Focai  Generation  ofSurfaces  on  the  Second 
Order.  By  the  Rev.  Wro.  A.  Wiiiock.  —  ExettAcea  in  Qaater- 
nions.'By  Sir  William  Rowan  Hamilton.  —  On  the  Equili- 
brinm  of  a  Floating  Body.  By  Richard  Townsend.  —  On 
the  Cone  Circumscribing  a  Suiface  of  the  m(H  Order.  By  the 
Rew.  George  Salmon. —  On  Geodesic  Lines  traced  on  an  Sor- 
face  of  the  8econd  Degree.  By  Andrew  S.  Hart. —  OnAttrac- 
tions,  and  on  Clairauts  Theorem.  By  G.  G.  Stokes.  —  No. 
XXI.  will  be  publisbed  on  the  Ist  of  November ,  1849. 


14. 

ütterarliselier  Verteht. 


(Die  inCereMant«!!  MiUbeilnngen  aat  Johann  Bernonlli'f  eignen  Auf- 
teidinangen  über  «ein  Leben  haben  fai  dieser  Nninmer  dea  Literarischen 
BericfaU  so  Tiei  Raam  eingenommen,  dass  verschiedene  erschienene, 
Mm  Theil  wichtige  Schriften  haben  far*s  £rste  noch  snrnclcgeiegt  wer- 
den miieami;  in  der  nächsten  Mammer  des  Liter.  Berichts  werden  aber 
alle  diese  Schriften  angezeigt  worden)» 


Arltlametik. 

Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung 
▼on  Navler,  Mitglied  der  Akademie,  Professor  an  der 

tolytechnischen  Schule  su  Paris  etc.  Mit  Zusätzen  von 
iouTilie.  Deutsch  herausgegeben,  und  mit  einer  Ab- 
handlung der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  beglei- 
tet von  Dr.  Theodor  Wittstein.  Zweiter  Band.  Hanno- 
ver. 1849.  a    1%  Thlr.   . 

Wir  freuen  uns,  das  Erscheinen  des  zivetten  Theils  dieser 
vorzflglichen Cebersetzune  desRc^sum^  des  le^ons  d'Analyse 
donnees  k  l'^cole  polytechnique  par  M.  Navier.  Paris. 
1840.  184  t.  anzeigen  zu  können,  welchem  ganz  dasselbe  zur 
Empfehlung  dient,  was  im  Liter.  Ber.  Nr.  XLII.  S.  600.  von  dem 
ersten  TheÜe  gesagt  worden  ist.  Die  Zusätze  babe|i  folgende 
Ueberscbrifleo:  f.  der  Rest  der  Taylor*scheu  und  der  Maclaurin- 
scben  Reihe.  II.  BrGcbe,  welche  unter  die  Form  ^    fallen.     Hl. 

Die  Euler'schen  Integrale.  IV.  Angenäherte  Berechnung  des  Pro- 
dukts 1.2. 3.4.... jr,  wenn  jt  sehr  gross  ist  V.  Anwendung;  der 
Theorie  der  doppelten  Integrale  auf  den  Beweis  emes  Lehrsatzes 
der  Algebra.    (JEs  ist  dies  nämlich  der  berOfamte  dritte  Beweis 
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des  FondaiDeiitaltbeorens  der  Theorie  der  a^ebraischen  Gleichon* 
gen  von  Gauss  io  den  CoDm.  soc.  scieotiar.  Gottingen- 
sis  recentior.  Ton.  411.).  VI.  Int^^ation  einer  gewissen  Gat- 
tung von  UifferentialgleicbDngen.  Endlich:  Die  Methode  der  klein- 
sten Quadrate  von  dem  Herrn  Uebersetzer.  bei  deren  Darstelloiig» 
was  hauptsächlich  die  theoretischen  Grundlagen  betrifft,  der  Herr 
UeberssAzer  sich  vorzugsweise  an  die  GrundzQge  der  Wahr 
scheinlicbkeitsrechnung  von  Bagen.  1837.  gehalten  hat, 
wobei  aber  doch  die  ganze  Arbeit  als  eine  eigenthumliche  Arbeit 
des  Herrn  Ucbersetzers  zu  betrachten  ist.  Die  Darstellung  dieser 
für  die  praktische  Anwendung  so  wichtigen  Lehre  ist  sehr  deot- 
lieh,  und  verleiht  dem  Buche,  welches  vorzuglich  bestimmt  ist, 
um  auf  einer  praktischen  Lehranstalt  als  Grundlage  Cur  die  Vor- 
lesungen gebraucht  zu  werden,  aasser  seineu  sonstigen  Vorzügen 
noch  einen  besonderen  Werth.  IJeberhaupt  hat  der  mit  den  nene- 
ren  Fortschritten  der  Analysis  und  ihrer  strengeren  BegrffndaDg, 
die  Imder  immer  noch  ma&che  ans  einer  nicht  vollstindlgen 
Kemtniss,  oft  aber  auch  aus  völliger  Cnkeiintniss  der  Sache  her- 
vorgegangene Widersprilcbe  von  Leuten ,  die  den  alten  Schlendrian 
lieben,  erfahren  muss,  vollständig  vertraute  Herr  Uebersetzer 
Alles  geleistet,  was  man  von  einer  solchen  Arbeit  billigerweise 
verlangen  kann;  und  diese  Uebersetzung  wird  daher  auch  das 
Ihrige  zu  der  sehr  an  wGnscbenden  immer  allgemeinem  Verbrei- 
tung der  neuem  Behandlungsweise  der  Analy«s  jedenfalls  bei« 
tragen. 

Lehr-  und  Handbuch  der  Algebra,  verfasst  fOr  den 
Unterricht  an  der  k.  k.  Ingenieurs- Akademie  In  Wien, 
gleichzeitig  für  das  Selbststudium  eingerichtet  Von 
Dr.  Alexander  Morgante.  Wien  1849.  8.  1  Thlr.  15  Sgr. 

Ein  deutliches  Lehrbuch  mit  recht  vielen  zweckmässigen 
Uebungsaufgaben ,  das  seinem  Zwecke  wohl  entsprechen  wird. 


Physik. 

Physikalisches  Lexicon.  EncyklopSdie  der  Physik 
und  Ihrer  HCIIfswissenscbaften:  der  Technologie,  Che- 
mie, Meteorologie,  Geographie,  Geologie,  Astrono- 
mie, Physiologie  etc.  nach  aeni  Grade  ihrer  Verwandt- 
schaft mit  der  Physik.  Zweite  Auflage.  Von  Qswald 
Marbach.  Erste  Lieferung.  Leipzig  1849.  8. 

Wir  dürfen  dieses  Werk  als  aus  seiner  ersten  Auflage  hin- 
reichend  bekannt  voraussetzen ,  und  begaOgen  uns  daher  n  be- 
merken ,    dass  diese  neue  Auflage  mehr  als  >ine  solche,    afimliek 
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ab  «int  ▼Mlige  Dl»arb«ttai»ff  der  ersten  Auflage  zu  betracbtea  ist, 
wobei  der  Herr  VerCisaer  mi  3^erk  eioem  streng  wiseenfichaflU- 
cbea  Slaiidpiuikto  noch  e&her  als  in  der  ersten  Auflage  zu  fuhren 
beabsichtigt»  und  daher  in  dem  Vorworte  den  Namen  eines  „po- 
poUrea  Werks''  —  diesen  Ausdruck  in  der  meistens  gewiihnli- 
eheii  Bedeutung  genommen  —  zurückweist.  So  viel  sich  nach  der 
ersten  Lieferang  nrtheilen  lässt,  scheint  die  Bearbeitung  der  ein« 
leluen  Artikel,  wenn  auch  in  Rücksicht  auf  Ausf&hrlichkeit  etwas 
UDffleich  g  für  alle  diejenigen ,  deneo'  das  grosse  Gehier*sche  Wör- 
terbuch entweder,'  namentlich  rücksichtlich  der  Anwendung  der 
Mathematik,  zu  weit  geht,  oder  zu  theuer  ist,  ganz  zweckmässig 
zu  sein,  worüber  sich  jedoch  erst  sicherer  urtheilen  lassen  wird, 
wenn  eine  girdesere  Anzahl  Ton  Lieferungen  vorliegt. 

Die  periodischen  Sternschnu^ppen  und  die  Resul- 
tate ihrer  Erscheinungen,  abgeleitet  aus  den  während 
der  letzten  10  Jahre  zu  Aachen  angestellten  Beobach- 
tungen, von  E.  Heis^  Oberlehrer  der  Mathematik,  Phy 
sik  und  Chemie  an  der  kombinirten  b&beren  Bdrger- 
nnd  Provinzlal-Gewerbschuie  zu  Aachen.  COln  lo49. 
4.    10  Sgr. 

Eine  sehr  lesenswerthe  Schrift,  welche  ausser  ihrem  auf  dem 
Titd  angegebenen  Hauptinhalte  auch  iehrreiciie  Betrachtungen 
fiber  Sternschnuppen  in!  Atigemeinen,  namentlich  Über  die  perio- 
discheo,  und  eine  ziemlich  ausfährliche  und  sehr  deutliche  Dar- 
stellung der  von  dem  Herrn  Verfasser  befolgten  Methode  zur 
Beobachtung  der  Sternschnuppen,  Aufsuchung  mrer  Richtung  und 
ihres  Ausgangspunktes,  und  zur  Bestimmung  der  wahren  Bahn 
der  Sternschnuppen  aus  correspondirendeu  Beobaclitungen  enthält.' 
Insbesondere  In  letzterer  Beziehung,  abgesehen -von  den  aus  den 
in  Aachen  angestellten  Beobachtungen  und  Rechnungen  gewonne- 
nen Resultaten ,  die  am  Ende  Obersiehtlich  zusammengestellt  wer* 
den  sind ,  verdient  die  Schrift  allen  denen ,  die«  sich  selbst  mit 
Beobachtungen  der  Sternschnuppen  zu  beschSftigen  gedenken,  zur 
Beachtung  recht  sehr  empfohlen  zu  w^erden. 


Termlsclite  Schrifleii. 

Hittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Bern.  Nr.  131.  bis  Nr.  155.  (Vom  15.  Juli  1848.  bis 
31.  Hfirz  1849.) 

(M.  vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  XLVIIL). 

L.  SchlSfll,  Ueber  eine  durch  zerstreutes  Licht  lieivirkte 
hterferenzerscheinung  (Nr.  131.  und  132.). 
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Derseibey  Ueber  die  elnracbsie  Art,  die  Diferentialdei- 
Gbnngeii  erster  Ordnune»  durch  welche  die  Störungen  der  eil^ 
tischen  Elemente  einer  Planetenbahn  bestimmt  sind»  nasradriicken. 
(Nr.  131.  und  132.). 

M.  PertVy  Ueber  die  Entwicklung  einiger  Infiisorienu  (Itr^SS. 
und  134.)* 

R.  Weif,  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in  Bern«  (Nene 
Gegtaltnng  der  Sterpwiirte).  (Nr.  135.). 

Derselbe,  Notizen  zur  Geschichte  der  Hatbematil(  nndPliy- 
sik  in  der  Schweiz. 

Dieser  sehr  werthyoUe  Aufsatz  enthält  Bmcbstieke  ans  ^nerLe» 
hensbeschreibving  Johann  I  Bemoulli*Sy  die  Johann  BemoolU 
selbst  aufgesetzt  hftt.  Diesen  Lebensabriss  theilea  wir  im  Folgen- 
den vollstlndig  init,  da  er  jedenfalls  ßr  die  Geschichte  der  Ma- 
thematik Ton  Wichtigkeit  ist  Sollte  Jlerr  R.  Wolf  noch  mehrere 
derffleicben  Bruchstucke  auffinden»  so  würde  er  durch  deren  Mit- 
theilung  die  Mathematiker  sich  gewißs  in  hoheip  Grade  Tcr- 
binden. 

BMniieniiiiKfcii  »n  JToliAmii  I  Bemoolll  mnm  SlMieL 

Von  Herrn  R.  Wolf  in  Bern. 

Bereits  sind  100  Jahre  seit  dem  Tode  Johann  I  BernofiUi  re^ 
flössen;  aber  noch  immer  lebt  der  Name  dieses  Mannes»  deo 
seine  Zeitgenossen  als  ihren^Archimedes  verehrten,  der  während 
mehr  als  50  Jahren  die  Hauptstütze  mathematischer  Bildung  and 
Forschung  war»  —  der  Euler»  Varignon»  Daniel  Bernoulli»  Hos- 
pital» Haller,  Maupertuis»  König,  Kramer»  Job«  Gessner  etc  ^a 
Schülern  hatte »  im  Andenken  jedes  Gebildeten »  dem  die  Mathe- 
matik und  ihre  Anweodungen  nicht  völlig  fremd  sind»  fort»  ood 
die  VerölTentllchung  folgender  Bruchstücke  einer  von  Johana  I 
Bernoulli  selbst planirten Lebensbeschreibung»  weicheich  unläopt 
aus  Basel  erhalten  konnte»  d^rf  sich  somit  wohl  einigen  Beiiall 
versprechen ; 

,»Je  naquis  k  BAIe  le  27.  Juillet  v.  St.  1667»  etant  le 
„lOine  enfant  de  mon  p^re  Nicolas  Bernoulli  et  de  ma  mere 
»»Margu^rite  Schonauer»  qui  se  sont  donnd  tont  le  sein  de 
»»me  bien  clever»  taut  dans  la  räligion  que  dans  les  bonnee 
»»moeurs.  Si  je  n'en  ai  pas  bien  profite,  ce  n'est  pas  leur 
»»faute  mais  la  mienne.'' 

Nachdem  er  die  öffentliehen  Sehulen  seiner  Vaterstadt  be* 
sucht  hatte»  wurde  er  nach  Neuenburg  geschickt»  um  den  Handel 
und  die  französische  Sprache  zu  erlernen : 

»»Mais  Dien»  qui  ni'avait  destine  ä  un  autre  genre  de 
,»vie»  me  fit  retourner  dans  la  patrie  au  beut  d*un  an  pour  y 
„continuer  les  «^tudes  des  belies  lettrcs  et  des  scieiices.  L'an 
„1686  je  fus  cred  Magister  ou  docteur  en  philosophie»  apres 
»»avoir  re^u  un  an  et  demi  auparavant  le  degrd  de  Bachetier; 
»,ce  Alt  pendant  ce  temps  qu'ä  Timitation  et  Tinclinatioii  de 
„feu  mon  frere  Jaques  Bernoulli»  je  commen^  h  m'appliquer 
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„ä  Tilade  des  matbematiques  i  le  plaisir  singofief  que  je  sen- 

„taifl  dans  cette  belle  et  divlne  scieoce  ni'y  .fit  faire  des  pro- 

„grto  avec    une  rapiditt»  incroyable.     Car  en  raoins  de  oeux 

„ans  non  senlement  je  m'^tals  renda  familier  presque  touts 

,,les  anciens  aateurs  qui  ont  ^crit  sar  les  mathematiques,  mais 

„aassi  les  modernes,  comtne  la  g^m^trie  de  Descartes  etsoo 

„aIgMire  avec  ses  commentaireck.    Apres  ees  eommeneemens, 

y,par  un  basard  Impr^vu  noas  tombftmes  coBJointeiDent  mon 

,,fr^re  et  noi  gur  un  petit  ^rit  de  Mr.  Leibnitz  ins^r^  dans 

„les    actes  de  Leipzlc  de  1684,    oü  en  5  ou  6  pages  seule- 

„ment  il   donoe  une  id^e  fort  lagere  du  caltul  diffdrentiel^ 

„ce  qai  <$talt  une  ^oigme  plnt^t  qu*nne  explication;  mais  cen 

M^tait  assez  pour  nons,  pour  en  approfonair  en  peu  de  jours 

„tont  le  seeret,   t^moin  quantit^  de  pieces  que  nous  publii- 

„mes  ensuite  sur  le  sujet  des  infiniment  petits.    Apr^s  cette 

heareuse  d^eouverte,  je  fus  le  premier,    qui  soneealt  ä  in- 

»▼enter  queique  m^tfaoae  pour  Temonter  des  quantit^s  infini- 

_ment    petites  aux  finies  dont  Celles -lä  sont  les  ^l^mens  ou 

Jes  dinerences.    Je  donnai  ä  cette  metbode  le  nom  de  ctU- 

„cui  iniearal,    n*en  ayant  point  trouv^  alors  de  plus  conve- 

„naUe.    Je  voyais  blen,  quil  ^tait  impossible  de  trouver  une 

teile  nll^thode  qui  fut  absolnment  g^n^rale/ Je  ne  laissai  pour- 

tant  pas  de  reduire  ce  calcul  k  des  regfes  g^n^rales  pour 

eertaines  circonstancos.    Quand  je  les  communiquais  k  mon 

,,fr^re  il  ent  d'abord  de  la  pelne  a  les  admettre,  mais  apr^s  y 

„avoir  r^fl^bl  plus  mürement  il  y  prit  du  gout  et  s'en  servit 

„utilement  pour  r^soudre  quelaues  probi^mes.  Pour  Ty  animer 

„d*avantage  je  lui  proposai  piusieurs  probl^mes  pbysico-me- 

„cani^ues,    entre  autre  celui  de  la  cbainette,  qui  est  de  de- 

tenniner  la   pronrii^tä  de  la  courbure  d'une  cbafne  lÄcbe  sus- 

pendue  par  les  aeux  bouts ;  mais  comme  il  ne  put  y  n^ussir, 

pendant  que  je  Tavals  räsolu  pleinement,  je  l'engageai  ä  pro- 

poser  aux  georoetres  ce  prool^me  dans  les  Actes  de  Leip- 

zic,    oü  apr^s  un  temps  consid^rable  U  ne  parut  que  trois 

Solutions  (conformes  au  fönd  entre  elles)  sayoir  celle  de  Mr. 

Leibnits,  celle  de  Mr.  Huguens  et  la  mienne;  voir  les  actes 

de  Leipaic  de  1691.««  - 

Gegen  Ende  1690  ging  er  nacb  Genf,  wo  er  sieb  etwa  8  Mo- 
nate aufhielt  und  unter  Andern  Cbristoph  Fatio,  einem  altern  Bru- 
der deä  ibm  später  in  dem  Leibnitz  -  Newton'scben  Wettkampfe 
gegenöberstebenden  Nikiaus  Fatio,  Unterricbt  in  den  neuen  Recb- 
nungsmetboden  gab« 

Vers   le   commenceinent  de    Tautomne  160t  je  qmttai 
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6en<feve  pour  aller  en  France;  apr^s  avoir  pass^  par  jLyon 
,^et  quelques  autres  villes  consid^rables  J'amvai  k^  Paris;  le 
.,s^jour  de  cette  capitale  devint  blen  plus  fong  que  je  ne  m*^- 
,t8is  propos^i  ce  que  je  dois  attribuer  non  seulement  aux 
agremens  avec  lesuuels  on  y  passe  son  temps;  mais  sur- 
itout  a  la  multitude  ae  connaissances  que  j'eus  occassion  de 
,»faire  avec  les  plus  illustres  savants  de  cette  grande  vilie. 
„La  prefliiere  cbose  que  je  fis  pour  cela  ce  fut  de  n'adresser 
,^BM  P.  MaUebrünche  cbez  les  P.  P.  de  i'oratoire,  qoi  ayant 
»appris  mon  nom  me  re^t  avec  un  accneil  des  plus  tendrea. 
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yyPar  ison  liioyeD  je  rae  fis  bieotdt  cennaitre  des  persoünes  Im 
plus  distioguös  dans  ies  ecience«.  Car  la'ayaDt  marque  qu  a 
un  certain  jour  de  la  semaiue  il  y  avait  ches  lui  aaeemblee 
de  gens  savants  eo  toute  sorte  de  sGieocei3j  et  me  priant 
d*y  veoir  aussi  autant  d^  fois  qfx'iX  me  plairait«  je  ne  man- 
y^quai  |)as  de  profiter  de  cette  lOFitatieii«  La  premiere  foU 
yyQue  j*y  fiiSy  J'eiie  ie  bonheur  d*y  trouver  ]MV.  ie  Mq.  de 
f^HospUalp  qui  paseait  alors  poiv  an  den  pr«ii|iera  mathiaa- . 
,,ciens  du  royaame  Mais  eooime  en  ce  4einp5-la  tonte  la  ma- 
,»theiiiati(|ue  en  (i*rance  se  bornait  ä  raetroooinie  t  la  göpm^ 
j,trie  et  lalg^bre  ordinaire,  telleraent  qti'a  peiiie  on  avait  oai 
,,parler  de  nos  Qou?eauz  caIcuU  i  on  peut  bieo  &  iiaapiner, 
y^que  dans  la  preroUre  conversation  avec  Mr.  de  rHopital  il 
tut  etrangement  surpria  de  Foir  la  facilit^  avec  lnquelle  Ie 
resol^s  sur  ie  champ«  comme  eo  jouaoty  certains- probfe- 
„mcs  qu  il  ni'avait  propos^  et  qu  il  avouait  dtre  insolobie  poar 
^ralg^bre  commune.  Apr^s  deo&  ou  trois  entretlene  qoe  nous 
»»eumes  ensuite  cbez  ie  P.  Mallebrancbe  je  Ie  mis  totalemeot 
dans  Ie  goüt  de  nos  noavellesmälbodes;  il  ne  fallait  queloi 
,en  ouvrir  la  route  et  Ie  mettre  au  fait,  afin  de  savoir  les 
,»regles  pour  pouvoir  s'en  servir  lui-meme :  II  vint  dooc^  cbez 
,,Qioi  me  preodre  dans  sipn  carrosse»  pour  aller  ches  ini,  on 
„je  commen^ai  k  lui  expliquer  les  prineipes  du  ealcul  diffdk'en- 
„iieif  mais  non  content  de  mes  le^ons  donu4es  de  vive  toix, 
>,cral^Dant,  disait-il  de  les  oublier,  il  me  pria  de  les  Ini  com« 
„muniquer  par  ecrit.  Je  me  nr^tai  par  complaisance  ^  soo 
„desir,  ne  prävoyant  pas  Ie  aessein  i|u*il  aurait  de  les  pu- 
„blier  un  jour.*)  Ainsi  je  lui  apportai  tous  les  deox  jonrs 
fjane  legen  äcrite  de  ma  maio  en  latiuy  sur  nne  feuille  de  4 
„pages  in  49  chacune.  J'avais  cependant  la  pr^voyance  de 
>^les  faire  copier  par  un  arai  oui  logeait  avec  moij  avant  de 
»iporter  les  originaux  k  Mr.  le  M.  de  THopItal.  L'^te  m- 
«,vant  il  partrt  avec  Madame  son  öpouse  pour  se  rendre  dans 
„une  des  ses  seigneuries  nomm^  Ougues  pr^s  de  Blois;  Ü 
»»nie  pressa  de  lui  teuir  compagpie  ce  que  je  fis  quoique  avec 
«»quelque  räpognance.  Les  3  ou  4  mois  que  neos  y  s^jour- 
,»names,  furent  employ<^  ä  le  fortifier  dans  Tasage  des  noa- 
„veaux  caiculs  pour  r^soudre  toutes  softes  de  probltaes 
»»phYsico-mathdmatiques.  Ce  fut  \k  oü  je  hl  enseignai  um 
,,troisiöme  esp^e  de  caicui  ejcpönenüel  ou  parcaurani,  qd 
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*)  Die  hier  berührte  Schrift  ist  die  befcaonte  Analyse  de«  inflnloMflU 
petite  pear  riotelligenoe  de«  lignes  eenrlMM,  welche  snerst  1696  ebne 
des  Namen  de«  Verfassers »  dann  1715  unter  dem  Mameo  too  Hospital 
erschien.  Hospital  anerkennt  nan  »war  in  der  Vorrede,  dass  er  dse 
Bemoulli^s  riet  schulde,  indem  er  sagt:  „An  reste  je  reconnau  deroir 
beaucoup  anx  lumlires  de  Mss.  Bemoulli,  surtont  k  celle  da  jenne  ft& 
sentement  professeur  k  Groningne:  Je  me  snis  serrl  sans  fa^on  de  leors 
d^coavertes  et  de  celles  de  Mr.  Leibnits.  Ost  ponrqaol  Je  conseas  ^a'ils 
en  revendiqaent  tont  ce  qa*il  lenr  plfiira ,  me  contentant  de  ee  qa*ils  too* 
dfont  bicn  ne  laisser/'  Dagegen  schweigt  er  Ton  dem  VerhftlCntsse,  ii 
dem  er  gerade  in  BesiehnnK  anf  dea  Gehalt  eeinee  Bedies  se  Munii  I 
Bemoalh  als  Sch&ler  cum  Lehrer  stand,  iraosiieli,  nad  diese  limt  si 
nicht  eotschttidigen ,  und  mueate  BemonUl  acMMi- 
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,,tndte  des  qoaiilit^s,  dans  les  ezposants  dMqaeUes  cntrent 
».des  indMermin^ea  ou  des  variables;  javais  «ppele  parcaU" 
,,rants  les  ^quatioiis  qui  conteaaient  ees  sortes  de  quantiti^s, 
„parcequ'elles  parcourent  poiir  ainsi  dire  tootes  les  dimen- 
„sions  possibles.  J'al  pofoli^  les  principes  de  ce  denrier  cal- 
,yCol  dans  les  actes  de  Leipaic  1692.  Pendant  que  nous  etions 
„ä  Ougues/nous  re^uroes  une  visite  da  P.  Chathi  Reyneau, 
,,pretre  de  Toratoire  et  professeur  des  roatbematiqiles  ä  An» 
„gers ;  je  m'aper^s  d'abord  qu'ii  vlnt  exprto  poiir  se  procu- 
»»rer  par  mon  aide  quelque  ouverture  jk.^p^n^trer  dans  dos  dou- 
Teaux  caiculsy  car  le  bruit  s'en  ^tait  d^jk  assez  repanda 
pour  en  avoir  eui  parier.  Comme  je  ne  suis  poInt  mysti^- 
rieux»  je  iui  communiqaai  aotant  qu'il  etait  possible  pour  le 
peu  de  temps  que  ee  p^re  resta  avec  nous  (peat«dtre  plus 
que  Mr.  de  THopItal  ne  voulait).  Enfin  Reyiieaa  crdt  avoir 
assez  appris  de  möi  pour  en  parier  en  raaitre  comme  il  fit 
.»dans  la  seconde  partie  d'un  eros  livre  sous  le  tltre  d^Ana- 
„/j^ie  ddmonirie  publie  Tan  1708.  II  est  vrai  que  dans  la 
preface  il  parle  hoDorahiement  de  mon  frdre  et  de  moi;  inais 
seulement  en  passant,  comme  a'il  ne  m^avait  Jamals  vu  ni 
conna«  Lorsqu'U  donne  des  Solutions  qui  sont  de  moi  et 
,jqu*il  ne  compreiiait  pas  bien»  ils  les  estropiait  mis^rable- 
s^ent  en  voulant  les  debiler  pour^Ies  siennes;  eu  un  mot  il 
mS  iait  voir  par  ses  paralogismes ,.  quHl  a  voulu  voler  plus 
yjhaut  que  ses  ailes  ne  le  portaient.  —7  Nous  retournÄmes  ä 
>,Pari8;  j'y  fis  de  nouvelftes  connaisances  en  ff<^quentant  as^i- 
„diimeiit  les  savaots  academiciens»  et  en  particulier  eeux  qui 
»ydemeuraient  dans  Fobseryatoire ,  Ulr,  Camni  et  Mr.  De  la 
nffires  träs  babties  astronoroes  et  observatenrs;  eelui  avec 
*  »qui  je  fis  la  plus  ^trotte  liaison  c'etait  Mr.  Varignon  trto 
mDoii  g<k»ra^tre  et  analyste»  qui  ro'bonora  ensoite  dun  com- 
y^merce  de  lettres  jasqn'a  h  sa  mort,  temoin  une  infinitö  de 
^lettres,  od  il  roe  marquait  souvent  eombien  il  m'^tait  rede- 
,,vable  de  ce  qu*il  avait  appris  de  moi  dans  la  soblime  gäo- 
„n»6trie,  dont  il  me  falsait  de  tr^s  sinceres  jivettx.'' 

Nach  dem  Wunsche  der  Seinieen  kehrte  Bernoolli  im  Novem- 
ber 1692  nach  Basel  zurück,  graduirte  in  der  Medicin  und  nahm 
1605  y  nachdiem  er  mehrere  andere  Berufungeo  ausgeschlagen  hatte, 
die  mathematische  Professur  io  Groningen  an.  I)ort  lehrte  und 
schrieb  er  mit  immer  wachsendem  Rufe,  bis  er  1705,  als  eben 
Utrecht  und  Leyden  alles  anwandten  um  idn  von  Groningen  weg- 
zuzielien,  sich  zu  einem  Besuche  in  Basel  entscbloss.  Auf  der 
Reise  traf  ihn  die  Nachricht  von  dem  Tode  seines  Bruder.«  Ja- 
kob, 4nid  als  er  in  Basel  anlangte,  wurde  er  auf  die  ehrenvollste 
Weise  dazu  bestimmt,  dessen  Nachfolger  zu  werden. 

„  Tout^  le  Senat  acad^mique  vint  en  corps  se  pri^senter 
„devant  moi  pour  m'offrir  la  cbaire  de  mathömatiques  vacante 
>»par  le  döc^  de  mon  fr^re,  contre  t^  pratique  ordinaire  qui 
»est  ici  en  usage  et  qal  veut  qne  les  ^r^teodanCs  k  des  char- 
„ges  de  professeur«  soutiennent  pobliouement  des  tb^es  k 
»»disputten  Mais  ce  qni  acheva  de  me  determiner  en  favear  de 
9,Betre  uoiTersltd  le  dit  s^nat  acad^miqae  intere^ds  auprto  du 
»,cons^U  soaverain  pour  le  disposer  i  augmenter  l'appointe- 


»V 


4aent  ordtnaire  ce  qui  ful  acoordö  MB«  bMtation  per  une 
^addition  personnelle»  dont  faiirals  ä  joair  p^ndant  qae  je 
»»aerais  profeaaenr  de  matb^atiquea.  Cette  gracieuae  de- 
^marcbe  plus  qae  I'utile  m'ayant  fait  abaadonner  le  pencbant 
y,poiir  CJftrecbt  et  Leyde,  je  le  fia  savoir  i)ar  une  lettre  ä  Mr. 
y^BurmaoD.  Mon  Inauguration  se  fit  le  1/  novembre  1705  par 
,,tth  diacours  De  Fatis  Novae  Analgseos  et  Geometriae  tuhU- 
ypmioTis,  ou'  il  y  eat  un  grand  concoura  de  monde.  Dana  la 
,,8uite  j  ai  contina^  mea  Te^ona  pabliques  et  prtv^ea  avec  un 
yybon  aucc^s,  ce  qae  je  faia  encore.  J*ai  attir^  dea  ötrangera 
„des  differeots  paya  de  TEurope  non  aealement  de  jeunes 
»y^tudianta»  niaia  dea  peraonn^a  de  diatinctiony  m^nie  des  pro- 
»^fesaeura,  dea  docteurs,  dea  acad^miciens,  qui  ^taient  venu 
^,de  loin,  d^  Su^de,  d'Angletterre,  de  France,  ditalie,  de 
yySuiase  et  du  fond  de  TAlleiiiagne,  cbacun  aouhaitant  depro- 
„fiter  de  mea  lumi^es  pour  se  perfectionner  dans  les  aubli- 
^mes  analy aea;  je  ne  aache  aucun  qui  ne  aolt  reparti  de  Bäle 
,,tr«s  content  de  mea  le^ons/' 


Spätere  Berufnneen  nacb  Leyden,  Padua  etc.  abiebnend, 
lebte  Bemonlli  mit  fast  utfigeschwäcnter  Geistes-  und  KSrperfcraft 
sofort  ruhig  in  Basel  seiner  Lieblingswissenscbaft  bia  ins  bohe 
Alter.  Der  1  Januar  1748  war  sein  Todestag.  Bernouilia  Selbst- 
urtbeil  fiber  seine  wissenscbaftKcbe  Tbfttigkelt  mag  zum  Schlüsse 
nacbfolgen: 

»,Pour  en  rerenir  maihtenaat  h  mea  travaux:  comroe  j'a- 
9,vais  d^s  mon  bas  Age  upe  violente  inclination  pour  les  Ma- 
,»tb<^matiquea'  et  pour  toutes  les  sciences  qui  en  ont  besoin, 
«,mon  ötude  favorite  i^tait  tonjoura  de  les  perfectionner  et  de 
«yfaire  de  nouvellea  decouvertea.    Avec  cet  esprit  d'inventer 
»J*&i  produit  au  jour  qoantit^  de  pi^ces  et  de  petits  traites  sur 
,,toutes  sortea   de   matiere  qui    dana  le  .  tempa  de  leur  pro- 
»yductioD  ^taient  tout  autant  d'originauz:   comme  on  Imprime 
,,acl;uellement  chez  Michel' fiouaqnet   k  Lausanne  touts  mes 
«yOuvragea  epsemble  avec  grand  nombre  d'nnecdotes  qai  n'ont 
,,pas  encore  vu  le  jour»  je  n'en  dis  plus  rien  afin  d'en  laisser 
«juger  au  public.   Cetle  assiduit^  d'ecrire  m'a  procura  la  con- 
„naissance  de  plasieurs  savanta  du  premier  ordre,  qui  m*ont 
y^bien   voulu  bonorer  de  leur  correspondence.    Ceux  avec  qui 
,yVa\    cemmerc^  le  plus  famili^renient  jusqu*ä  la  fin  de  leurs 
,,jourSy  c*ötaient  Mr.  le  Mq.  de  rHosmlal,  Mr.  Leibnitz,  Mr. 
„Variönon,  Mr.  de  Montmort,  Mr.  le  chevalier  Renan,  Mr. 
de  Tschimhaus,  Mr.  Hermann,  Mss.  les  freres  ScAeuchzer, 
Mr.  Michelotti  et    plusieurs'autres^    dont  les  noms   ne  me 
reviennent  pas.     Ce  sont  principalement  Mr.  de  rUospital, 
Yarignon»    de  Montniort,    Michelotti  qüi  voulurent  bien  me 
»;consulter  comme  leur  oracie  quand  i^a  avalent  des  difficultes 
ffBur  la  sublime  geomötrie;  auasi  le  premier  de  cea  Measieurs 
»»donna  rarement  quelque  cbose  au  public,  qu'il  ne  bit.passi^ 
9>auparavaat   par  mes  mains»    tömom  grand  •  nanüire  de  ses 
M^ettres  ^crites  k  moi.    Qumt  aus  aulrea  ^i  sont  encore  en 
„vie  et  coanaa  dana  le  monde'  Bavtmi,   qui  m*ont  bien  vonlu 
>ybonorer  de  leurä  lettres,  je  n'ea  nommerats  que  qaeloues- 
»»uns,  savoir  le  fameoz  Mr..  Wolf0  Mr.  de  Jfoirre^  iwr.  Bur^ 
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net,  fils  de  Mr.  I'Et^u«  de  Saiisbnnr^  Mr.  Oraiae,  Mr. 
Ckeyne$9  Mr.  de  Fontenette,  Mr.  de  Jmairan,  Mr.  die  Mau" 
peirüds,  Mr.  Ciairaui,  Mr.  Poleni»  Mr.  de  Croumz,  Mr.  Cra^ 
fiter,  Mr.  Euler ^  Mr.  ßulffinguer,  etc.  Quelques -ons  de 
ces  Messieurs  sont  enc^e  jusqa'lkpreseDt  en  correspondence 
avec  moi.  8i  Mr.  Newton  eut  veeu  plus  lengtemps ,  je  ne 
.deute  pss  qu'il  n'eut  vouhi  l'fer  avec  moi  uoe  corresponaence 
formelle.  Lorsaue  en  Angleterre  on  s'avisa  de  declarer  la 
guerre  contre  Mr.  Leibnitz  au  sujet  de  rhenneur  de  la  pre- 
,«miere  inventloD  da  caicul  nourea«  des  inliniiaent  petits;  j*y 
yyfns  eTivelopp<$  roalirri$  moi,  on  me  pressa  de  prendre  parti; 
,,apr^8  la  mort  de  Mr.  Leibolta  on  s  en  prit  a  moi  seol;  une 
»nu^e  d'Antagooistes  anglals  me  fomb^rent  snr  le  corps;  il 
me  faltah  soutenir  les  attaqties  de  Mss.  KeUf  Tayiar,  Pem- 
berion,  Robinw  et  d'antres;  eofin  moi  seui  comme  le  fameux 
,^Cocles,  Je  ioutenais  sttr  tepant  imUe  formte  mnglaüe.  C'est 
,31r.  de  Fontenelle ,  qui  en  parlant  de  moi  fait  cette  plaisante 
„comparaison;  ▼.  Thist  de  {'Aead.  de  1719,  pag.  90.  •—  Une 
„autre  qu^relle,  non  poiot  nationale,  mais  g^oärale  me  fut 
„suscit^e  sur  les  fbrces  vives  des  corps,  a  Toccassion  de  mon 
,*disconrs  sur  le  roonrementy  oü  je  prends  la  defense  de  la 
t/öTce  vhe,  qn'on  pourrait  nommer  phis  proprement  le 
,,poueoir  d'un  corps  qui  est  en  moavenient,  poor  la  distin- 
„^er  de  la  force  morte  qu'il  peirf  im^rimer  succes- 
»,slvement  k  des  obstacles  ^gaux  jusqu  a  son  entiere  extinction, 
^par  oü  j'ai  d^montn^  que  le  nomnre  de  ces  obstacles  sur- 
„mont^  est  loujours  proportlonnd  au  quarrä  de  la  vitesse 
„a^qufsse  et  non  pas  ä  la  simple  vitesse.  La  plupart  des 
„plus  grandsgeom^tres»  surtont  ceuz  ä  qui  j'ai  eu  Toecasslon 
„aezollqoer  de  vire  toIz  mes  pensees,  «ont  devenos  autant 
„de  Pros^ytes  en  adopta*t  la  aoctrine  des  forces  vives.  Ce  * 
„serait  en  vain  de  Touloir  convertir  les  autres  qui  s'ebstjn- 
„rent  k  le#  recoonaftre  per  divers  raisens:  Quelques -nns  le 
„foot  par  un  pur  aveuglement,  puisqn'ils  n'ont  poInt  d'id^e  de 
„ce  qu'on  doit  entendre  par  les  forces  vires,  en  le  confon- 
„dant  i^temellement  avec  les  forces  mortes.  Je  coropte  daos 
^ce  nombre  Mr.  TAbb^  Depdier,  qui  donna  dans  cetle^onnöe 
„1741  une  brocbure«  oä  il  pretend  refuter  les  forces  vires; 
„mais  il  y  raisonne  comme  un  aveugle  sur  les  couleurs.  Quel<» 
„ques  autres  remplls  de  pr^jug^s  aiment  mieuz^  pers^verer 
„dans  l'erreur  populaire  que  de  se  donner  la  peine  d'appro- 
„fondir,  ou  seuiement  d*examiner  le  point  de  la  controverse. 
„II  y  en  a  encore  qui  seraient  peut-etre  en  ^tat  de  p<^n^trer 
,4iisaau  fond  de  la  verite,  maia  qui  s'^nt  d^lar^  tro|^  tAt 
„publiquement  par  pr^cipitation  pour  Terreur  inv^^r^>  sima- 
„«nent  qull  y  va  de  leor  r^pntation  de  chanter  la  patinodie* 
„Enfin  nons  savtfbs  qVie  quelques  •uns  partieali^ement  en 
„Angleterre,  pr^occup^s  de  passions  contre  tout  oe  qui  vkiKt 
|,des  pays  iHrangere»  baSssent  mortellement  les  fofoes  vives 
„par  cela  seul  que  Mr.  I4eibnitz  (leur  antagoniste  declare  et 
„condamn^)  les  a  le  premier  produites  sur  la  sc^ne.  Nous 
„savöns  pourtant  aussi  qu'il  y  a  en  Angleterre  des  pattlsans 
„cacfai^s  de  la  nouvelle  aoctrine,  mais  qui  n'aimeHt  pas  trop 
„lever  la  t^te»   sous  peine  d'Ostracisme.    On  ne  donte  pas 
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„qoe  Mr.  Newton  htWio^ine  ne  l'eot  embrassee,  si  dans  U 
»»vigeuT  de  soo  ige»  U  avait  eu  occü^teion  de  ri^fli^chlr  müre- 
y^ment  siir  l'etat  de  la  i|oe8tloo :  mala  on  s'appercoit  nallement 
y^'il  y  alt  jamais  pena^»  autth|a'on  trouve  quelqnies  proposl- 
„tiona  dans  lea  pnncipes  de  la  philosophie  qui  ^oodutseDt 
^immMiatenient  a  reconnaitre  la  natiire  des  forces  ^ives, 
„comme  p.  e.  la  prep.  39  du  preniier  livre  qni  prouve  si  claire- 
»meat  qu  elles  sont  en  raison  doublte  des  vitesses  da  corps 
»iSuecessWemeats  acquises«  c|a'il  n*en  faudrait  plus  d'aatres 
,^ömoDstrations  pour  cenz  oui  ae  veulent  pas  noaum  in  scirpo 
9,quaerere  saivant  le  proverbe.  — <  J'ai  eu  outre  cela  de  temps 
„en  temps  eerlaios  petita  d^m^les  pwrticuHers  dont  je  me 
,^018  etre  toujonts  6r^  avec  honneur.  Tel  ^tait  celui  qai 
,,darait  neodairt  qnelque  temps  entre  Mr.  le  cbevalier  Renan 
„tr^s  poli  adversaire  et  rooi  sur  un  poiot  de  la  niaooenvre 
»»des  vaisaeaux.  Un  antre  que  j'avais  avec  Mr.  Jurin  snr  nn 
»»principe  hydirauliqae«  Eiicore  «n  antre  avec  Mr.  Brook-  Tatf- 
jJoT  snr  une  formale  diff^rentielle  de  Mr#  Cotes  a  integrer 
»»que  celui-la  avait  propose  en  d^fi  k  tous  les  math^maticiens 
,»non  Anglais.  Item  avee  Mr.  K^l,  violent  agresseur»  sur 
»»differentea  roatieres»  prätendant  eatre  antares  que  je  ne  Jevais 
^pas  pnblier  le«  fautesqui  javais  d<$couvertea  dans  lesouvra- 
»»gea  de  Mr.  Newton.  De  plus  un  anonyme  Anglais«  avec  le* 
»,quel  j'eus  de  loBgues  contestations  sur  les  courbes  trajectoi* 
„res  r^ciproques;  mais  Tayant  enfin  riMlult  an  silence  j'ai  ea 
,>qoe  mon  inconnu  ^tait  Mr.  Pemberto»,  ^diteur  de  la  troi- 
»»sitoe  ädition  des  prineipes  de  Newton  avec  plusienrs  chan» 
»^p;emens  ou  plut6t  .  faIsi6catlons.  J'eus  aus^i  a  soutenir  les 
»»Insultes  de  Mr.  le  C.  Rieatii  Italien ,  sur  la  figure  des  orbi- 
»»tes  plan^taires.  Enfin  Mr.  Hermau  lui  mtoe».  quoique  mon 
»»eompatriote»  e^  orut  en  droü  de  me  harceler  quelque  fois» 
,M  lo  plus  souvent  pendant  qu  ü  etait  pfliTesseur  ä 'Francfort 
»»sur  l'Oder»   mais  11  reconout  son  tort  avant  que  de  mourir." 


'  R.  Wolf»  Nachrichten  von  der  Sternwarte  In  Bern  (Stern- 
schnuppen-Beobachtungen  vom  8.  bis  Jl.  August  1848.  —  Der 
Mercur-Durchgang  und  der  November  •Sternschnuppenstrom).  (Nr. 
138.  und  139. 

Derselbe»  Bestimmqng  mittlerer  Längen  und  Gewichte  (von 
80  Schfilem  der  Realschule  in  Bern).    (Nr.  138.  und  139.). 

K.  V.  Erlach»  Meteorologische  Notizen  ans  Meyringen.  (Nr. 
140  und.  141.). 

G.  Bronner»  Sohn,  Bemerlaingeo  au  vorstehenden  Mitthei- 
hingen.  (Nr.  140.  und  141.). 

R,  Wolf»  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz.   (Nr.  142.  und  143.). 

Derselbe»  Nachrichten  von-der  Sternwarte  in  Bern.  (Son- 
nenfleckenbeobachtuogen  im  Jahre  1848.  —  Versdiiedene  Beo- 
baohtangen  im  Jahre  184S.).  (Nir.  144.  uqd  145.). 
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M.  Perty»  Ueber  vertikale  Verbreitung  mikroskopischer  Le- 
beosforiiien.  (Nr.  146.  — 149.). 

(Ein  sehr  iMemwerthery  loftereManter  Aufsati). 

Lad.  Eman.  Schärer^  Lichenam  Europaeonim  Genera  ex 
tttraqae  methodo,  artiflciali  et  naturati«  digerit.    (Nr.  150.-151.). 

In  diesen  Nummern  theilt  Herr  R.  W  o  I  f  auch  folgenden  inte- 
ressanten Brief  ¥00  Fontana  an  Kästner  ober  Lambert  mit: 

,»PaTia.  11.  Nov.  1773.  Je  viens  de  r^evoir  les  onvages 
allemands  de  Bff.  Lambert.  C'esf  an  grand  g^nie,  oirne  peut 
psB  le  nier;  naia  il  se  tratne,  11  s'app^sentlt  ud  pea  trop  sur  (es 
mattees  qtt*U  traite;  il  behüte  qneiquefeis  par  sa  prollzkö;  H 
senble  ignorer  c^  art  plus  rare  encore  aue  feg  talents,  cet  art 
le  plus  oifficile  de  tous  les  arts,  —  l'art  aeffacer.  Ne  lui  deplaise 

as  la  parilU^le»  je  Tappelle  le  Drydea  des  geom^tres,    duquel  a 

ien  dit  Pope: 

The  eopious  Dryden  wanted«  or  forgot 
The  last,  and  greatest  art^  the  art  of  blot. 


l 

0 


Mais  ipsi  qu'il  soit  de  cela»  il  a  tant  de  vertus  qne  j  at  pre«* 
i|o'auUii§  Ua  d^buts»  et  oü  est  Thomm«  qu'ea  soit  exeiDpt?  Op« 
tima»  ille  est  qui  minimis  urgitur.*' 

B.  St« der,  Oeber  den  Bobrversuch  anf  Steinsalz  oberhalb 
Wtndliabaeli.    (Nr.  1I».--I66.). 

L.  R.  V.  Fellenberg,  Analyse  der  Schwefelquellen  des 
Gtinugelbades.    (Nr.   152.— ]56.). 

C.  Brunner^  Ueber  das  gediegene  Gold  von  S.  Francisco  in 
CalifomleD.    (Nr.  152. -155.). 

Ansserdem  hat  Herr  R.  Wolf  seilte  werth volles  Auszüge  aus 
den  Briefen  an  A.  v.  Hall  er  in  mehreren  Aufsätzen  wieder  fleis« 
6ig  fortgesetzt;  welche  ungeheure  Correspondenz  muss  dieser  He- 
ros gerahrt  haben! 

Hugen  die  obigen  Aaszuge  von  Neuem  auf  den  in  vielen  Be« 
Ziehungen  wichtigen  und  interessanten  Inhalt  der  Mittheilungen 
der  natnrforschenden  Gesellschaft  in  Bern,  denen  wir  einen  un- 
unterbrochenen 4ind  schnellen  Fortgang  sehr  wünschen ,  die  Leser 
des  Archivs  aufmerksam  zu  machen  geeignet  sein,  welches  der 
Uaoptzweck  ist,  den  wir  durch  dieselli^n  zu  erreichen  suchen. 


Bitte. 

Die  Kaiserliche  Akademie  der  Wissenschafteii  in  Wien 
bat  auf  den  Antrag  ihres  berühmten  Pr&sideaten,  des  Frei- 
berm  v.  Hammer-Purgstall^  in  der  Sitzujig  vom  13.  Mai 
1848  einstimmig  den  Beschluss  gefasst,  sich  aller  Titolalii- 
ren  oder  sogenannten  Pr&dicate  bei  ihrer  Correspondens 
völlig  zu  entschlagen.  Anch  dem  Herausgeber  des  Archivs 
sind  die  Hoch-,  Hoch^ohl-,  Wohl-,  Hochedel-  und  wie  die 
Gebomen  alle  heissen,  ganz  besonders  aber  auch  die  Hochwör- 
den,  Hochehrwürden,  Ehrwürden  u.  s.  w.  von  jeher  ein 
Greuel  gewesen ,  und  derselbe  glaubt ,  dass  es  jetzt  an  der 
Zeit  sei,  unter  vielen  andern  anch  diesen  schrecklich  lan- 
gen Zopf  dem  edlen  deutschen  Volke  endlich  einmal  ganz 
abzusehneided.  Daher  ergeht  an  alle  Correspondenten  des 
Herausgebers  in  Sachen  des  Archivs,  so  wie  überhaupt  an 
alle  diejenigen,  welche  mit  ihm  Briefe  zu  weehsela  ii^end 
Gelegenheit  haben  und  diese  Zeilen  zuf&Hig  zu  Gesicht  be- 
kommen, die  ergebenste  Bitte,  ihn  fernerhin  mit  diesen 
nichts  sagenden  und  völlig  absurden  Floskeln  gef&lligst  ganz- 
lieh  zu  verschonen 9  wobei  es  sich  von  selbst  versteht,  dass 
der  Herausgeber  Gleiches  mit  Gleichem  jederzeit  und  über« 
all  vergelten    wird.    Nur  wenn    möglichst  Tielseitig    solche 

fegenseitige  Contracte  geschlossen  werden,  wird  es  möglich, 
ergleicben  lange  Zöpfe  wie  den  betreffenden  nach  und  nach 
etwas  zu  kürzen,  bis  endlich  nur  ein  letzter  Stumpf,  der 
immer  noch  einzelnen  leicht  zu  errathenden  Leuten  zar 
besondeiTi  Zierde  gereichen  wird,  übrig  bleibt  G 


). 


!»• 


•  • 


t'I 


I   • 


lil. 


H*" 


ülterarfeelier  Berlebt« 
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Arltlmi  e  tljt: 
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Die  aJlg^meiiie  l}jukebr«iif9  '9eg«lieii«r  FttnktloBeü. 
£ine.9i9Doeraphi«.f«ti  ]>v.  OkkE^rScbldmiltli^  Profes«* 
cor  «n  der  Ünivereilät  Jefta.    Hälfte.  18M.  8. 

*DIHenlgefl  miteT  den  dieutschen  Math^m^tiKerD,  wefctie  noch 
eine  vollständige  KenntnUs  der  im  Sinne  Bind^eobürg'a  und 
e^er  -SchÄer  und  Freunde  bearbeiteteten  combinatoiiscben  Ana* 
lysle  feeeitzen,  —  ffross  wird  ibre  Anzahl  scbirerlicb  sem,  und 
in  Franicreicb  und  England  hat  dieselbe  nie  den  geringsten  Einffang 
gefanden  — ,  werden  sieb  noch  erinnern,  dass  einer  d^r  wicnftig- 
sten  Angelpiinkte,  um  die  sieb  alle  diese  Untersuchungen  drehten, 
daif  sogenannte  Reversionsproblem  war;  ja  man  kann  sagep,  dass 
die   Combinatoriker   die   vollständige  Auflösung  dieses.  Problems 

Sn  ihrem  Sinne)  als  den  GipfelpunKt  allec  ihrer  Bemiih'i^neen,  als 
BS  eigentliche  non  plus  ultra,  iras  sie  durch  dieselDen  zu 
erreidien  htiilten  und  hoffen  durften»  betracbtl^ten^  Indem  ja  durch 
die  AuflSsung  dieses  Problems  .natGrIicb  auch  die .  allgemeine 
analytische  Auflösung  der  Gleichungen  Om  oi^ne  der  Combinato- 
rik)  gegeben  war.  "Wer,  wie  defr  uotetzetchn^Wtlierausgeber  die- 
sen Archivs»  der  In  J.  F.  Pfaff*)  bauptsäcbliob  seinen  Lehrer 
verehrt»  recht  eigentlich  in  der'  combinatoriscHeo  Analysis  aufee- 
wachsen  ist,  blickt  jet^t  mit  einem  gewissen  webmOtblffen  6e- 
Ribl  auf  die  Zeit  jener  Studien ,  zurOck^  indei^  nian  sica  sagen 
jAvÜg  dass  man  von  jElIlen  den  schtinea  Saclien»  die  man,  damals 
lernte »  doch  niemals  einen  rechten  Gebraiich  b^t  inachen  können» 
ja  i^n  man  fast  alles  damals  mit  einem  wahrlich  nicht  geringen 
Aufwände  von  2^lt  und  MQhe  und  grossem  Eifer  Erlernte»  Ich 

*)  Auch  Thlbaut'i  Vorlesanf^o  aber  ^e  sUgetteiae  Arithoiotiit 
oder  «ogeaaiuito  Aiia\)r«it  des  Endliehei»,  die  der  Heramgeber  de«  Ar* 
nhivt  ebenfalti  gehört  hat9  waren  eigentlich  nur  corobinatorieckerllatar. 


Baad  Uli. 
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will  Dicht  gerade  BaKen,  hat  wieder  vergeseeD,  aber  dadi  hat  auf 
die  Seite  werfen  TnOssen,  nra  in  gewisser  Rücksicht  wieder  tos 
Toro  anzufangen.  Um  indess  auch  nicht  ondanicbar  m  sein,  miisa 
nian  beliennen ,   das«    in  j  —      ■  -■'• 

ein  sehr  bedeutendes  bilat 
meistens  sehr  grosse  analytische  Eleganz  ^er  erhaltenen  ResnI- 
täte  denselben  einen  gans  eigenthamüchen  Reitz  veiiieh,  wo- 
durch man,  nachdem  man  eine  Stufe  erstiegen  hatte,  imm»-  wieder 
neae  Kraft  gewann,  den  nicht  selten  domenvolleo  Pfad  weiter  n 
verfolgen. 

Zn  den  acbünsten   SStzen  der  AnalyHis  gehfirt  nach  nmner 
Ueberzeagunfc  nnstreitie  die  b^Iuite  sogenannte  Localformel 
"    Version  der  Reihentiw  welcher  H.  A.  Rothe,   der 
rofessor    in  Erlangen   war    und    seine    verdienstvolle 
;  Laufbahn    mit    der,  jetzt   auch   wohl   nur  von  jekr 
Trenigrv.'w^bw  f*Mf«  mi«*i«Ät*-#i<*M^«»<|rtA^ 
def  ffo«bifl«torrBcheijIiTte^fe!e.-Nflrnflerg.1OT0:R€«rfd^ 
bat,  indermitetgenthClmlicherEleganzTerfasstenScnrift:  Formnlae 
de  seriernm  reversione   demonstratio  nniversalis  «ig- 
nis  iocalibus  combinatorio-analyticornmvicariisexhi- 
hita.    Lips.  1793.  die  An alysis  bereichert  hat  Aber  ich  mSchte 
wohl    wissen,    ob  ^^iws    gHPZ  «llgvnMine  f  oapel    zn    Reihenita- 
kehrungen  fifters  mrlAicb  afigewimdl  w<^eti  titl    Und  aossenleB 
lassen  alle  diese  Untersuchnngen  ein  Element  ganz  Dnberflcl(sich- 
Jl^k'f1«teh«s:deBi«i*allaen  Keseltato  nar   erst-i  wahre  9«rechti- 
~    t,  and  <roa  der  -ftenem 
ilasaen  wird ,   ntoilkb  -^ 
rauche  -^  die  CoMt^^i 
h^  aber  bieri(|terl(r»(en«H 
dfachheit  b^sätfe»,  ilhar- 
ich  Füllig  dafiiaaeateUt 
ae  nftph  fremd«  lÄtW«: 
Üfi  EUr  iS^ite  ate^ve.    3e 
ene  Slteroq  UntwniHlo*^ 
[eftchbe*  ühfpr  lB.gfmiMLipc 
ssea  iLp^ftmiMm-  SchSn- 
It^fitäterit^twi 


tft  |{»fitäter4(äet|#i,  oder 
rejpe»  sjndf  #o  l*nge  dm 
^  gpijilgende  EsWigoBg 


Ibpr,  äip   Bp' 


arm  Gmiide.  DTesefi  Vlteren,  hf^^'dberhaupt  att^ib  «ingejpcUi- 
I^Mn  Weg.'h^t  tmf  y^  Herr  VF.  dpr' v<fT>i«gendcD  Scbrifl,  wahr- 
iM!heh)li,Gll '  vennlasat  dnrcfi  den'  ptjen    ahgeM^tlten   ähnliche  Be- 


tmehtttflf^>  ^nz  reifitssen;  oild  sdpen  lUntei^uchun^n  fiji^  di« 

■)  Dirkien'i  Orgaaon  der  geaammten  (raascee^e*!** 
A:ael9«i«.  'Hili'l.'Se'rlin.  IM5.  vOr«  ein  Werk .  in  ■fMseit' %elURv 
FertMlirai^  «WD  wähl  die  fragtlatie  Eriedighn^'  n  fl^dea  heffea  lirib. 


miß 

13MMntkg  4ei"R«li€4i,  toderV  wie  «r  e«  lAit  ReohtMiivt,  «b«# 
liie  OnlÄlMDg  :dM^  FwittiMie«,  d^  Ik>ttbefi4ie  B««tlmmiiiift  Her 
nmctiM'  3fa:^(Kt)  atui  dcfr  aki  giegi6to»  «ngesehefae»  Vdtft^Um 
«a^(y)»t  ditr  Rellieiiffti^  '  •  *    •'"" 

um  ^  Ufib'4eHebM'^oaitlve'T«n  Knir  mschied^ne  GrSgse  J^* 
zevHiMti ifM^cKe  ^^omdealte '.^(^4|,^^2'V*  initielit  der  Perm«!  •' 

••♦•1..    ,  ii'  !f;  ».*•  2- JffV    •'•         ifc«arj'-''  •  ^  .•/ 


betftiiMMi  weiden  V  am^Gfvnde'^eiegt.  Die'beeenderehVortbeile; 
w«Mie**dlee«*Aellieiiform'>d«rliMet,>  kenrft  Jeder/  w«r  mit 'den 
neic^v  VtirtMMtten  d#r  Analjr^is^  g^liOHf^  Ibekritint  Ist;*  eo  diaei^, 
dleedWn^liler 'fieeh  beeondeve  aiifliaklKilMV  «mttfltee  We4tl8tifigltett 
eem -«rffrdef  emd  der'Gedenlce  dlwH^rtw' Vis;,  diese  ftelbehforail 
bei  deiu<«ileveMioiii^niMeni  in  >  AnUeedoii^*  se  bHii^ebr  ist  daffteV 
je4enft(lle '^"«ehr  f^klieber''Ba''iiiMttfM.  Aeeh  gmbett>'Wli^y 
ebne  ittie  hter:a«tf  efiie'iihbere  Afwebe  d(»r"eewonneiieifr  ReseltMe 
efaibmeni  an*  *llmiiieif ,  '4km''  der  ller^' VeiC  itinerinilb  'lder"iirfellf 
nelfaet  geeteiciiteh  <  Gransei»  <  4iM  gelei8«e<  biit , '  ^wtrie  ^b  bl^^idelfr 
liegen wartigm  Zbetafid«  Uw^eeenM»  Aiifliyi4s  ieMeii  laeirt,  eöwle' 
detia,  wie  die  friberen»  audb  '  dieee*  SebiHft  des  'Herrn  Vfs.  eeinz 
im  Geist«  dieser' iiee^re»  Anei^is  v^fasst  iet,  'oed  ihrer  Wieb-' 
tigfcteii  '«nd  ifaree>  gmeeen  wIsseneehs^fliHchen  Ititeve^ses  y^tpfjk 
auf  S0rgftlti|tetee'  and  alkremefnsten  BeaditbDf  dringend  bib^b« 
leo  SU  werden  in  jeder-  »eziebons^  verdient,  aiicb  dhiie  iZweifel* 
übeffanilpt  als  eifie  wrcfit^  neeeve  Erscbelmine  auf  dem  l^ebietel 
der'*itiatiieii»tiseheii  Literatur 'beztoin^hnet' wer&il(<  niüse.  Dabei 
IcaiMhefr  wir  aber  xom  8ofal^sil  dbcb  iimiier  tiidHt  den  WeYi^cb 
aoterdn^eicent,  'd^s  es  geüwgeii  lhill>fl>e,'*4iie;itfM  de^  ftlter^  Gern*; 
binatoribern  i»4weiinenen  ReeiiHwM  nii#6lliiiij  4ber  die  Uiakebrii^g  der 
Reiften  Wof  irgend  eine  Weine  sai*  wir kNeben  Anwendung  (hichtbar  74 
maebetii'  indein  man  b€{  ihnen «  aii  dler'ftKttv^  etegaftlen^  Ontei^i- 
ebonge«!  sieb  miigilchst  anachliiissendf  ndeh  alle  d^#;finig<^'iF(^L' 
denineen  m  befrieüdigen'snobt;  wialebe  die  nemreiAiiatysis  dein 
ChtfmKter  ibrer  <4gentblbnlioben  8treiy»er  nacb^atr'j^de  in* ihr  Ge- 
biet lblt«nde  Unleteaebiin|rnnOi^vievidi^stblteA'ttiu^V  ^^^^  di^eibe 
auf  «fahren*  ivIsBeneelNillilebenWetlh  siM^Ankpracb  itiiicblM  dOrfen. 


' ,  H'     '  -•.  •)/'     •"  Nif«  /  '•»  "   •« 


TJßeiträge  zur  Theorie  der  algebraischen  Gleichun- 
gen vonCaririrtecrnicHGiuss:   (jSttijirgeii:;  J849.  4  15  Sgr^ 

*1  Ga«s«n  h^  beiMwntlich.neiiib  liteiwrindie  Laaftahi  ant  ebent 
B««neiile.:de8' FMÖdamrent^sataen'  Ider ,  TbeeHe  deriblgebraiseben 
GiBiebiingeni  hlptoiieD,  .dM  ili  in  der  tnaignrtüi^Bisnertatlon;  D#- 
mniMiinaftln  no;?«  fbeoieiHatin^  otannjm'tfonfbtionem  al^« 
btnic«fli  rn4i4ikniatnna  init<egrani:n4iiiiisl>i^aviabtlls  in  Cac« 
toeebireaien  f^itimt/Vfnt  «eitunidli.ii^railafS  !renoivi  ponsn, 
qiaa»  prn  oh4i1ie4f]4ls  «ujninis  lAiPbili^nnphia  hoBoribu« 
iwclUn  PliHMnilh^f'nln'e'tdiiii  Anddeniiiaie  Julaae  Caro* 
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Udae  exbibttit  C.  K.  «rasa.  Heimst  17902  IrertiMitliBht, 
«sNl  nachher  «och  mit  liwei  anden»  ki  denScMften  >dhr  fiUMfIngcr 
GeseltodiaA  der  WiaeeoaelM^efi  bekannt  geioacheefi  Bevfeiaefli  vei^ 
mehrt  hat.  Jedenfalls  ist  es  nicht  ohne  AblsicHt  gescfefcefi,  dass 
Gauss  in  dem  gegen%värtigen  Jahre  1849,  dem  Jahre  seines 
Doctorigbifäonis ,  j^ne  ftir  die  llVissenschaft  fiö^hst  nichtige  Jo- 
eendarbeit  jvielfef  vorgen<^mmen  i  ofid'.tn  einer  ^wAiet '  hi  -^len 
Beziehungen  sehr  vereinfachten  Bearbeitung  den  Mathematikern 
v^gele^itlttt.  Wä^>  der  Herausgeher  jdeya<Ajrchirs,n1aktliii4et  im 
vefwicbefien  Sommer  von  dem  bflrte^lte  Scillase  *defll)£cbickMk 
ivelcber  ihn  in  diesem  Lehen  überhaupt  treffen  konnte«  durch  den 
Verlust  seiner  ältesten,  ihm  filier  Allein  theuren,  auch  geistig 
sehr  nahe  stehende^  Töchter,  in  deren  ÄinYindKwanxiirstem  Lebeos- 
jahre» getroffen  worden ,  durch  nelches  harte,  noch  Mchwer  auf 
(hm.  Iaat^de:tteseliiek»  mit  deilt.nein^  wAeMtgang^wie.  -üadtfreiiif 
aur^  ^'ifiderbers.telluitg  der  ^^esua^lieHder  .Venlte^be«M«rin  ^"Mf^^ 
y^er)Mndijqg.|itend,  ea  iSiiger  als  eih  Vierldjakrath^i  anderen  Ei- 
eig|iis|sen  vöAlg  fitntfnemdet  wurde,  und  flo-nttr'esat-j^i  M  Ge* 
^enbeit  d^r.,voriieg#iidenScbrift:aiil'da0  indiennMüinle  lennfigsta 
Zeit  seinem  iJUehena  ^falletie MDoftoijukilitoai  de»  ^aTisalen  Bliithe« 
matheffiatik^Qs  noatra  Jahrhunderts  adtoenkenm  gnmneht  Jitid  hin 
sewifTsen,  wurde,,  so  wurd^  giviMi^s  auch  das  Archiv  nicht  TMBäuiat 
biah^n),  ijle  seine  Le^r  auf  diese^^  hockst  .erlaealiche'  Er«ignis4^ 
ajs  demij/^r  .Mathematiker  den  lebh^Aenten  andi>in«>instep  Aar 
tbeil.  nehmen  irones ,  auAnericsnni  -an  nrndien-t  »md.  sieh  bei  dem- 
selben, tu  irgend  einer  giteignet  Scheinenden  Weise,  aneb  nelb4* 
redend  fsu.  betbeiligen.  älottten  aber  dem  ki^ebvereluften  Manna 
diese  -Zeilen  Jetat  noch  zu  Gesieht  kommen»  so  nege  efr  nick  ver- 
sichert halten ,  dass.dei-  Heransgeber  defii  Archivs  jedetzeit  von 
derf  inoigsteti.  Freude,  bewegt  worden  iet,  lienn  er' vnn»  ihm  be- 
freundeten nahen  Verwandten  des  Gefeiiaiten  die  ilAern  wieder- 
holte Versicherung  erhalten  hat,  wie  nehr.  denielbe  wmAä  nocib  io 
eeineq^  h^bäa  Alter  durch:  Kräftigkeit  und  Gesundheit  dea  Kur- 
pers  ven  der  VorselMing:  beglöekk  werA^r  denn  ^  .fortnrüiirende 
Kräftigl^eit.nnd  Kfintigkeit  Ses  Gmsten  „bedarf  keines  Be- 
weinns'^  nach  den  imUMr  wieder  neu  vorliegenden ;  Pünbea. 
HOge  der  Himmel  ihm  zum  Heile  dtff  Wisseneobaft  iin4  «Uor 
durch  .die  Bande  des  Blutes  mit  ihm  verbundieüen  P^nnneA  noch 
viele  Jahre  «chenkea!  In*  welchem  Wirnnche  mit  dem  Heraneweber 
gewiss  alle  Les«)r  deiOArchi?n«;  welche:  M«f  die  i>i  Rede  ntenende 
am  16.  Julius  d,  J.  unAer  lebhafter  Tbeilnahiliet.vinn  nahi  und  fem 
stattgebabto^  Feier  noch  /»nelUrXglich  hinaHMiriden»  >.d)ene,  wenigao 
theitnehmenden  Wort'e  vorzugsweise  bestimmt  sind,  ubereineüm- 
men  werden.        ,.     •    j  •  ,      ^  ,     ,.,..":'.. 

Oie  «on  Gausi»'  gegebenen  drei  äe^Vise/jlM  .W^tifraischen 
Fnndahtentalsatxes  beruhen*  alle  auf  verschieden^  Xj^ndla^n,  aber 
dann  i&nmraen'  sie r  eowie*  noch  die  von  Oauek]^  «dJE^ebenen' Be- 
weise, alle  Überelii,<dass  aunSMisi' nbr* Ms  Vnf%nnlennein Eines 
Factors  ditor  hntreffendnn  Functloh  naehgnWieoen'wIn^'  DerStsenj^e 
des  Bew»inea  tfant  id'fes*  alterdingn  keinen  Eintrag:  denv  en*  ist 
klar«  das«  trenn  von  der  vorgegenonen  ^Funnötloni^nieBer  efoe  Fac« 
tor  abgel<iset  whrd,  eMr>8hnlietie''Functfon'VtNf  niederer  Ordnung 
nuratMileibt,  auf  i  wvfehe  'äer  Lehrsatz  änfa*'  N^ne  angewandt 
iverdeit  bamriinddiBai  dnrA  M^ibderhnfnng^UoS'Verfkbrenn  sn* 
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wiBBt  dMe'SifreifclsjlBdQ.Mewitismrailg.eiiiei'liüiiete  Volitiiithms; 
wem  BBdig^wi^wl»«iwrd^nd>wi>  m  geeignet  ist»  'ibs  Verhaffden-' 
«db  der  einallieheii  Factomm  runirilteUmr  aBSciMudich  zu  maobefi»v 
Dass  der  «rate  Beweia  iii.dleseiii  Falle  tat,  iat  i»  der  gedachtaii 
Diaaafr tauen '^rti  a3>)  aiigedeutet,  ekaesae.dort  weiter  aveziHMiren: 
diea'aneiMnMn'^teti.die  voriiegeode^MBefAbliaiidlung  bestiniint^ 
ztigleteiiiweii*aeUen.die  Hauptmemraie  des  ganaea  Hefrelsea  ii^ 
ahiar  nbaenv^ehunitirgvOaaecie  Klarlnii  darliieteaden  Geatali  Wle^ 
darbott' worden.  Wanidahei  die  äuniereifiinUeldang  dea  Lehr«' 
aalsee  ^elbat^ibetnfft,  eä  wnr  die  i70&<gehniuchte,  daaa  die  Fonc^ 
tiaa  j;"*f<l^jiA^4£:mr'^-(-....'  eich  in  :mlle  Factoren  erater  oder 
zireiter  Ordming  aerfldgieo  Uaat,  daidala  deshalb  gewählt',  weil 
alle  EinaNBohung  imaglafiver  GrOaeeiitvennieden  w^den  *  sollte;' 
Gegeawirtig>  wo  der  Be|;riff  der  cenfrtexea  Gr5saed  <iederniaiHi 
geüal^  ist,  schien  es  angemessener,  jene  Form  fahren  m  lassen, 
ttod  den  Satz  so  ansznspreehen ,  dass  jene  Function  sich  in  n 
eiafadie  Faotoreo  -aerleipen  taaäe,  wo  da^o  die  'constanten 
Theile  dieser  Factoren  nicht  eben  reelle  Grossen  zu  sein  brüu<^ 
dieo,  sondern  för  dieselben  auch  jede  complexen  Wertbe  zulässig 
seia  müssen.  Bei  dieser  Einkleidung  gewinnt  selbst  der  Satz 
■oeh  an  Allgemeinheit«  weil  dann  die  Bescbränkuns  auf  reelle 
Werthe  auch  bei  den  CoefBcienten  A,  Bf  u.  s.  w.  nicht  vorausge- 
setzt zu  werden  braucht  ^  vielmehr  jedwede  Wertbe  für  diesel- 
ben zulässig  bleiben.  .v 

Die  zweite  Abtheifung  der  vorliegenden  Schrift  ist  den  alge- 
braischei^ .  Gleichuf^gon   mit  drei  Gliedern  .(^'"  ^"  dt  cjr"?  i  /=  0)  ge- 
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voo  der  ihre  Anwendung  auf  Gleichungen  von  weniger  ^ibfacher 
Gestali  sehr*  weit  entfernt  bllelbt.  Mes  gilt  nanieatli^h'  ^oa  der 
AalUiatfM  durch  uneadliehe  Reihen,  und  von  der  indiveatea  Ale* 
thede.  i  Ea^^aGhelnt'Aiher  die  Entwickknig  dieser  Mathoidtfn  ffir  d4e^ 
Gleidiiiagen  <  rew  jener  Form  um  so  «mehr  eine  besondere  Ansfth»- 
mnst'  zu  verdienen»  da  das  Vorkommen  aolcher  Gleichungen •  in* 
<ler  Thaf  ein  sehr  hänligea  iat.  > 

Die  AtfflOamg  durch  «neadlkfae  Reihen  hat  jedoch  der  Verf. 
ran  aelnem  gegenwärtige»  Zwecke  gänzlich  aosgescMossen',  tind' 
nur  beOMtkt,  dnas  fiir  jede  Wwael  einer  solchen  Crleichuog;  sei. 
sie  reell  oder  imaginär,  eine  «onvergente  und  nach  einem  lelclif' 
erkennbd^n  Gesetze  fortschreitende  Keibe  gefunden  werden  kann. 
80  schon  aber  auch  diese  AuflOsungsart  in  allgemein  thecn'etiscbeir 
Beziehung  ist/ so  wird  man  doch,  wo  es  auf  wirkliche  praktische 
Anwendong' ankommt)^  den  indiracten  Methoden^  id  allen  d>eri  Fät«^ 
len  den  Vorzug  geben  ^  wo  jene  Convergena  nicht  eine  selir 
schnelle  ist 

Diese  indirecten  Methoden  nun  sind  der  Ge^nstand  der  zwei- 
ten Abthetlung.  Es  handelt  sich  hier  von  zwei  Methoden,  denn 
das  Verfahren,  welches  zur  Bestimmung  der  imaginären  Wurzeln 
erfordert  wird,  iöt  ganz  verschieden  von  dem  für  die  reellen  Wur- 
zeln anmwendenden.  Von  dem  letzteren  hat  der  Vf.  schon  bei  an- 
dern Griegenhelten  ein  Paar  Proben  an  besonderen  Fällen  gege- 
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Wni.  ttod  IsüM  i<iBiricki:dlauiilj|Bnig|<»>jLniMliifcidliil  4ü»  1^ 
üiuem  Mii^leutol.^/  ObgUtb/^MlBei  dteneildiBliteg  JmduuMitoiMl 
SclMti«fi|[k^it  hat;  boMbatukn<Wf:*i«boll  giii^uMi  iiäbmmän  ^§of 


SMipal  well .  cUe  ÄJaAM  d«  dakiniwi  iwititacietd^Bdli» flri  n^ada 
9M>.b6bfeuideiBdeu  Bälle  Bicbt:.ipAli0ln«illicll  lat^r.a  .t^v»  Wo  ^-  •' 
:  Al^  AttCfiiidtwg  dw«>lwnftMiire»>Wimiri«  i^' iiiUmaMtitiBaft« 
i3ti(i#sor«r»  nidht  räbDii'«nHgeimaM^<ang*häb4^te' Wittib«  aiid«M^ 
wphcr  bekauiiti  sind)  AottKeptm^^M  gchitlaitgcrti  4toidiftdbr#aritoD» 
wifii  jüae  aUs.MbM  ahiiidfcMiH  fiebkoto-VwiMaantoioi       "^ 


ffvNdit>  Werden!  arfÜMrin  y vdieae  libr  «isfi  emtkb  uaaildlioheil.  fott 
;irQer  UiaKitoipat  i  JWear  tifd&i^ieffeioaitr  läasi  aidbibalGleialMia- 
galit  voDid^i  CUiederA  dteth  »ein^  «infaieilaii  Abfar  'nahel  lifgandaa. 
41)09  wtd  'ea  •ehdlBt{<f«in0tj>liisher  nodhiniehti  benwMdnlittaatgnf 
uaiHeben,^  Aach.flir  diaae  •^ti^heitmä  diai  afnAaliwmafe  flK 
fiMdarlidb^  tVoMcHtiftea  tifttat&odig  nni'^i*  «AraiiehaCMt|ter  6^ 
stall  nlitgatheiUi«    .   *    1  -  u;.!     .        ^  .    •>  ::'  .  O«-.'     .:*«.. 

.  Tbaorie  gäoeiak  dea  calisala  pOM  af»itUMnatNia|Mir  J*.4*J 
li^iid.   Paria,  .UUM,»  .    .     i    • 
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.'.^     .1       I        I  •    .  •  •       .     • 


^*T'^'   ~      ^TT  « /~"      ",     V.tiT.   '  ^      *       ••    .   .    t\     ••:' 


O  f^om  fe  t  ir.le. 

-  Das  Malf^ttiach«F'tabT«i(i.  B^fi^ets'der-S'tetVei^'irefrcn 
Aanssttöff.  Ton  4t-  QftiAd«, 'Oriiirl'ehTer.  '^Pt^gratam 
rfes   GvranaMlums  'xti^^tferföfa  IVbn  '  Mn^H'ieiU  l'»4.9.) 

Hat  ro  ii:  \si*t.  i. '^""'     ,.:■•"'•      ""■ 

I       »  .1  }    '      1:.    /      ri   •!>!!       .   >  IUI»  :l   !'•'>     .  i    li      *     .t 

UeD  vaa  Adaims  i»  daftam  LMtleiaj.  Ben  Nr«  '&XJLS. 
45J.  «Q^eaeifften-  .8filBvifl.,igeiBabah0^  B^huM' .der.i  ,^ia«raflkaa 
GaMtracikla  .bafiiQdi^te.  s^M'JiaimiVi:«:  dea.i^otli^adi^  leataaH 
watthaa  Piagramma  inaofaifniinialittinala»  id&Malba  mAt^mm-fluir 
metiiach  lat»  aoaddi*  wiuf  faiaaj^l^ichilP^.ldeaf  awtHan  Gradaa 
aich  stätzt.  Er  giebt  daher  i^  der  .ti4frUatd«d<lni8cbrii1^aiMMraia 
geaittelnbcbeD  Bef^eladvtl  g^dniblte  ^g^Mi  GaaaliMlioaiLiwel- 
(Sbaa  wir  dai  ßeaQhturi§^.de^.I«etor/<dea  ^Mhiva  va«b^';aabf  •  am- 
pfeblan*  Auaaecdemaind  eiacb«  vwraehiäda^airelegaille.  lüaaJIytiacba 
Retracbtaageo  baigefäc^.idiaLMdaa«  bitaitese  d^r  I^eaAK.iiebeu&Ua 
raobt  aabr  ia  Aa«^iidi  lU^  IbaHiaati  jgeaii^aet  aiadM'WOohrib  «rir 
uMf  dieae  Selialaebrifit  Mftedarbak.4Hi&M;rk»am  AiaabaB«;  tobne  da* 
dardf  Hetra  .  Adttma*  Bawai»  dt^»  teah«>  ettitiibiilen  ConatfMtiaa 
ii;9&Dd  'm  ScbatMni.aldten  ztM-mtaU^u  (da  ia  aaai^lisckcMr  RScb^ 
aiebl  ehoaialta  nahR  .b!emai)ketiaiiiatth..iat,  wie  Hir  aaoh  .fl^han^a.  a. 
O.  des  Literar«  Ber.  gebührend  hervorgehoben  haben.  .».J    i*}- 

/;..  i';.'   I»;         .    «      '  >  T  #1)   Uui     .1.'  *     ••  'i  •  '    »''    ,       »'n.t    .»   'I-  u"  ' 
t  i<  •  .  'i  '  ••»  ii., 

u.i''         ,  'S    y.l!im-'i'*^ '''' — ..  ^    '    ••'      >         •»  ••  I  •' 

IIJ  .  '    »    *1  .  ►!  .    I'.'  '«     '*•  *    H'.}i  I  l'     '."/    .•(•/•     ♦. !    .bii  ••    l. 

-:  ij    •'•       •     i  !    »■>.  ♦*        '      .  »f     'in  /    .  ••  '    i'ihn»   •     «.i. 


DrWdftffeDTeridesstfWg  tfnd    ihr«  t'erbindung  mit' 
detB«Hfiierr,^tttHdl1tkle. 'Attsg^fülirt'  ton  def  trigono- 
metft8(A'«tf,AHfb«lItfifgde«f<S(iifäfat^täbes  von  I.  t.Bäe- 
yer.    BU-rlHi:  J84flf.  4.  öThlK; 

£«.0«oQgtibiQr^  daft.  EntebQiQflik  .diQ9M  für  die  GeograpUe. 
aod  ToMgn^Ue;  Pr(|ii«ii«D«  aebr  .  ^iebtigtn  Werkto  aBümtifßem^* 
da  eine  beapiwtoge  Baurtfi^iliiiig'  .odel.  .anasOgaweise  .MittbeiUmg 
des  Inhalta  bei  einem  Werke ,  welcheawie  daa  Torliegende  haupt- 
8lchiieh  nur  die  Resultate  einer  grossen  geodätischen  Messung 
enih&lt,  natürlich  unstatthaft  ist  Uärigens  enthält  aber  auch  das 
Werk  eine  kurze  Darstellung  der  befolgten  Beobachtunes-  und  Rech- 
DungsmethoJe,  welche  für  jeden  Geodäten  namentnch  in  prakti- 
scher Rücksicht  sehr  lehrreich  sein  wird  und  daher  lur  Beach- 
toDg  hier  empfohlen  wer^^  paiHs.'' , 
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LeA0h«t*d'  Eole^'s  lilechaiiik  6de>  analfytfstH«   Dal^'' 
st«l1dttg.'4*4$tWiK8^n8<^batt  von  d  er  ^'et^ej^üA^g  tntt  At- 
mttkfktikW»tttii:Etiäat^ttthgii'n  herausgegeben  viVh  D¥.J: 
Pk.WorfArt.'^f^^iit^T  Tb^il.  0>€^!fs'wald.  1850. 8.9%.Tfrl;f., 

Wir  freaeB  uof  sehr»  des,  ficfcbeinenides  sweiAea.Thfnls,  die^ 
ser  ausgclzÄjcbneteo  Qeberseftuag  von  Eulers  JMeckapiw.  j^M;af|ii, 
zeigefi  sif.,lFonDfm^  von  welcher  al/li^  dMienigS'^  was  iin)Lit«i9'r*^ 

über  dfl^e  ,Ueb/9rs.€^tz^Qg  ,  flefailt^  bat.  nos  .|Teu^c^c|laftilcl^f^•.v 
Retheilt  wor4(;n  ist/  zugleich,  mit  aar;Autorisatioii.  mz  ^y^iAt*. 
feDtlicbnng  desselben,,  so  nebnudn^wir  keiqea  Austaf^dt  da9m)t|?. 
oscMen^nd  deq.  Lesern  <)e8  .Archivs  nicht  vQr;(ue^lhalten. , f. Ganz , 
übereiasiiinmena  mit  unserem  eigenen  Urtbeilöb^r,  ,den,fffsteii.Tbetl 
sagt  nlmlicb  def  genannte  grfsse  Hatberoatiker:. .'.'      . ,/,.  <V  ;'  ...• 

^,Bfl  daa  Stodhi»  def  Ediebseheir  Sdiriflten  Istets  dte''4eatai> 
Sdiair  Rlr  matberiiatische  «Ausbildong^  und  aiieh  «elbst  da.  wb  dlflf> 
«pfttsf«  Zeil  wesTentlicbe  VerV^llhommnaikgen  MbvieKt  Hai,  tdbisit> 
ied#m  Matb^matiker  aiierläsafiGb  Mbibte  '  wfMy :  so'  kuMen-allaif 
Bemtiiangei»,  solche  Sehriftea»  leichtef  zugädgUob  zu  'monfaenf;^  Mt- 
dankbar  anerkannt  weMfeii«  «lUbt  daher  eia  erfhittiiohei^  Zusam^'* 
mentreffen  mit  Ihrer  (des  Uebersetzers)  Arbeit,  dass  die  Petersbur- 
ger Akademie  die  klet^^rn ,  iii  eikadenAl'dke»  DeMksißb^itlleii  zer- 
sl^Mtea  AUiandlahgAl»  a«i  SBmnvefn  MsWebMssiln  nnd  Achdii'  tl^al 
Bande  C9n^nept|ltiQnea.Arii;b^\Qtic;s•a  Q0i|i»rlichiverckbiitlicIit  Jiat/' 

Me  AMMrbfftfgew  uM  <Bt4ritfteMftitm>4ei^'ikettit  UelMMkelfü' 
sM  Hl'  ÜtaMü  TheHa>  n4lili(r«MflMe»'"Wte   im  ersMl   Tir^iil^, 
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und  werden  UngefibCeren  d«i8tadiaiii.  dg»  Werks  sehr  erieiehteiB. 
Mit  der  freudigsten  Anerkennaog  des  Verdienstes»  trelAes  der 
Herr  Uebersetzer  sich  durch  die  vollständige  Uebertf^ping  der 
Mecbanfica  sive  inotus  scientia  aoalytice  expofi^;io*« 
Deutsche  bereits  erworben  hat«  Icoiinen  wir  nicht  den  Wu^sfsh  unter- 
drücken, das8  es  demselben  gefallen  möge,  das  deoieche  jnsibema- 
tische  Publicum  nun  auch  recht  bald  mit  einer  ebenso  ge(ang«ieii 
Uebersetsung  der  in  streng  wls8enschaftlieberRlIeksicbt''Jede|ifiifit 
noeh  weit  wiehtigereo  Theorta  motu«  eorponim  rlgldibrum. 
Rostock  mnd  Greifswald.  1789.  A.  su  beschenken. 


nr  a  n  t  f  K. 

Trait^  «^li^mentaire  de  navigation  a  Tusage  des 
officiers  de  la  marine  militaire  et  de  la  marine  ducom* 
merce,  par  V.  Caillet,  examinateur  de  la  marine  etc. 
Tome  1.  Texte.  Brest  1848.  Tome  II.  Tables.  Brest 
1846.  5  Thir.  25  Sgr.       .  .  ^, 

Dieses  Werk  enthält  eine  nehr  wiseen^cbaftlich  gehaltene, 
(Br  seinen  Zweck,  blnreiobend  yollständige  Daratellung  ,nei;  nsnti- 
scben  Astrononiiq  uiifl^chifffahrükunde  überhaupt,  nebiit dM. dan 
gehörenden  Tafeln»  und  darf  ?on.  l«ehrern  ,d^r  Sct\il|l(a)irtyj(^de 
nicht  unbeacbtetl^elassen  werden.  Qie-  auf  d^r  ^e»}  i^fbriocih 
liehen  Instrumente  sind  ziemlich  ausführlich  bencbrieben ,  und  ikr 
GebraOch  und  ihre  Beriebtigung  Ist  gelehrt  Affe  Att&abeh  ^ind 
durch  vollstindig  ausgerechnete  Beispiele  hinretchena  erlSttfert 
Neue  Methoden,  die  besondere^  hervorgenoben  tu  n-ecd^n' verdirfit^ft» 
haben  .wir  jedoch  In  diesem  Werke  nicht  gefunt^en,  au^er 
etwa  "die  auf  Seite  193.  mitgetheilte  Auflösung  der  Aufgabe: 
,9  Alls  den  beobachteten  Hfthen  zweier  Sterne  und  der  Zwischen* 
zeit  der  Beobachtungen  l^^M  und  PolbOhe  zu  bestiikiroen''  von  dem 
'Vat^r  des  Verfassers;  und  die  approximative  AttflOdung' desselben 
Problems  von  d^m  Marineoflicier  Pagel;  die  aber  wohl  der  be- 
kannten, auf  der  See  bisher  am  meinen  angewandten,  ebeofidls 
nur  approximativen  Methode  von  Douwes  (der  Vf.'  schreibt 
falsch  Dowes)  nachstehen  dflrfte.  Dass  der  Verf.  die  ToHstln- 
dige  Kentitniss  der  deometrie  und  der  beiden  TrigonoaMrien  ror- 
aussetzt,  ohne  is  seinehi  Werke  selbst,  wie  dies  «ft  in  Schiff 
laitttslehrbflcbem  geschiebt,  einen  Abriss  dieser  Wisseascbafkei  su 
ttefbrn,  ist  ganz  recht  und  dem  wiesesschaftlichen  Standpunkte 
seines  Wefkes,  ^l^elcbes  wir  uochmals  allen  denen,  die  sidi  fü 
diese  Studidn  interess&ren,  empfehlen,  völlig  angemessen.    . 

Nautischer  Almanaoh  fflr  das  Jahr  1850L  Heraus- 
gegeben.von  U-  F«  Ursin.    Kopenhagen.  1848*  &  15.  Sgr. 

Dieser  auf  sehr  gutes  Papier  mit  deutliehen'  und  #4^* 
feo  I^et^em  redruoirte  nantisclie  AhlMUiftsh  ist  uns  istat' eist 'be- 
kannt geworden ;  ob  schon  frOhsie  Jab^nge  von  MOMülbea  sv- 
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mdhr  h^m  wfc  eai  Wriinw^ra gflitirtt/l'ft^f ndea^ilbto.aufctgriiai«/ 
zu  «hiebet»! .weil  6reiMfe.;JD«ch<«ltato<fl#Aiwieiil  «eU )Mtötai  flhr  da»- 
SMfiArefct^5H%  MiiffeidwtaAib  %4aBziijf|^iiM8  ideni  »yHliiuiüe*!.  A;l^i 
mMiftdi  a»c|  ai0tMiBiOBiicjiSfifpiiiBai0Bi«'<f :.lii»ferlvf>iiiiA  Art  denii 
G4»Qnw!fcli«r  MdiiManfbcfetebBct  istui  Bme  4«rticlie.ABf0Bt«*: 
sugMsv  «eiMii  ndetttwek  tut  der  «i^eQil&riieo  E|ilM«Mtide 
▼oMMsIdlt^iViid  ,dets€lb8(iMAIjbh«b  ^emmiäm  fiacknMüant  Je^  - 
d«r^JMiMftiing(>ieeht.«Bir-!8ii  eonMileiii   ..'.:.'>'/," '•i''.;fn   >-'*  : 


r  ^     "«  !      " 

•AUgediMDett    nautisches;  MV^iiterlncb   init:  SaebeHclinMigsn';. 
DMtodi/EdigrtBdi;  Frasadsibch»  Spablichv.Rort^  Italien«' 

mmA,   Stkn^üach,.  MnUch,    ikfifitadh^k     VouDr^Eduatil 

Babrik.   Lsipsig;.  18S0i  a^.tf  Thk  .!.'' i :.  ;i*>^* .  >'.i   ;.i'f: 

•    '  V.*'       )  '  II  ')■    'i        •'.  »  /    jii'>  •    ^»  /   •'     :  •  *       •  i'i  .  r   r.  .     i        •  «. 

' '  Dlcttmliiairs^S  atariMr;p«^'d^*B«^tyil^fotts  «t  PliHs»  1648:^ 
HottvsUd)AffchiteelQrs  navalei  par  A/Maiai^re!.  184B.        Hd 


Guide  poar  la  constrdt^floD  debateäut  ä'vapeür/paV  Mäzaü-' 
dier'et^Liiaibm)Mi.,tlMar -...;.;-•  '     *    .i;-.n'.    ^       i:-r-,.. 

"  Pierfe^äbiittiem^ots  i!aiis''la''oav|galion  j'ä!}  v^P^ür.  •  CxpQsjijtion 
d^mWoveiü  mode  de  naVifeaHon-  par  Ä,$«Ä«ißr,  de,;f.^  7!*flf.i- 
Dtfire  et  Durand.    1848.  .  '  ".    ,    .i.  . .'. 

Nsvigalioa' ra[ttde.'  Notace  sur  .so  batsfts:  ronbuilv  «pait'J.  B»> 
Boaniot  -UMS.:  ...     i  ---.-.-'  ••'     i  .<•!# 

AImaiiSuiIi''dd  ttariti  et'dd  la  Frande  itfärfilme'  pour '|)^;' pii- 
bBiS  atec  fapprobatiotr^^if  sqiis  \^  patrons^e  du  mfütstte  dH  la'ina-' 


rttafe:    Treizl^me  aon^e.    Pai^is.  1&I9. 


i'l  '.'.     i!  •     t"       ■»'.    -.-.♦<•* 

» 


1       .  '     1.     '■    j       r 

.  Leiirbvch  dei*  Pbysik  fttr  Soh«4e  «dd  Haas*    VsnUr. 
HeiDricb  Belse  <L«hrer  d'eri  Matbsoiatik   und  Pbysik 


adi  Oyin*a«i«in  za  Coltbus).    BeiHi*  1850..  38  i^gr. 

Dieses    mit    grosser  D'^uÄicbkeit    Yn    («Iner     ahspreelienden 


getingen  inatnemauscDen  ^  oriceDoniissen  una  onne  zu  eros- 
seil Zeitäiifwaod  sich  eine  ^ündfiche  Einsicht  in  die  Hauptf Aren 
der  Physik  verschatfen  wollen«  und  glauben,  dass  der  Herr  Vf. 


in  diesem  keinen  ^ssen  Umfang  habenden  Werice  ganz  die  rich- 
tige Mitte  swiscbsD  einem  v5liig  populären  und  einem  streng  wis- 
smsehaftHohsn  Werke,  sowohl  rOdcsleMlicb  Ja«  Vortriigs  ds  auch 
rOdnkbtlMi^  Am  aufgebommoMR'  Matdrials,  9»trofeiiu4Ml.i    Das 


rat 


Bwb;  Sl^irdHiiUmima*»«MBiw(iMilmlfe(4 
UateilüMii  iarf»M»htifci  l£chi>ihabtlt0Py  ^Jbiji  ir«dw 

teh/  lidndpi  rM^httiiefio' )«rlnfc|.v ^ratoiMiiiBiiti  «IHutiqrt'  i 
d«f ' .  UAT*ai  iide#  i  filttiiiMt«fMtlMiiütliy » iMUMstlMi.  dei 
niBtm/ jiiid^AjMbrA^M^eiUpi  MnMtetov  «briMf.  sidl  ii 

H^^wAmmMMk  iBiBMB//  wa»ilffeUHiW.8eki^li6ii  'Ib 
massigen  mathematischen  UblAikua»  dbnrMbl»i#<iwifdv<'  tk 
Herr  Verf.  in  einem  Bache  dieser  Tendenz  auch  dem  sogei 
tbierischen  Magnetismns  und  den  Reichenbach'scben  Cntei 
Mi»;Jbtü^aeri8eAen)  n  ^tmeta^i^V bUrikm^m'^  übeiwl 
besk*lersbi^|telielAigd  Aü&H^ksHmkaitaestbeAMiikat^ 
gltbUKgt  weltfern  Da  mihmk.&mM  üü  >aiiMler.4om|^tenld 
theiter,  Herr  Director  Kloden'.id  BeÜitty  iseipemit  ua 
obigen  Urtheil  ganz  flbereinstimmende  Ansicht  über  dieses 
aui  einem  wahrscheinlich  von~dem  Verlegel'  dem  Buche  M 

teq  be«wiid^f^i9.,Bfaitt0|«f«paieb.lui«ef«PiS^n  kht«^i»rl  ' 
es  für  aQweckmässis.,uDd  der  zu  wCnschendea  w^terea  Venm 

des  Büdfr^  mmhemii,  W^n'^h^AiSeVekMmnf^'iei^ 

Director  dK.lG  d^f^i  nJU  MerMit»  «vrieitetsagi  iü  WtoAttitihco 

einstimiiien^  nac^^^^^^^  ri    pm. 

,,Das  beilol^end  zurfickgehende  ManuMftit,  .betitdlAtLl  I 

der  Physik  Ifür  Schale  41  nd  Haus  von D^fH^iff^XK! 
etscWrAr,iiir  'äti  «(n«^J^;^l' i^MeV>  pWeiCW ßi^ 


erscne^rrc  ;mtr  ais  eine  x^cni  n&üK&p  /VirDeii«  qSh 
Terbreitäiig^Hutch 'df(m'15VtiSk ' Wbhf ^^^^  |§  t*^l 

durch  eine  logische  übersichtliche  Anordriuog»  ddrco  eihe 
sdkr.UeirtlicIteiiibd«  fMrtielieiiliusdsudosMise  «UiDarslsl 
doch  der  Wissenschaft  etwas  zu  vergeben,  oder. ''eine 
kU^rui^^iüi  di^  SMft  ,,^^^  .,ija^n,  f M^^e^efl>,.flpd,j<hM^ 

uopular  gehaltenen  Schnii  zu  ^(^«^JSftQ,  *|^    •tvV  ^'^t  ^  ' 
Wissenschaft  anbeim  fiUlt,  ist  inii  Recnt  weggelassen,  < 


Herrn  Verfasser  darauf  ankam,  nur  das  zu  geben,  was  der  2 
und   dem  Leben  angehört,  weshalb  er  auch  zur  VerstäodDisai 
nes  Baches  nur  ein   sehr   geringes  Maass   von   mathemat' 
Wissen  fordert,  und  die  nothwendigsten  Sätze  der  Geomel 
hangsweise  giebt    Obgleich  das  Buch  vorzugsweise  fär  da^  Sc 
Studium  geschrieben  i^tilo  if^iM  *#  ilcNm  Gymnasien  aod 
gerschulen    auch  recht  wohl  dem  TJnterricht  zum  Grunde 
tvtfidea  IcunnvBjlihdenMto  «kehienitLlBhreritfchwbr.fwnnlei 
dl«   nakA  dem  BedirfiiiBd«i;Mdi:dbnri«täiid^|inbt)s!stfD«f  i 
etwa  erfordedichiEhi;  4iathekaatU(chi^ft  1  fiMwickalongaii  «ad<f  1 


mrreicn^s  uifd  xvveckmassiae^  i^.  .,,..  « 

-'//    .  ..iT>    i'.r-     t  rii7f    II  njuiintMY  j^rMn  »  ijj'Miin  ii«tn- 

ztt(AmfiiB»rari  sM.. WshimiI4emWfMin4M«ittorlis|[e4ito' 


in 

kw^milmiW^W  fW^pd^f^^ta /einfanhati «l«tkMiiMMhet>iBetMitkt 
MmHigi^  AHilit  .flmbiii^  l>iiUt«iiii  mUie^r .: .  .;  >x  ni^^  1-1  v<n..r 

IM« 'llcbW«t4i«|y .niidymWo  dfa  iiettlM<Ml> bptiiwifeii  Bn(V<»e%Hii^n 'Wä 
fi»llttäutflff'>  wtei  Mr  iK^i^mitfeN  MdMl»!  Wird/'- OeyÄjibtlnHiÄL 
äM  iMmM  ilit^ftlM!;»  idiliM  sehr  liiar  BliyWlaA>  «Itt^eMitl  '^tt^^nH^; 

de  ca;^ii^rfij^^  (^liw  auch  Yom  Äodiakari*cht;^  $teny: 

scbniippeji ,  rioraucnf  u.  s.  w.,  also  auth  von  Dingen,  die  zju'pnie* 
teorologischen  Optik  gehOren.)  —  Section  VI.  Des  couleurs  eii 
elleus-m^mes  et  dans  les  corps.  —  Section  VII.  Des  coalenrs 
accidentelles  oa  subjectives.  De  la  persistance  des '  images.  Ehi 
OTMliMliLii'  De  4'thrädiUtk»ii.> "  tks]  »MmAmak  -^m  >  de»«  ttfijiiHMions 
ImiiMsi  dl«n|ili:  ikMiNfttliii . ük$  i'ömAfMtnf  ^n  *Si«»et fh tr» V>l^i1ir  <*  D^ 
la/ loni^e nmtUdit^e  'Hkm  'soa 'aMot^i mtk dc^appdfeHi» Uitr^ä^Ml 
reeil-;  svr  «(«ifWibMaiMi^  ^dfftffeiitei  dd  Ul  r^Atiel' rfteHa'^akilt'lf 
^Iw  iVitiimiidb  ^«fiediie  i(»lfliv«:>  tdeieli^dlVbf^  caftfAfenitmloM^itüsf] 

tion  de  la  Inmiere  sur  iesplantes.  (Hier  auch  von  Moser^ar%tJfk^ 
deckang.) 

^^rtPeMe«ftiaA/j^ JjU»a  ypp,  D^..  G„.Scli.«4>l^i.,/.\e*.i|4T 
sehen  Gesenschaft  in  Leipziff.  u.  8.,w.Leipzig.  1849,8.  1 

ScDübler  s  Ajrundsätze  der  Meteorologie  f^vilclMeiieil 

||em^^inen 
trtis^rt-^  der 

cheo  Darsteiiang  und  ihres  praktischen  Gehalts  mit:''tli6t^hf  gtbU^ 

am  B<i>ftWf>»ttWWPtlMijUy»»eir,Jeff.pHt<^  Jt4and- 

wirthen    erworbei^^.  m  jUif 

lanilwirthschaftricnp.  AI 

Entstehen  einer  ungemein  grossen  Mengb'  IstnämimnchiHt^Stm 
VeKine(4idii  4CMh  Uii4^rt^baftl(clie>ShcSHrtew4ie  iriitoensehaft- 
lioIlB  BeMheiliifig  de«tl4aii4wf|rtbicb|ißi  mföfddrt  ^r4<to  iirlinirdw 
Je^^der  jeii.ineseiiBi  m^htimU^'MtiiMnmmlm  4eij  niengchtiithdfc 
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älrens  wksMsUMftiichere  B^aiikeltan«^  W^l«lte  ^SdMlef% 
0i«sen  ^denRM^ATOlofri«  In -dem  voflHie6mt»ti''llach4i-^rdi 
Oodtor  6.  A.  i»li«  ft»  Ijttptftgsu  n^il^JtiMrvvAMI«!,  W  jeder 
hung  für  sehr  zeitgenilsfi»  vMl  «M  M*  fiHfrlililii)^,  diM  der 
Bearbeiter  das  Werk  dem  geTOnw&rtisei)  Zustande .  der  hl 
M^  liTfid'  d«fr  B^flifinte8en'\^lStretiiNAMII^  j;eblldel^t'  Land 
Afr '^kb«  däU' Bddi  urM^rfingliblrbdstlMiihr'wi^,  ^^fr  dem 
geä  Zu^tiitdks  defLaiid^Hbs<4mll>ihit  ehiM^k^Mnm^ 
angepasst»  und  aueb  den  ursprtfnglicb  durchaus  praktischeD 
k^  dessel.lien  fu  dieiaer  ueuen  oearMtttng  atrg^ds  fvk 
h^t...iif^4$fn  ff  .s.  B.y  19».  nur  diis  hervorxqbebe»,  auch  eine 
reiji|he.,^|iiip[ilffflf  sogeowuter '  Wetterregebi)  «üd  Wetter- 
beisebrucbt  hat.  ifojKß.  iWdie  ebenfalls  ReebtriQbrs«««ff< 
L^ifi^t/a^^Bilche  Da:r«iieUung;  d;er  M^^t^Oirologie 
Klui^z.ßk!,  WiM^l^«7*.  Xi^itemi«  Beiv  Mr.  XLi.8w$»2.)i 
^<^n>S:(iF^^^^:^f<  ^f»,ppti«^h«o  )^«Aeraabaidttng0»  «locb 
S^«i:5^rtF4f^iHättefi  Jief(9i94  k»n««^:.  Wkl  wiOMcMii  dem 
dbeo 


seiner  leicTit  verstäiidiksbeii  O^rcitirlluniit  wegen  .^mf^vfiebi  weite] 
breituii^  unter  allen  denen,  welche  sich  (urdie.Erscbeiiinngeii  in ua 
Luftkreitte  eotireder  «ins  Neigung  oder  äiid  Beruf  hitereaeireo.' 
Ausstattung,  audi   der  KiipfertaEeln,  Ist  lA  iedei^  B^aiebang 


..» 


/i{t 


r 


,,>.  Mj^gn^tisebe.iin4  clMigrdphische'Orlsb^sttmjiii 
in  Cs4erreiobl«eb«n  Kai««e|islAa^ie,.*ti»gefiIltfrt  tot* 
K^eiliUiti^otHr  der  k^h«  Slternwairitle  msu  (Prag»  >. 
un4  CatlM^ritscb».  k4  ki  Co»o«pl6iir»cti(0Milek  i^ 
^rst^r  J.shrgang.  1840.'  Ödster  reich  «b  der  £obs,  ' 
und  .Vor»rJb.ergv  J^onbardei«:;  JP'TSig  1848.   4.    ^ 
20.  '45gr.  .  '    '•  .1   '  ■  .  •     .  •.         -  h-:         :  if     •.• 

Mit  der  liberalsten  Unterstatzung  von  Seit^  seiner,  Regii 
Ist  Herr  Kreilbesch^fttgt,  ein  ttk^nethtehed  utid  c^Mcti  p 

{»blsches  Nets  fiber  den   gmfzeiV  *otit^i¥ei^hiscfcc^  Knsertta 
•gen«  wobei  derselbe  in  V^er  Distrit^t^getheHt  wui4etrJst,Bii 

i.    Der  westliche  Alpen -bistrict,  der  die  PrpFmep, 
reich  ob  der  Enqs,  Salzburg,  Xyrol»  Vorarlberg  und*  die 
deib<%reift.  T'»    .-»i^  .       «»  . 

2.  per  Sstlicbe  iVlp«ndi«trict  v^t  dfm,  ^roviafien  Of«tf 
tfnter  der  Enns,  Steyerraa^,  lUyrieii»  d^  Yenetianisf^he  Kr'*' 
v,ij4  Dalmatien.     ^ 

•     a    Der  Donaadlstrict,  nüniHch  dais  mittlere  und  ^fiebe 
gsm,  Slavonien,  Kroatien  unddie'Mflitiirgränse. 

'4.  Der  KarpaChendistrict ,  nämlich  das  sfldliche  UagarOtV 
fizien  und  SiiebeiiUCifgen.  ^    ,. 

>  Mit  dem  eisten*  Districte  ist  Herr  Kr  eil  Mr>  'Brffle  ^tä 
ood  ihdHt  di^  AesuMite  seiner  m  43  Punkten  getiMeMe»  mse« 
totMii  usfi  gf^mtibiseheii  ftestiiiifliuitgen  ki   diesen  ^cm 
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ErngniMe'  4effi^«rtfldnl)iff  de»  begoonenefi'wicbligeii  Untavieh- 
■§•••' oidn der  «pfciileicA  AfittbeilungMder  gtönonDeneii  Ecgc^baiMe 
Moiit»  hhdtmd  in  .den  W«g  tetoii.    . 


••I'  1.1  '       •  ..  >  »    M, 

•    I 


jBlirleftttnll^  in  die  KryS'täno^^rapbie  iind  indle  l^ry- 
«rt%n«fjtraph'i4t^iie  Kenhifils«  d^f  Wichtigeren  Subllrtan^ 
z^W.'  >¥on  D^!'il^^nl*^6n  l^ötip, 'PrHf.  0er  Physik  und 
€lieto1^  SU  ISti^ifli'«/^.'  Mit  eln^m'Aflab  Von  31  KJipfer: 
tafeln  nnd  7  lithographirten  Tafeln,  Netze  zu  Krv'' 
staltmodellen  enthaltend.  Braunschweig.  1849.8.3  Thlr. 
20  8gr. 

Der  Herr  VT.  dieses  auch  namentlich  rQcksicbtlich  der  Figuren- 
tafeln trefflich  ausge8tatteten  Werks  hat  In  demselben  Berecb* 
nungen  durch  die  «lüharischeJ^rigonQinetrie  oder  apalytiscbe  Geo- 
metrie gänzlioin(MnUbiieM;>«n(PtfcK>«lb8»  V^  Con- 
strnctionen  oder  graphischer  Methoden  bedient,  was  wir  ganz 
zw^kmfl^gDrtden,  tianf^tRc^ftirsdMie,  w^h^U^Hi^rgeh^tide  ma- 
tlietiiati6<^^>  KenVitnifrse  iilcht  besitzen.  'J^eH^h'krriineir  wir  gerade 
in  di^et' Beziehung  lil^ht  den  Wuhsch  ttfitetdrOeken ,  dass  es 
einmal  einem  mit  den  Methoden'  der  desctinititen  Geometrie  und 
der  Perspective  vo|latSrydig  'Tertraptjen.  MatbemiiQkec  gefiillen 
mücbte,  eme  auf  (lii9  ftletlK^deo  »ürr  in  Rede  stehenden  Wissen» 
schifften  gegiflndete^vpll^tandige  A4|nwels^ng  zur  Zeiciiriuog    4^ 

Krystalle  sowohl  imG^^MnA'i^'aus.geniesi^enen  AYi^M*)  una  Kanii 
ten»  .als,,. auch  zim>  perspeptiviscbe^DArstellufig  derselben  z^.b^- 
arbeitei^i  die  wir  sehr  gerj^«  in  «l^ni  A?cli'i>e  .fifigfilr^i^^kt^m^  sehei^ 
w9n^c|piea  wärdf II.  .  HerfH  K.Ptp  p>  übrigen«:: Fiy|ht,3eiLr'ZU5fiwpftJl)^ 
le^^es :¥upli  leistet .Ui.idieftV-  Ue^iiihufig  ßipig«^  ab^X  n^b  Vflü^ 
reff  Meinung.  vfMii^.^l^  S4i^|idpiittk|e,  aus  .mc^i.  Ilinj;ei: 

cbend^y  ireiup^  <eu<^.  6ir  die  Le#^.,  für  w.flcb^  d^is  ^Duch  :voi^. 
z«9sw^)|i(abi^tinuiit  ziirsein scheint»  j^enug,;  tVj^iji^U^Ebolen ah^^ 
daas  ijKir.das,  ß^cb  fQr  iefk  Kreis  von  Lebern i, den  e9  sieb  ^üps^ 
aosgeitähJt  zu  hieben '^«fc^int,  sehr  geeignet,  und  empfeUensw^ffb 
finden-  h.  ..:    ,.  ..  ','    ..  •;;•-,  . 

» 

cifanlieB,  elie  i^«ii  ihm  friber  In-sHmfn  B<fi trag'« if  Mit r  reiiven  huä 
»mi^cwaiDdten.  Vacb<tni«tik.  Tbl.  I.  Br.4ni«nbfieg^  ISa^i.S*^ 
149.  $;r.  V1|L  veüolfeiillicKlct  Abh^inillnng::  'l^.r  Kr^r« taliiignarbi.fi 
aad  afi«|lj|'ii^iieii  Gewoictrie.  l$r«ter  B«i tragi»  ,U..Efinn<ii;fii^ 
%m  hriugtülk  t  da  dieselbe  aieht  «ebr  b^kapnt  irew«H^eji  an  neis  a^beiat, 
die  darin  :«atwic1<elten  Formeln  aber  e\ne  nthf  v^gwuemnj/iad  aukgedebato 
ABwendniij^  1i«i  krynti^tojcraphischcii-  ßc/itiMiniii|iireD  wohl  gectatten 
iDocbteh."  .  Eine  recht  dciitliclie  und  völUtändif^c  Anweisung  cur"  gra- 
pbifcben  Päratellnng  di'r  Kr)*talte  sowohriiti  GrundiUs  als  aitcb  p^t^-i 
«pectiTiSf^b  -inHC^rst  der  MÄhirden  der  dostrlpdifen'  6e'on)i?tr2e"And  Pd#^ 
•pbcflv^  hiiH  aber  aneli  (sr*  fnk*  selilr  iv«iisebeii«weKh  and  wiHI  Arbditett 
dieser ^Avt  gern  infs  Arehii«  aaüiehtaek -«*->) Gi)i''    ':   '•'>     '•'       >     :>i'jr< 


•  «Md^rtiolrcs  de  Pby&idue*miwÄtdue,  ^pAr  GültläliWÄ  ' 
Werfbeln?.    Parid.  1848. \    *T|itr.  ^1       *^  '/ 

.    InbnlttsMeüMireita»  rel^tifcite  et!  ei^r  la  is^Mi^udeA.m^tviaL 
-^.Mdfnoire. enr  rdlasticitd:  ^eli  sur  hi  ie^biteiQ*>.>deS{  alliag|M.Hi, 


tzn 

UAmIib  mt  rioflaeiiM  da  MoiMt  «dbwtefi*  «t>U<!  1> 

«mamt  SU*  l'duikiM-de«  metaux.  ^'  UAmIt«  kor  (es  « ^.- 

date  pw  le  counnl  «IccttUfae.  —  N«te  n»  r«4nttBlt^<««  mt  U 
Gobesinn  des  <lifl«renteB  espec«»  d»  r«nre;  psr  <M.  Mj'B/Cfc*- 
vandrier  et  G.  Wertfaeim.  —  Memoire  anr  requUibre  if 
C9W»  8<]Kdcs,  b^Vioeenes..  t-     Plt^pmire  -^ur  {a  vitava  <^a  iHpjdani 

p4rr:M,  M'j  Cf-  Ch^^fndviGT  et  ß-iW^r^bf^Dk  ;— .,  ,,f|l^main 

hvsiiiin,  .    .,    I     ,       ..  I ■    ■   .(  ' 


-,. ')  ,        Termlsehte  Ikhrfflten. 

KulUtiRR  doTAftadiiiRle  R9.yfti.fl.  dp»,  ffciene«»,  d»i 
leltTCKret  da*  bf«,ux*art9  d«  Belsiaa«.,  Tone  XV.  Ilat 
l'artie  1848.    Tarn«  XV|.  h-  PjiMie.  184V.    (Vefpl.  Li- 

Ufar,  B.flr.  Nf.  Xl^VlLS.  tWP).  1,1,  „,  „  ,, 
'  ■  "töniÄ^V.  llwi«  ^iJHe.b;'16.  'D6r*pi''>p«t'oii»"do 'cpr|w 
hqm&in',  Aar  A:  Qufltelet  Denxl^e  ttrHÜle' (VoV  le  W  B^ 
ffml  T.  XV.  1»  patfle.  p;  S60}!  f>roporH<tn^  \>»  rbMim«  Aa 
ies  Ge;yptiei)0.  I^opnilinns  chcz  lea  Hdltraimr.  t^roporflom  dw 
IndoD«.  —  p.  27.  De  r^bullitfoii  d««  llqiriitee  «T  de  leur  adhf 
t>ence  am  vayes  qulles  conttennent,  «nHlme  M^e  de  certaM«  pbfr 
nom^H^V^pMr  M:  'Ltiuy«t.'  ^  p.':4ff.'Sts16rtie  «t  MptKM«')»^ 
tualr«  liur.t'h^tton^p«-  M.  %Me  Warttraftn'n.  — '  f:  H8.  8ar 
une  andm^Re-  Hpp(\rctt(ft  daite  IM ' rMefl6n^  HUtlri^aM,  "ptf  M- 
J.  Q.  Crahay.  ^'-p:';>83.  Svr  ai|«''m^dioAf"4<«Tr««  d|M&  1« 
n^oh-ea  de  l'AicAiMnii«  IfffVeld-de  BrilMgüt^,  WtMt' AMmtiinerlt 
celKfttatlnp  d*fi((e>reNe'tnMdi<enne;  paV  ;E4.' Maflly.  <^  p.  SM, 
Prßcridä  d'exIrtCtiAn '  Ai  (rickel  et  du  coMk}' diiivi  thtns  ntieft- 
brique  de  HirniinKham ,  par  M.  Louy«t  —  p.  36ö.  TabI«  ie» 
Cmc««  äUstiqii«»  de  krapenr  d'eau,  Mar,lu  tORuttfaitaTe«  croi«- 
«ant  par  ««nti^nie  de.dMräj  d^uis  1l3o. jMnn'a:HUi>-J»  l'«ebdk 
MnMslmale^parH  J.  «!.  Crakay,  ~^  ä.inj  tHotetbr  rai  pW- 
narntae  d'dooiieti<{«e ,  par  M.  Ch-  MstTtiffi^v.  —  '  (h '381.  L« 
tiWisport  Via  mattärc  iiond^mbl« 'eet-il  toujoan  A- 

fjöö  (hi  J  itt  pÄle-n^gatir?  Pß*  M;  Maas.  —  p.  471. 

S^  les  c  t  ta  ftmette  ni'erldienne.  tote«  par  M.  M.  le 

qipitaiiiv  Sd-  SUiFI^- —  p.  470.     Sur'  ane  iD^duxI« 

pi.Qjtrq  ä  ,  la  cullluiarion  (Tune  lunette  m^ndjejuw  aa 

iqDyeB.d«  "  asjrqpowioue« ; ;  p(*  M.  io  »ra^taiOBj«)»- 

Sf-«.  rrr  |  l».r«d<M;UAn  awie  intefcnde  multiptei  wtJ^ 

Schaari  eiiilat^ruia,  voaiUiriGbi«!)  T^.p,  liuß.. Stf 

Ifl  driveloppement  de  la  (onctjon  {l—''2xz-i-i^)—i,  suivant  le«  pub- 

fenne  m  boiilas  compos^ee  de  a  biaocnes,  ^Doires,  «tcibteDWi 
dV't^oouloirM'dlvttraesj  T)Qell«  et  Id'pWbaWUM  pMn'qBWtlraal 


im 


kj  l  groupes  respeoCJireiiieiit  de  n\  p^  Of-t»  u  booleft,,  soos  la 
coDdition:  l^que  l«b  j^oufdii  ^'un^nd^llie  gtiMl|>«  bol^iifl' d'üoe  mtoe 
cottleur»  dUKrente  o^anmoiDs  d  un  gronpe  k  Fautre;  V  me  lea 
coaleurB  4^8  boqlea  cIq  ^acufi^  4(1?  {^ipplexiona  a,  b,  •••  /  aiff^rent 
de  cellesVd^  com&\ej\oßkB  aiii  lea  p^'^cedeht. '  On  donne  en  ootre, 
comme  ponditioo  de  poasibiiitö^  les  rdationa 

^     ^=.««  +  ft^  t  ^^  +  •:,+**  +  't 

Tome  XVl.  Ire  Partie,  p.  8.  Snr  les  variations  brasqoea 
de  temperatnre  et  i^  prefWiOD  :atnmspbäriqae,  observ^  di|  10  «a 
13  Janvier  (i849),\i..Louvain  pkr  M/Crabay,  et  k  BnixelleH 
par  HL  O  M  t  e  I  e  t.  —  p.  9.  Hecbercbe«  nouvellea  aar  le  veritable  poida 
atomiqa^daspafbtttt^t  )|a»Jlf.'J.S.fita#.>v^jb.  t8?.fizanien  Gritiqaeda 
Systeme  dib  la  fluidite  4$lectn<|ae»  par M.  Maas.  —  p.  313.  Sur  I  appli- 
cation  d«  M^nipbe  ^lecttiqoe.  a  l'swstrfinoinie ,  par  M.  Bache, 
diiecteiM' ..dtlMlk' triaDgalatiyn  <  des  cr)t^4r  deisl  Etats  -  Unis.  —  p. 
317.  Sar  lea  variationa  d^,  tempi^ratore  et  de  oreMion  atmosphi^- 
riqne    et   aar    quelques    pb^^omu^oea    met^orologiqaea    obaerT^a 

pendant  lea/^ois  de  janY^Y*  i^^  Y ■^^''°'^''  1N8|  par  A.  Qu e teiet 
—  Pv  3^29.  vbservations  geöHe^ques  et  maffnetiques  faitea  dana 
les  Etats  autrtchiensy  pendant  les  annees.l847  et  ^848;  par  M. 
Kreil,  a^stronome  ^e  Prag.  ^  p.  334.  *  Nme  >ur'  qiieiäues  Mnte- 
gralea  Mtt^kei,  par  M.  M^srer;.'  H^rr  Mt»^ef-  bat  In  di$s«fiil'*Atid 
safaie  di&R4ffÄoden  Formeln  beWieaen,  hr  lieben  '[a,p\  '4>6  Aaiabl 
der  ComUnatiiitten  iRir  a  filim^te  der^ittin  KI^Me  Umzeichnet:  \ 


;  I   . .  '    • . .    •        ,        .      ,  .  I . 
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+  (  -l)»iii*»co8  f  (2it4-l)arctang^^ , 
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+ (  -  r)«im«*-»  C06  (2« .  arctang  j) , 
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— ^  p.;3(3S.  Sar,  les  fractions  continoes  p<^riodi€|uea»  par  W- L^' 
frans^oia.  —  p*  424.  Note  sur  une  nouyeile  applicati#i|  cufteo^edf 
U  persJstance  des  iinprea«none  de  la  ,r<^ttn€>  par  M.  J.  Plateau.  - 
p.  428.  Gleite  aAr  ia  pr^para^an  de  To^yde  de  cobalt  pir  e(  ;8V 
raluniinate  de  cobalt,  par  M.  P.  Lou)ret.  —  p.  580.  Sor  k» 
propri^tea  dont  jouisstfat  leg  produita  .infinia  qai  erorinient  les  r«ct- 
nes  dea  nombrea  entl^ra,  par  M.  8  eh  aar.  --^  p.  08^.  ^  Deoxiene 
note  anr  de  noavellea  applicattona  cnrieuaea  de  la  peraiatance  deo 
impreaaiolia  de  la  retine,  p.  M..PIi^teau.  -^  p.  613.  Experieo- 
cea  compiiratives  aur  1^'  force  et  la'  cooatance  du  conraDt  prodott 
par  diffe^entes  pilea  vodtaique« ,  connaea  aoaa  le  nom  de  Batteries 
a  courant  cooataift,  pai^  P.  Lptty^t,  — ^  j 

Aaaaer  diesen  groaaeren  Aufaätzen  enthalten  aach  dieae  bo- 
den  Btinde  wieder  viele  *  ttitereaaante  kleinere  aatronomiadie  atfi 
meterorologis^e  Notizen ,  hanptafichlich  von  Herrn  Queteiet 


I  •  •  • 

j 


PreiaaufgabV;  der  Känigl.  Sac.  der  Wiaaenachaften 
XU  Kopenhagen.  Eine^  voliatändigere  Unteranchung  ala  bw 
jetzt  von  mf^ematiacheiiStauidpunkte  a^a  geaehehen  iat,  der  Lehre' 
von  deii^Wideratande  einer  Fluaaiskeit  gegen  einen  in  deraelbe« 
aich  bevre^enden  festen  KHrper..   Tej^in.Enii^  Angnat  1861. 

\  Ulf  I       •<     •  1 
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litterar  Isolier  Aerlelil. 
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A  r  tt  h  m  e  Cl  k. 
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Cour«!  irAleebre  sup^rieure«  profesft^  k  la  Facu^it^ 
des  sciedces  ae  Paris;  par  M.  ^«-^A«  ^eprel.  Paria,  8^ 
1849,  avec  Pfanche^T.  Fr.  50  C.  . 

Dieaea  uns  leider  mocb  nicht  ku  Geaiebt  ngekamtiien*  Bndi 
wird  aber  in  fraozuaiscban  Zeitschriften  sehr  MKihttift»  Mnd  ww* 
dicot  daher  den  Lesei;n  des  Archivs :  empfohUn  zu  .weidett^ 
Die  meisten  Erscheinungen  auf  de^i  Felde*  det  mathematischen 
Literatur  in  Franiaeicb  >  beacbräiilBeu.  sich  gegenirirtig  auf::  ne«» 
Ausgaben  älterer  Werice  von  Monge  «  Lagran^re^  Laplaoa^ 
LacTQix,  u.  8.  w.;  desto  erfrßu)fcber  ist  esj  hier  wieder  ei» 
n^i  einea^ffr5sseren,  der  allgemeine«  Beacbtaog  sehr  .iwertbea 
OnginafwerCe  von.  einem  auch  durch  andere  eigenthdl^liche  Ar- 
beiten achoa,  längst  rahmlich  bannten  Verlasser  au  begegnen« 

Aufsuchung  der  reellen  und  imaginären  Wnraeln 
einer  Zahleugleichune  huheren  Grades  voir  Simon 
Spltxer.  Mit  einem  Vorwort.e  \^n  Du  L.  C.  Schulz  v* 
i^trassnitzfci.  Aus  den  naturvpiasenschaftlichen  Ab« 
handlupgen,  gesammelt  und  durch  Subscription  heraus- 
gegeben Ton  W.  Uaidinger.  IIL  Band.  2.  Ahtb*  &  109. 
Wien  1849.  4^    1.  Tbir. 

Herr  Prof.  Schulz  von  Strassoitzki  hat  in  der  Im  Lite** 
Riehen  Her;  Nr.^M»  S.  90»  angezeigten  aosgezeichneteA  Schrift 
Herner's  Methode  zur  Auflösung  der  numerischen  Gleichungen 
»ehr  deutUok^rläotert,  damals  aber  steh  auf  die  reellen  Wurzeln 
der  Gieiehungefi  beschränkt  In  der  vorliegenden  AbbancNung,  welche 
^S^tlich  aus  zwei  Theilen  besteht,  wird  dagegen  die  ge- 
■Aiuite  Methode  auch  auf  die  Imaginfiren  Wurzeln  der  Gleichun- 
8en  erweitert    In  der  ersten  Abtbeilttng  giebt  Heihr  Prof.  Sehalz^ 

^^  XIII.  ♦  52 
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von  Strassnitzki  ein  Mittel  an»  am  den  Ort  der 
Wurzeln  zu  6nden,  oder  dieselben  zu  trennen ,  weshalb  auch  der 
er^te  Abschnitt  Trennung  der  imaginären  Wurzeln  Ober- 
schrieben  ist  Die  in  der  zweiten  Abtbeilane  gelehrte  Aufso- 
rhung  der  iniairinären  Warzeln  gehurt  dagegen  ganz  Herni 
S  p  i  t  z  e  r  an,  welcher  sich  bei  derDivision  der  iniaginSren  CoeflicieotCD 
durch  einen  einracbenKonstgrif  half.  Wir  empfehlen  diese  Schrift, 
ebenso  wie  die  frühere  des  Herrn  Professor  Schulz  vonStrass* 
nitzki  der  Aufmerksamkeit  der  Kenner  recht  sehr,  nnd  sind  der 
Meinung,  dass  wir  jetzt  in  den  beiden  Schriften  der  Herren 
Schulz  von  Strass nitzki  nnd  Spitzer  zusammen  eine  sehr 
vollständige  und  genügende  Anleitung  zur  Auflösung  der  nunie- 
rischen  Gleichungen,  sowohl  rfttkaichtlich  der  reellen,  als  auch 
Hicksichtlich  der  imaginären  Wnrzefir  besitzen ,  die  zugleich  eiDen 
sehr  grossen  Reic!  thum  vollständig  ausgerechneter  Beispiele  ent- 
hält, welche  j^atörlicji  .bei  dem  vorliegenden  Gegenstande  von 
bestyiperer  l^idili^keit  and  um  so  venueastlicfter  sfnri,  weil  die 
genaue  'und  sorgfältige  Ausrechnung  derselben  nothu endig  einen 
grossen  Zeitaufwand  in  Anspruch  nehmen  mosste. 

Sammlung  mathematischer  Tafeln.  Als  neue  völlig 
umgearbeitete  Auflage  von  Georgs  Freiberrn  von 
Vega  grusseren^lag^rtjthiDJrscl -fi^ffeneinctrischen  Ta- 
feln, herausgegenen  von  Ur''3.  A.  HüTsse.  Stereotyp- 
Ausgabe.  Zweiter  Abdruck.  Vermehrt  mit  den  Zech'scnen 
T'afl^lü  filp  Addition  «nd  Subträction  derLorgarithmen. 
Leipzig.  1849.  8.  3  Tblr.  15  <jgr,  ,     ^ 

Der  erste  Adruck  dieses  sowohl  sefnem  Inhalte  als  seiner 
iiKseren,  dem-deutselien  Buchhandel  nnd. der  deutschen Tjnpogra- 
plile  i«mhrlNifl  Ehre  tnaebenden  AusstatlnAg  nach  attst;;ezeicDne(eo 
V¥erks  •  ist  im  LIterar«  Ber.  Nr.  I.  S.  4  angezeigt  Worden.  Die 
Wwrichtung  der  Talbifr-  1-^X1  Ist  ganz  unverändert  geblieben  und 
SMi»  •unserer  (roheren  Anarelffei  liinreichend 'jliek^nftt,  wobei  wir  J^ 
doeh^'aitch  jetzt  nicht  den  Wunsch  onterdrficken  kroineii,  dass  es 
dis<m  Herausgeber  eefiillen  haben  machte,  in  der  trigonometriicben 
Tafctnflebei  Ca  Met  und' in  mehreren  eri^lisehcn  Tafi^Nf  $e  Win- 
kel vim-'lO  zu  10  Seeunden  fortschreiten  zu  las^seij,,  was  bei  den 
mell»ten  Rechnun^n  doch  eine  seht  grosse  EHciehiehitig  '^währt, 
und  die  Sicherheit  der  Rechnung  wesentlich  furdert,  wepn  audi 
auf  der  andern  Seite  nicht  zu  leognen  i^t,  dass  tnan  nafkletitiicfc 
bertiiariclr^n  astronomischen  Rechnungen  tn  nduer^i^^^eit  den  Ge* 
hraQ<!h  vNnerer,  selbst  nur  bis  auf  eine  gerlr/^ete  Anzahl  tmi 
l^eciroar^telleTi  berechneter  Tafeln  mit  Recht  eniptohten  hat;  solche 
ktelnerel^iifeln  besitzen  wir  aber  schon  eine  grosse  Anzahl»  in* 
dein*  im  Gegentheil  eine  grtissere  von  H)  zu  10  Seeunden  fort- 
schreitende Tafel,  deren  die  französische  und  englische  Literatur 
ineh<eiM^:  sehr  treffliche  besitzt,  ia  einer' neuen,  auch  läosserlick 
scfi^i).  fii^estHtteten  Ausgabe  un«  wohl  lioch  ganil  fehlt,  wesbalk 
Herr  •Üii.l'IMe  sich  gewiss  ein  besondeces  Verdienst  erworben  hf 
ben  Wfiiude.  wenn  .er  seiner  Tafel  die  etwabotfr  Aasdehnuap  ge* 
get>#9.  hütete  Wer  späterhin  ASteh  zugeben  sich^GiJleBliesse.  Diu» 
würde.  fV^il/ii^b  djiei;B9U}|i/bis  auf  zwei  Bände  angewach«eo  sein,  wa« 
wif  aberifiir.gantz  Jiwi^kiiiässlg  gcfhallien  hab^n  wurde«.,  wenfl  <^ 
l9f<M^^lupiwhe|i:Pii4  |tiigonein0tri«clien..TaUn  in  den  wste»,  ^Ik 


TIA 

ibriaeB'  Tafeln. tli*<  «leR'  iweHeh» *BAiid  gebrmoit  fiiofdeir*  imären, 
weldM  Mde  Bim}»  [denn:  anch  ib&ttto  eisMl*  fciklaiidi  Mio 
otefii » .  dakmi  •  •  ei»  Jedei*  •.  akth  oacb  seimtai  -  BedfirAillsaii 
bloss  m  deti  Besiti  de«' cioeo . ocM  fles  modere  Bendfee.kiM)* 
setzen  kona^iir  iade'r*  .jededfaHa  di«  iogaritbmiedi  -  Irigonemetri« 


Die  Tafel  XIl^  welche  Üie  sogenannten  Gausäiscben  oder  Addintfnis- 
asdSulitravttiöni-Lo^arltliniell  entb^lt;  batin  dem  neueni  Abdruck 
eine  ganz  veränderte ,  und  in  der  Tbat  sebr  ▼ervoHkommne'te  mid 
erweiterte  .Einrichtuiig.  q^balten^  .  Dieselbe  iat  yopi  Herrn  Zb^ph  in 
Tfibingen .  berecbnet,  upd  6ehr.:^wi»c(^afissig  ist  es,  dass  dieae 
Tafel  aucn  c;|Dzeln  ^nte^  dfBm  b^pode^j»  Ti^el :  ,        . , 

Tafels  def  AddHions-  und  SWbtraetietis  Logarilh* 
men  ffir  ai^^ben  ätelleii*4>er«chnet  v^eti  J.Zbeh.  Auci  d«r 
Veg«  «tialaae'sebefi  SattunlttHg  besonders  äb^edvueki 
Leipzig.  1849.  8.  L  ¥blr.  li^.  iSgr. 

abgedruckt  worden  i|nd  abgesö^nd^rt  von  d^n  iibrigea.  ^afeui  y^xr 
käuflich  ist(  ''0ie  EjQfichtune  dieser  T'alel  ^beint  u'u^  zwßckijUbk 
aig  zu  seinV  'luid  aie.bat  Jedenfalls  Vorpugß  vot*.  ifen,  Jblkuiengea 
Tafebi  ^dieaer  Art,  .namenilicb  .aoch.'vov  der  Al^^t^iie^ep'cbeb .  Ta* 
fei,  welche' bi/jiber  die  volEptfinaigste  Wfir,  .     .',  ,     ,  \      ./>.»•/ 

Wir  wäraohen  dem  verdienstKehen^  Werke  recht  weite  Vbrbi^' 
tirog  and'  eifrigen  Gehi^uefaj  i  •    .^   )  i.  m    /       ' 

• »  '    •       •  I     •         ■  • 

«M»   I    't       ,.  .        •    '      .       ..  '    •"    1      1  j       :       ..>'     *  ••     j 

•  •     •         ;•    1  •  •    I  . '      '.    I         .  .  ,         •  »     r      .  •  ' 

O  e  «"m  e  tri  e. 
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Ir^hrb'ücb  derGeottietiJfe  zum  Gebrauche  au'f  tfffent-. 
licbeÄ  Sefrtileu  und  ffirlotfltiduern,' die  Btcb'dem  Porst-; 
fache;  d^t  MieHS-'  und  Bi'iiküTfst  .wY^me'n,  b&  w\^  Vunt 
Selhstüol^f rieht  für  jedbir  Lrebba^er' dieser  'Wissen**' 
scbafl  ßnthaltend  d:ie  theorptiscb'^  Geometrr^,  die 
geradlinige  Trigonometrie  und  Po fygonomeitrie. 'riebst 
den  Anfangsgra.oden  der  Di(fet^e^n2iial-  und  lAfegräl- 
Rechteung.  Verfässt  vorn  Georg  Winkterl  'Edlen  ▼, 
fttocke^brand:  Vierte  Auflage:    Wien.  184fr.  8.  2:  Thlr^ 

.  .Dieses  g^qz^^mei^tare ,  dberall  bf^spoders/ ßir  den  firaktischea'. 
Gebraoe^  ^b^re^hnet^  Lehrbuch  4f»r  Qee^ietriei  «.,fiK:^W4, melches 
avcb  £inUti|«  aus.  4^r  Differenzial-/Mod  Int^rah-eohnoog«  beson* 
ders  mit  Kücl^aicbt  auf  die  Allereinfacbsten  Anwendungen  ^eser 
V^iWDAc)i&ften~  entblilt,  ist  aas  seinen  früheren  Aeflegeo  hinrek 
chf^;:^Ka?nt,  kann  aber  Praktikerp,  namentlieh  Forstbuteb,  Äks 
n^r,-dag>  Air  ihpea  praktiscfien .  BeraC  AUemothwendi|p»te  kennen 
l«en  .wollen,  ohne  in  irc?end  einer  Beziehimf^.eine.  hdhere-  mae 
ti)f inatische  Attsbiidung  zu  erstreben;  seiner  giossen  JDentlick-» 
k«^  und ,  einfachen  Darstellung  wegeo:  alleidingtt  moU.  etopfoUen^ 
werden.    .         .:.-..-'•       .  '    '  •/    iu, -.•,  ■       i 


&a» 


ElemcNfre  tter  aaaK^tibflhieB  Geonfrtrie  im  Rftiiiit 
«IN-  «ckic^winfcll-eie'ii  >'üciardifiAtenri'yst«iiie  »ah  Dh  & 
S.  Ohnnl,  Rector  «ler  polytechnUcheK'Scknle  in  N«t*' 
b«tr,  Pr«ressoi  der  Pkysik  nnd  Matbenatik  ma  der 
RUfobBD  Anstalf.    Nüraberg.  tS40.  4».  4.  Tbiv. 

Daf)  vnJiägende  Werk  bildet  den  ernten  Band  eines  an«  meb- 
r^ren  Bünden  hextebenden  Werks,'  welches  der  Herr  Vf.  nolw 
fälgeAdeni  Titel  herauszugeben  beabalchtlgt: 

'    BaiiräKfi  sur  MoUcular-PIivsilc   vun  Dr  G.  8.  Ohm. 
NarDb.«rR.l849.  4».     . 

"  '  J>er  bis  jetst  efariiTenelie  erste  Band  ist  aber  durchaus  teil 
mathematischen  Inbaita  und  bilcfet  ein  füt'  sich  bestebeades  GaB- 
les.     Um  es  kurz  ea  sa^n,  so  enthalt  dieser  Band eiit  sehr  rotl- 
•ttnii^ifCeH  äystem  der  ^  aiijüy tisclteii  tientnetriK  für  da*,  alleemeine 
«(ÄielHinkli^e  CoordinatensyistBn*-      Wie  wicktift  die .  Aoitiilbmn^ 
der  aitflytiscfaen  Geametne   in  diBser.yollntlüKlisen  Allgeraeiobeit 
för  die  allKemeine  MolecuJar -Phyüik  isl.:aiet<  ^ec]e(  sogleich  eü, 
wer  mit  diesen  GegenatAnden  nur  einigermassen  bekannt  ist,  und 
Nie'mäbd  ihehr  kann    r{Ick6ichtR<}h  dieser  grossen  Wichtigkeit  mit 
deni  Henn  Vf.  ganz  einerlei    Absicht  sein' Wie  def  Herad^eber 
des  Archiva,  der  Selbst  frS her  schon  einhre  ^'^rsllcfae    von  gfiu 
fth6li<ilier' Tendenz  gemacht  ■  hat ,  nie  t,  ß.   In    dfer  '^bhandTun);: 
ZurKrystaltograpbie'  und  analytlscheh  Gebtbe  trie."  Er- 
KiUtf'Ufeitrag  rBetfräge  sur    reineu    uft-cl«^o««>wan''dt#B 
Mathematik.    Tbl.    1.  Brandenburg.  1838.   4°.  8..  l'4t».  »n 
VIII.)  und  in  seinen  Elementen  der  analytischen  Geome- 
trie.   Tbl.    I.    Leipzig,      wo    die     Theorie    der    geraden    Li- 
nie in  der  Ebene  und  im  Räume  und  die  Theorie  der  Ebene  mA 
auch  ganz  allgemeia   fflr  jedes  beliebige  scbiefHiuklige  Cuordiai- 
tensystem   durchgeführt    findet.      Er  hat  sich  dahi^r  ungemein  ^e- 
freut  fiber  die  in  dam 'ya^ie|eadeB  |ri^sa,  bkbtißen  und  schü- 
nen    Werke  gewonnene    gri>sse' Menge    merkiiiirdiger    Reaullate 
iselben  dHrchgebe^ds.  ai;<;ti  kuaf\  gepep^^  M"^ 
jytiscbeu  Entwich<efuDg   und  p^rätellui^.     Piesea 
■  die  ef ste  vollsiäpaige  analytiscfie  Gepmetrie  u> 
einbeit. ,  d.  h.  für  jedes  beUebig^  ^^d|if)lj|^D)ilige 
ni.  iind  jedeofall«  eiQ,e  der  ti^aeute^ds^en  pe,uen 
luf   dem  Gebiete  ,,de(    niatbeiui^tischfu).  Xiiteratur, 
1  Matheni^tikern  und  Natuifurscbern    sarsßilt|g>l 
beachtet  zu  werden  sebr  Verdient,   g,nd  aui;h  juifsercn  MaQteiiiab' 
kern»  uiiB  bereits  einen  Cursus  über  ^naly tische  Gqpfpetrie  jrebüit 

IltigM 


kern,  die  bereits  einen  Cursus  über  analytisifhe  G^9fpeti;i&'gebS4 
haben,  Behufs  ihrer  wetteren  Ausbildung,  sehr,  zum  sorgfilb'gM 
Studium  empfahlen  werden  miiss.  Die  UeberbichT^en  d^r  «nselBei 


Abbohnitte  sind  folgende;  I.  DarKtellunir  <^A  Punkte  utid  Ricbbin- 
gen  im  beliebIgenCoordlnatensyateme.  (Projechon^sys lerne,  Coer- 
alnatM8yst«me.  Döi)pelsysteme.  Besondere  Xagen  der  Rkh- 
hingen  «der  i  Punkte.  Besondere  Cbordinaiensyst^me.  projCctio- 
neb  .dutvk'  Goordtnaten.  Verstellnoff  AM  CoordioateptfystMne. 
Cantraknnhthikten.  Rednction  der  ProjectiöasiMhlen.'}  '  H:  Von 
der-Ebeiie  und  Geraden  im  beliebigen  C oord in alänsys lerne.  Ifl. 
DleiiCui^e  und  Fläche  im  beliebisen  Coordinatensy^teme  (Ebene 
Gutvenj  KTumme  Flfichen^  Doppelt  gekrümmte  Curven.),  IV.  Von 
den  rerschiedenen  Gestalten  der  Gleichungen ,  in  denen  die  kma- 
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IMO  LioSen  oder  Flächen  der  z^^etteo  Ordnunffan  Ter^ichiedetien 
Coordinatensysteincn  sHblk  'jii«ittN#l  liaa^ni  lEbene  Curveo  der 
zweiten  Ordnung.  Krumme  Flächen  der  zweiten  Ordnung.  Ein- 
fadMtf  Gleichungen  de^  Flächen  zweiter  Ordnung.) 

Wir  frilnseben  sehr»  daes  dera  von  uns  hodigeaeht^tdn  Herrn 
VT.  recht  bald  die  nuthige  Müsse  zur  Herausgaoe  des  zweiten 
Bandes  seines  ausgezeichneten  und  an  neuen  Resultaten  reichen 
Werkes  £u  Theil  werden  «lOge ,  welcher  die  analytische  Mechanik 
einer  gleich  altgemeinen  Behandlung  wie  im  Tofliegenden  Bande 
die  analytische  Geometrie  unterwerfen  wird.  Der  dritte  Band 
wird  den  eigentlichen  Untersuchungen  über  verschiedene  Gegen- 
stände der  MoTecular-  Phyttk^*  gewidmet  «siii. 

Es  gewährt  eine  grosse  Freude,  namentlich  in  jetziger  Zeit, 
ein  mit  sor'groscfem  Fieisse  uvid  so  grosse«  Kraff  und  Mdbe'aus- 
gearbeitetett  Werk  wie  das'  hier  besprochene  vor  sidt  'liegen'  tu 
sehen,' zu  dessen  Vollendung  wenigstens  in  einem,  und  z War- sehr 
wichtigen  Theile,  wir  dem  Herrii  Vf.  von  Herzen  Gtfick  'wfin^heh^' 

.   '  •  •        •     .    .  /    (5;     M  ■)  I 

\      '1  j  1  ll''T*tj 

Quelques  Tj^^or^mes  gen^rau^  d'qn  grahd  ^^ace 
dans  les  hantes  'Mathematiques;  par.  M.  Breton  <(de 
Champ).  Paris  1849.  4<».  (Extralt  du  Journal  de  Ma- 
tb#iiia1i^ae*J  T.  XI  IL'  tS49,) 

Mehiref^e  Maibematiker  «haben  ^.sich  in  neuerer  ZeUj..(nit  den 
Theoremen  Von  Stewart  beschäftigt^  die  8icb>  64  an  aer  .^ahU 
in  der  seltenen  Schrift:  Sonie  generaf  tneorcms  ofcönsi- 
derable  use  in  the  higher  parts  of  niathematics 
by  Mattew  Stewart*).  Edinburgh.  1746.  beschäftigt, 
da  Stewart  nur  Rlnf  dieser  Theoreme  bewiesen  bat,  und 
sich  unter  denselben  auch  einige  falsche  oder  einer  Einschrän- 
kung bedürfende  befinden.  Diesen  Theoremen  von  Stewart  ist 
auch  die  vorliegende.,  aus  Iii(mviH^'s>Joornal  de  Math<Sma- 
tiaues.  T.  XIII.  besonders  angedruckte  Abhandlung  gewidmet, 
nod  es  ist  zu  wünschen,  dass  auch  deutsche  Mathematiker  diesen 
SSfzen  von  Stewart  ihre  Aufmerksamkeit  schenken;  nhd  flieset 
ben  Atikt  gtandllchen  Untersuch img,  unterwerfen  mGchteii.'  Das 
Archiv  wOrde  dergleichen  Untersuchungen,  welche  die'  mehr  er* 
wSkntto 'Säftie  .ge«lis«  s^bf  verdteneA*  genl  AoAiehroen.  Oiitt.  Ab- 
handlung deft)  Herrn.  Breton  de  Champ  bat  Bunicbst  rinr  de» 
Zweck,  die  Palsehheit  ^-dreiFundamentalsälMStewart«  naoh- 
UwcfsetfL,  wvd  au.  «eigc^n,  dass  die^lten  nur  in*  den  in  ihren  Go?^ 
roHaren'  ausgespt^chenen:.  besonderen  i,FSilen  'riohttg  sind.  .Umk 
scheint  eine.  Weitere  Untersuchung  auch  nach  der .  vorliegendea 
Arbeit'  nteh*  gasa'  zäitgtoiäss  zä  sein.  ^  m;'^ 


<  »  *  * 

■  I  • 


*>  Stewart  tiar  ttir  in  Bothfik^  in' Schtiftisud  .gehei^eih;.   und 
«tir^  tu  RdtoWrg  d^ii  ftd.  Janoar  Ufto.  '  -    ' 


«2 


i:m'v:^>  tili  »     •*/    !•/;    \(«i«  'i'iO   M    •  1    it    f     ,1    t  .  *    »  t •    • 

,■■.,„*  '..-., iTpf^pD-Ofli.ie tri e^'  i- 

Elements  dkl^lrlgonom^rie  rectilique  ef  sptierique  par'M.I 
UbW  et:M.  Uer^n«.    Secoiide/i^kliHou:'  PiMs  iM8.  3  Fr  all 

I      .     \     ^    ')    •?       "    *  i;  s  ' '  .      I  '»^  -1.  '. '       •        '         i     ■  . .  • 

II         !    I    (  •>]  -.Wu^.i .:     <;  .'.    ..        .    ;  ;!•'     I.'-        •».      •»•    •    ■      - 

A        '  'ii  'u\  \    '    I..'   ;     .'    ■■'■■'!"'  M  .  •►^-t*      f,     . .  . '.        .;  . 
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PraklisGlie  Oeometrieir 


Y,Qn.  Pr.Jgji^azL/emo.^»  Prof.  xm  L/emberg:.  ErsterBi 
Euth^Ufqd:  M.essung  der  I^inieii,  Theorie^.  Beschr 
bupg»  li^cti^i^^tipi^,  qn4  J^ejif^qqh  dqr  Winkplini^t 
mente,'  Mit  5  Kupfertafeln.  —  Zweiter  Band.  Cnti 
tend:  Die  LandeRverniessung.  Theorie  des  HOh 
in^fe«<^n$.'I^5ve'llirfen.'l«!t8KupTd^t'ifelh.  Wieo.  I? 
-^  2  TBli*/20.--SgV.  \    ''■*'        •  ^^•;;^''    ;  ,/     .'  •,'.    ' 

Ein  recht  deutlich  verfasstea  L^hiiiupbf /{u  dem  «ich  oa 
lieb  auch  die  Beschreibung  mancher  weniger  bekafuiter  klen 
Instninilfente' befif^det,  von  oenea  hi an 'Öfters  tweckmitosige  Am 
dw^en  In^achen  kttnneq  vi^ird. 


*,.':•    1  ,1        . i !  ■    '   I        .  I  i    ■  I  rn  r-':  p — ' .       '  •  >  i  «  ! 
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\'\      I  j  ♦■■  "    »  '  ! .'  '      •    •.•;•■■'••''.     II  .'  .  :     '.  . 

'— «  eü  |i  n  i  k. 


t. 


l',"  * 


Iij^hrV"^  4^^  Mecbif"*'^«  V.on.ür.  J.  P, ^rocb.  Eri 
Abtheitjuag^  Mechanik  der  festen  Körperr  BerÜDti 
CVUtiaaii^.  :i84d.  8^    1  Thlr,  20  S«r. 

n/ Di^e»*  neue' Lehrbuoh  diev  analytl^bheB  Mechanik  ent 
•dbembi^  jetat  iroHiegen^eni  ersten  Ahtbeihng'  adf  einem  v( 
nÜramte^g  nnf  ^kleinen  Raunie  einei^sidb  durch  BigenHiüi 
kett  au9sieichnelidei  DarsteMmg  der  -Üauptlebren  Uet  Met 
teifer  KOrperV^nd  irerdient  zur  Beaehtung'  reehti-flebr  en»»< 
aui'fwerileny  'da  •ee  aluch  viele  nüt  besond^r^  aniallytiKcber  Eli 
durchgeftihrte  Beispiele  fiir  die  attgemeinen^Ijehfeii  und  Ab« 
düngen  derselben,  namentlich  bei*m  Schwerpunkte»  den  Tragik 
momenten,  u.  s.  w.  enthält.  Leider  müssen  wir  uns  ausser  d'x 
allgemeinen  Empfehlung  des  verdienstlichen  Werkes,  bei  < 
noch  besonders  nervorzuhebeo  ist,  dass  es  von  einem  jung« 
sehr  ausgezeichneten  norwegischen  Mathematiker  in  sehr  flie^ 
der  deutscher  Sprache  verfasst  worden  ist,  und  das  um  so 
dienstlicher  ist,  weil  die  deutsche  mathematische  Literator^ 
«ehr  i^r^pigeWf^i^ke  fiber;^na)iytV*chj9  Mc^lifwiik  b^itM,  b^*^ 
den   Inhalt  desselben    im    Nachateh/üHlen    y(>|Utändig  aniag' 
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Enkr  Ahttknitt.    Oe»«!'«'«  des  Gt'eicK^ewichts   u^rnA 'der 
ßewegang.  Cap.  I.  Wirkilnrsweise  und  Maa««  der  Kräfle!'Oap. 
II.    Zasammensetzunc   und   Zerlegung  der  auf  einen  Punkt  trir-' 
kenden  Kr&lte.  Cap.  III.  Statik.  Bedingungen  des  Gleichgewichts 
eioes  Systems  mit  einander  verbundener  Punkte,  deren  Verbio* 
dangen  durch  Ton     der   Zeit  unabhängige  Gleichungen    zwischen 
ihren  Coordinaten  ausgedrückt  werden  können.  Cap.  IV.  Anwen- 
dongen.    a)  Gleichgewicht  eines  Punktes,     b)  Gleichgewicht  eines 
festen  KOrpers.    c)  GleicfcgewtcM  biegsaii^r 'Systeme.   (Hier  auch 
ron  den  Kettenbrfickeb).  uap.  V.  Heduction  der  Kräfte.  Cap.  VI. 
Centralpunkt,  Centrallinie  una  Centralebene  der  Kräfte.   Capy  VII. 
Anwenauoff  der  Theorie  des   Mittelpunktes  paraltelef  Kfaite  Auf 
schwere  ^Kflrper»  Cap.  VIH.  Anwendung  der  Theorie  der  (3en^ 
tralÜDle  imf  «ohwere^  magneffsche  K5rper.    Cap;  IX.  pVndiMk!, 
Gesetze  der  Bewegun<^    eines   Syt<tems   mil    einanfler  verbond^- 
ner  Punkte,  deren  Veroindungen'  durch  von  der  Zeil  woftilblbgigf^ 
Gleichungen^  ausgedrückt  werden  kiinneo.  ^  Cap.  X«     G^aetoe  der. 
Bewegung  eines  Testen  Körpers,     a)  ßeweguikg  des  ScIii^ie^lUDkto 
eioes  freien    festep  Körper«  oder  eines  matf^ietUeii  Punkte«*    b). 
Trl^heitsroomente  und  Hauptaxen   der  Korper«     c)  Gasetoa.disri 
relativen    Bewegung   eines    festen  Körpers    in  Bezug    auf.  seinen 
Sckwerj^unkt.-^  Miin  sieht  hieraus,  wie  viel  Lehi^reiches  lii  diesem 
kesonders  auch ,  wie  schon  erinnert  worden,  durch  Originalität  'A^r 
Darstellung  sich  aufiMfchneBden  Bubbe ,  dessen  Forlse(tun|f  wir 
uit  Verlaagea    entgegen   sehen,  enthalten  ist.     Be^oftders'  «oeh* 
für  die  Anwendung  in  der  mathematischen  Physik  islt  tHesesiBucdi/ 
von  Wichtigkeit ;  weniger  scheint  auf  die  Anwendung  in  der  pliv-^> 
«sehen  AfitroBomie  oder  Mechanik  dee  Himmeb    bei  Ahfitsimg 
desselben  Bucksicht  genommen  zu  sein. 

•   «  •  r  * 

I  • 
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Praktiaclie  Mchaiiik. 
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Theorie,  der'  Dan^pfnfairchlneii  toih  Grafen '1^.' M/ 
G.  Ton  Pambour.  Ausdem'  Franz&'^lschen  übersetzt' 
and  mit  Anmerkungen  und  einem  Anhange  begleitet. 
TOB  Dr.  A.  L.  Crelle.    Berlin.  1649;  4.    6  Tfa^r.  \ 

*  *  '  < 

Dnrch  Uebersetzung  dieses  wichtigen  Werkes«  welch04;ihi, 
Original  50.  France,  also  in  Deutschland  16  bis  17  Thaler  kditet»t 
hat  sich  dier  Herr  Ueber^etzAr  jedeqfalls .  ern  gpros^«  X^rAi^tmÜ, 
aamenUidi  um  die  Besitzer  seines  Baujoprus^lf»  in;  dem^idie^hi^r 
aU  be^ooderea  Werk'  vprliegende  Uebersetzu^g'zuQr^t  tor^nbleliMii 
ist,  erworben.  Aber  auch  w*er  das  Bau  Journal  nicht  besitzt »  er- 
hält die  Debersetzung  nun  zu  dem  höchst  massigen  Preise  von 
6  Thir.  Die  Berichtigungen,  Anmerkungen  und  Zusfitze»  welche 
der  Ueberset^sung  der  Herr  Cebersetzeij  belgefügA  hat»  verlei- 
hen detselb^n  noch  einen  hesendern  »Verzug  vor  dem  Originale, 
vnd  eniplebien  wir  daher  diese  Uebersetzung  allen  denen  ^  ivelcfae' 
•ich  Alf  das  BuftnpfmaschhteBi^enen^  lnteres»lrefi  ,'•  «ngelegedtitehst. 
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Rapport  et  Memoire  sur.  Je  nooveaa  SystAme  d'eokane  n  flot- 
teur  de  flf/I>*<Girardf  par  AL  Poocelet  Paris.  184Sl  4<l 
6  Fr. 


I,. 


Astronomie. 

•  . . .  . 

,  .     Üäs  SO  eWn  erschienene  -n 

''KrsSn£aDgshe.U.  £u  den  astrpnoinischeQNacliriciiteii. 
Vomaeraaegeber  der  astroaomisciben  Naishciditeii.  Al- 
tena. 1849,  4.    ST^Ir  10  Sgr.    , 

enthält  unter  tielen  anderen  wertb vollen  Aufsätzen  einen  Aufsatz, 
aufden  wkr  der  grossen  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  und  des 
allgemeiiieii  Interesc^es  wegen,  welehes  derselbe  noth wendig  Id 
Anspruch  nehnen  imisS',  die  Leser  ded  Archivs'  besondeilB  auf- 
nerKsam  machen  messen.   'DieH  Ist  der  Aufsatz: 


Beitrag  zur  Gescl^lchte   der  ;  IJJeptuns-Entdeckaag 
von  Bernhard  von  Lihdenq^    S.  1— 31.    , 

"  f  bk'  diesem  Aufsatase  wM  mit  «ngemetner  Klarheit  und  der 
grSssten  Saeifkenntnis8>>die  C^escbichte  der  Neptuns -Entdedrang 
von  ihren* ersten  AnHlngen ^an  erzählt,  und  lait  grosser  Deutlich* 
keit  der  Weg  vollständig  nachgewiesen,  weldier  zu  derselben 
fflhffte  und  conseduentar  We^e  notbwendig  führen  musste,  insbe- 
sondere auch  u.  A.  erwähnt,  dass  Bessel  während  seiner  An- 
wesenheit in  England,  bei  einer  Unterredung  mit  Herschel  (12. 
Juli.  18420  auf  den  Grund  eigner  Cntersuchungen  versicherte, 
dass  die  Uesammtheit  der  Uranusbeobachtungen  durch  die  Stö- 
rungen der  altern  Planeten  allein  nicht  dargestellt  werden  konnten 
und  Herschel's  vermuthete  Einwirkung  eines  annoch  unbekann- 
ten Planeten  bejahend  mit  dem  HinzufOgen  erwiderte:  „dass  er 
diese  Unter8uchaag.aad]i'akht  VerffenoiMaen  ^habi ,  allein  vorzn- 
nehmen  gedenke''  auch  unterm  12.  November  1842.  an  llerschel 
schrieb:  „en  ^i^^uvcfuii;  ie  noitre  conversation  de  CoUM]^wt>od 
je  icous .  ai^nonce .  qüe  Je .  n'oubtie  pa3  Uranus. "  *)  Aussqr  d^  *  ^ 
gemeinen  Erzanuing  aer  Entdeckung ;  des  Neptun  sind  ab^rt  amch 
m  diesem  huehsi  lehrreichen  ^uts^iizß  die  Ansprache^  welche 
Frankreich  (Leverrier*^))^  England  (Adams)  und  Deutschland 
(Oalle)  an  dieser  Entdeckung  zu  machen  haben,  mit  deir  grum- 
ten Umsicht  und  thäfsten  Sacbkenntniss  gewürdigt;  so  dass  «rfr 
d^  hochverehrten  Vf.  d1<^seä  Aufsatzes  nur  bewnndera  :|:lHineii, 
wie  es  ibm  mOglich  gewesen  ist,  in  seinem  h^ien  Alt^,  und 
nacbddm  er  eine  laMge  Reihe  von  Jahren  durch'  die  wichtigsten 


-1  ♦    .  r: 


iz    • 

'     *)  M,  vergl.  Archiv.  ThL  XIH.  Heft  2.  S.  146. 

.  4«)  Dm«  In  Bisthe'matlsdier  Rücktlclit  ^apCütehlleh  ^le'Uti* 
keibffhog  des  Störung^f  roblam«',  ilie  wohl  L<everrier  «Hein  ge« 
bntea  diirfte«  edee  wenigtteiis  von  ihm  snertt  verancht  wordes  ist,  tm 
1Vk|itfBk9it)l«t,.  «rlril  ;iitii  üesht  beisodore  bervergeliebed. . 
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StMkiater.dem  SiniUaib  der.AsMnovito  wohl  fr3flBtaatb^ila  ent- 
fremdet gewesen  bt,  uod  ku  dem«eUen  eur  erat  aeil  Wenigen 
Jahren  wieder  die  nrithjee  Ruhe  gefunden  hat»  alle  peueren- Ar- 
beiten auf  dem  Felde  dieeer  Wisseiis^chall  in  einer  solchen  Aue- 
debnung  «nd  nü  einer  «6  tiefen  Erfaseung  bu  verfolgen.  Wir 
machen  deshalb  nochmals  die  Leser  des  Archivs»  dib  sieh  Dir 
die  genannte  wi^^isp  Ejitdeckupg  interessiren  «— .  und  wer  sollte 
dies  nicht!  —  auf  m^,  XorUegen.^e  Abhandlupg  drlnp^rad  a^ufmerhn 
sam;  denn  nirgends  werden  sie  sicli  eine 'so  gfündlicneKennhiiss* 
nod  so  viebtige  Bineiehl  'in  die  'Lage'  der  SuAe  TeMchiiien  kön- 
nen wie  Wer.   ••«        .  .<-  -i  »  •  i      \  n 


1  '  I 

•       i'     1       I    ■ ■    ■        • 


IPtH  7  8  i  k. 

Repertorinm  der  Physik^  Eine  Znsaromenstellung  der  neu- 
eren Fortachrftte  dieser  Wissenschaft.  Band  VIII.  Enthält:  Gal- 
▼anismos«  von  W.  Beetz.  —  Akustik;  von  A:  Seebeck.  — 
Mit  2wet  FigurentafMnl    Berlin.  1849.  8.    3  Thir. 

A  Treatise  on.Ueat  Part  L.XheTbermooieter;  Dilatation: 
Cbange  of  State;  «od  Laws  of  Vap^urs.  By  tbe  Rev»  Robert 
V.  Dixon»  A.  H.»  Fellow  and  Tutor  :or  Tcinity  College»  Dublin, 
and  Erasmns  Smithls  Profesaor  of  Natural*  and  Experiinental  Pbi- 
loaopby*  (So  eben  er«t  evscbienen.   Priee  18s.  6d«) 

l^tudes  sur  TAi^rostatfon,  par  ]II.''Edteond  Marey-Monre. 
Fins.  1847.  8».    10  fr. 


TemtBChte  Sdirlftten. 

Ans  den  Abhandlungen  der  mathematisch -physischen  Klasse' 
der  KtinlffXth  SSchsischen  GesellsthiCft  der  Wissenschaßen  zp' 
L«psig  liegen  uns  besonders  abgedruckt  vor:  ' ' 

A.  äedheek:  Ueher  dle(^tteraichwingangen  gespann- 
ter; vnd  nirfit  gespannter  elaslia.cher  Stähe.  •  Xi6»paie» 
1849.  10  Sgr.  ^  .  • 

CuiFj  Nlaumaatie  iötth^r  die  dycloce^itriache  Con- 
chospirkle  ttftd  ü^ber  das  Windu.hgsgesetx-voo>Planor- 
biä  eeirn^nsii    Leipzig. <1849. . -10  Sgr. 

'  P:A,I  Hi^nsien:  L  Aflgemefne  AäflOsnmg  eines  ,beli^hi-| 

fen  Sys'teihs  von  liiiearUchen  Crlelchungeh,  'II.  Ueher 
ie  EntT^ickeLung'dier  Grösse  ' 

(i^'2«»+aV*  !.   I    :\ 

nch  den  Potenae«  Y.Qja  C4  X^ijpaig.  JA<iül    Iß  Sgr«   ^ ,  i 
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.  AJ  F.'  Mtfhlu%i  Vehitf  4^4'  Gnttidf^V»^»  der  Lisien 
der  dritten  Ordnnag.    LeipsigJ  184)11    24^  Sgr. 

Das  erste  Heft  der  Sitzungsberichte  tod  1848  entli&U: 

W.  Weheric  Bemerkn»igea  mn  NeaB-aoas  Theorie  in- 
dncirter  ^trOme.  •       i  •     .       • 

* 

Lehmann  :  U  l*ber  einige  quatitttatire'Terhältnisse, 
die  den  VerdAuunssproc^ss  betreCfeo. 

Fe^nera^.'Uefcer  ,d(ie'.,wi$iftb''enilili«jche  Betfendlnnj^ 
organischer  Gestalten  und  Procese.e.  (Ein  aeht  lebnei- 
cher  und  lesenswerther  Aufsatz,  den  irir  solchen,  welche  in  der 
angegebenen  Richtung  die  Mathematik  anwenden  wollen,  sehr  zur  Be« 
achtung  empfehlen.  l)er  Herr  Vf.  redet,  wie  sich  von  einem  solcbeo 
Manne  erwarten  Hess,  im  Allgemeinen  der  Mathematik  sehr  das 
Wort.  Auf  8.  57.  findet  «icb  in  einer.  Note  die  folgende  interes- 
sante Bemerkung,  die  «irfr '^en  I^esdrn'Jes  Archivs  voUständBg 
rolttheilen : 

y,Dä  vielleicht  Jemand  Veranlassung  nehmeii  kunote,  die  faer 
ausführlicheren  Untersuchungen  in  Beziehung  auf' ihre.  Gestalt  20 
unterwerfen,  so  theile  ich  oie  von  Steiner  aufgefundene  Formel 
nach  seinen  mir  mündlich  gegebenen  Notizen  gelegentlich  mit 
8eien>  u  a^d  v  die  Radii  vecier^s  einer  Ellipse,  e  ehie  emurlaDte 
GrSssO;  so  ist  die  Gleichung  der  Ellipse  bekannllieh  k+«=c; 
die  d#r  Eicorve  aber  wi  u*+fn9=^e,  wo  m  auch  eine  Constant« 
ist.  Die  Eicttrve  nirtefncheidet  sich  also  hios»  darin  von  der 
Ellipse,  dass  statt  der  Summe  der  beiden  Hadil^veetor^  die 
Suntniß.  des  einen .  und  eines  bestimmten  Verbältnisstheiles  vom 
andern  eine  constante  Grosse  ist  Jenachdem  fk  und  c  nod  der 
Abstand  der  Brennpunkte  verschieden  gewählt  werden,  entstehen 
verschiedene  Eicurven,  und  nach  diesen  verschiedenen  constantes 
Werthen  wfirden  sich  dann  möglicherweise  die  Vogeleier  vnter  ve^ 
schiedene  Klassen  stellen.  Steiner  sagte  mir,  dann  er  durch 
Tatonnement  die  Coincidenz  eines  Eies  (wenn  ich  nicht  Irre, 
Trutbahneies)  mit  einer  unter  diese  Formel  geborigen  Gurre  (i^ie 
ich  mich  zu  eriaa^f  ^enfe^y  ßir.d^n'Werth^pjQ  bew&hrt  habe. 
Umfassendere  und  mtstbodiscb  angestellte  Versuche  wiirden  aber 
eebr  erwünscht  sein.  Tra,iv$foripirt  mau  die  ,obig^.Gl^e|iviiy  f3r 
rechtwinklige. Coi)rdinal|i^n^  so  stellt  .^Vch  drr,  vierte.  G^4^4df||^,Giei* 
chung  leicht  fieraus.**     .,  .       .,  ..  ,  . ..;    ., ..   ..     . 

Tb«' Cainbrrdee  «dd  DtrHItn  nmt4edia4ieäl  JeufnaL 
Edtted  by  W.  ThomaoA;  M.  A.  Fi  IL  8.  EJ  Verdbk  Lite- 
rar.  Bericht.  Nr.  XLIX.  S.  688.  1    ^"  < 

No.  XXIj  On'>Atlraetlon9;>and  W>Claira»t*s  Theorem.^  Bv 
G:tQ.  Stokes»  'Centimxedj  ^m  Noftesi'on  Hydroihroaniics..  VI. 
—  On  Waves.  Bv  G.  G.fitökes.  -U  Ob  tto  f^reUen^-teHeteRDio« 
i.n.M^iiiitu4e,^,Positi9P;i  and  ^Fi^ure^  tk^  Sirf^jC^,.  pf  tthe/Secood 
Or^r  yvith  passes  Jcough  iSine,  givenPoihjb/iBy^l^icna^ 
send.  —  On  theTripleTangeniPl^nefiit^aSfViaceoftlieTh^ 
By  theRev.  George  »Salmon. —  Ob  the  Symbolical  VaJue  oftfae 

Integral y*;r~^dx.     By  the  Rev.  \?tHiäm  Center.  —    Siogolar 

Applicatidll  ^f  GeöiliAfy  df  !Phrirfe  Oiflll«iitoi6tw  td   n   Pinie  t^ruM 


Um.  .  By.>A}»  tW^.Blia*A  -e-  .M»te -on  th*  Motion  of  Rbtotmi  oii 
a  Solid  Ol  iRov^liitiMiw    Af  Artlkur  Ct^lov.  -^  On  ä  ^ystomd. 
of  EqualMil  cotiaedted  with  MaUalltt«  ProbUni,«  and-  on  anoftbeK» 
Algebraical    System.     By  Arthur  Cayley.     (Diese  Abhandlung 
heriteluiMiliii;!' Menm  C.  Ad'^m«  «cMift-t    ß»s  Mttlfa^tt'sche 
PriiUeii^:n!ett«^gi04llst -voll   C.AdauMi  Win'ttcrifthur.   184^' 
4.  lk«.l.i«0rcr..  Bev.  Nn  XXX^  8.  45i;)i  ^  On  the  MatbemMt^ 
cal  Tb4oty  of  Electriiiitv  in  EquUi&riuin/»¥.  Effects  uf  Blectrical 
liiiMhae  on  internal  SjpMfiical,'  akd  «n*  M«iio«'Cäindiicting  Surfit-* 
ces.  By  Wll'lUin  1lvöfn»oi>.  (^A'-MaüMmiftical  M«te«rt 'Onr  the 
Hiierdot  PoblishiM  DeiniMM<iratioti8  wf  PascaCs  H^cagramnio.  By 
TlitfiAikS    V^'e<ld4«;MU.    .(joatuani^oti  ^of  fizpvesaiom«  ftiv  (^rcviliHr» 
and  £lliplkiFiiiii;lidb9i!in'GontiniMMi  (Practt«ns;  By  €.\^.  Ma^m* 
0t^.  <«^'>  'Sor  llhtaj^ralioa  de^  ßqoafiobs  iDiff^retitielfestiltK^äiraa« 
Piir-€.-X- MiMm^ti^tirMi  s'.    •»         ..  ^v"  '.    -. 

(No.  XXiI.>:^ii1tii^  pabli^hcN»  on  ttie  Ist  of  Päbroary,  1860.) 

Siiinia^sberiicbtle  »dei^   käiabiriiiefa^a  Akadeimic   drferi 
Wi8liab8y:hAfti6n    »a  Wie»;  (S.|  L14efdr.   Ben  iNr^XLlJL 

'J.a,lirganfr  1849.  Februar-Heft.  S.  87.  Haudr,  Betfcht 
aber  die'  von  den  Regierungen  vetschiedener  Staaten  untemonime-* 
Den  i^beiten  zur  gj^logidchen  DnrcihföriBcbung  des  Laddes  (Efig-' 
lao«t).  .-^  S.  48.  Fortsetzung  des  vorhergehenden  Berichts,  Kuss- 
land ujid  Franigrelch  betreff^hd.  Wenn  auch  weniger  in  dei| 
Kr^ts''li|lsere^  ZeiVkhriil  gehurentdV  IUhren  wir  ,  die  b^ideü 
vorhergehenden  Berichte  ihres  allgemeih  interessaViten  Ihhaltis' 
wegen  hier  doch  an.  —  S.  155.  Etti  ngsbausen,  ßettrai^'icrfti 
Beweis  A^  Lehrsatzes  vom,  Parallc^logramme  der  Kräfte..  -^  Wir 
halteii'/die^eA  M^^Urae  zii  den  |)e weisen  des  Satzes  vom  Pari^flelo-- 
pamme  aer  Kräne  für  so  bemerkeoswerth ,  dass,  wir  das  Wesen t- 
liche  daraus  den  Lesern  des  Archivs  im  folgenden  mittheiien  wollen. 
•  I  »•■<.'  "1  ■ 

||^Qr#ii#Qr.  v%il«ttlnig|5haasoj>  überreicht  nacbsteben^^ii  l^f^^- 
tragap,mBawe«sede.s,Lel|r9atzea  v#n|Par4llelo.graxainj& 

der  R>r«.fte;s     ;!./..  r  ■ :  i-    •  .    .  • 

Di^' Zf^himefi^efluD^  d^f  Maldri'alieii'zu  eineiti  l>brvortrage 
der  antf^cllenr  M#(;haAiS  lenkte  iile?nf«  AufWierksamlfeit  kürislic^fa' 
wIMel*'  W  tfr^''8evi^t!sfBhni>ng  für  d^n  Lehrsatz  vonv^-Päiriillelfiu 
gramme  der  Kräfte.  Offeub«)rjiffrfdijeoeu  Ptrenge  .^nd  djr^c^  Bewei^^^ 
Tor  solchen  den  Vorzug,  worinwillkubriicne  yöraassetzungen'oder* 
fremdartige  Hilfsmittel  angewendet  werden.  Darum  halte  ich  es, 
wenigstens  in  einem  streiifl^ilskeiiscbaftlichen  Lehrgebäude,  nicht 
fiir  angemessen,  die  Zusanl0^i|Betzuilg  der  Kräfte  auf  die  Zusam- 
mensetzung der  Bewegungen  zu  gründen,  denn  dieser  Vorgang 
nOtbiget  zu  einer  Annsthme,  deren  man  auf  dem  rein  statirateR 
Felde  nicht  bedarf.  Eben  so  haben  in  meinen  Augen  die  Be- 
^8e«lneix*^t4ng#rtni>We«th^  in'  welchen  di^tf'Ekisatinäensdfeung 
der  a«  deinem  'gebieliiaebafUichen  AngrlA^unbtfe  angeMrafefclen 
KiiM^aas  Hir^t'Wfrliuagsweifle'an  einem  U^bel'sder  aa^dnem 
Systeme*  toverSndeirfich- mit  elnabder  verbmidenct  Punkte,  auf  die 
naa  diÄ  «nrprlloalleb'j^egdbdnen  Kräfte  terAetaeto  fcnra;  iersbhliNM 
•00  wird,  weil  die  Keaultireode  zweier  avf  einen  Punct  wMcendev 
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Kräfte  scluin  gegeben  iet,  wenn  auch  mir  dieser  einzige  I 
exietirt;  daher  die  VoretieHQDg  ändert  nit  ib«  TerknuDfler  P 
durchaus  nicht  von  d^  Natnr  der  Sache  gebotev  erscneint 

!  Wir  beaiUen  nebrerej  dureh  die  scbarfainnigelen  Wead 
akh  AusxeUihneode  .Be^ee:  fQr  den  ■  Satz  vom  KrSAenMrd 
gfamni,  gegen  ;\veb:he  i\t  »ö  eben  ausgesprocbeoeo  Vor 
liicht.  geltend  gemacht  werden  kdnneo,  Vvelcbe  Beweiae  dam 
genügend  echarf  be^aebtst; »erden  mdeaen*  Meines  Eni 
nibren«  diejenigeof  aaiukin^sten  sum.  Ziel^,  welche  ma 
ZüdammensetsnBg  sweier  üioter  /emeoi  rechten  ^Vinkd 
eiolen  Punkt  wirkendef  Ki^te  beginnen.  Die^fitüase  der  i 
tirendert  ergibt  sich  «^gleidb  durch ;:  eine  heehst  einfache  l 
vef  langer  Zeit  vqn  Lambert  erdacbtS'iBetraoteen»,  derei 
auch  La  place  in  der  MSeanique  Celeste  bedient*  Zur  Nac 
HUttg  der  Richtune  der  BesdltirendeH  aber  hotteten  die  zwi 
nannten  grossen  Matbematiker  gänzlich  verschiedene  Wei;e, 
dabei  tiinnnt  der  Ecstsbnetnnte  bloss  cTieEldnente  der  Mal' 
tik  in  Anspruch ,  während  der  Aedere  den  höheren  Cal 
braucht.  Ich  habe  in  meinen  Anfangsgründen  der  Physik  t< 
dem  Lambert 'sehen  Beweii^e  durch  eine  eigenthümlicbf] 
kleidung  eine  noch  grössere  jCirifachheit  zu  geben;  mittel 
von  mir  gewählten  Construction  fässt  sich  aber,  v^enn  die 7 
nähme  des  huhero  Caiculs  gestattet  ist,  eine  Dedüction  zu 

Jpingeu ,  die  mir  besonders  geeignet  scheint  jn  einen  h 
er  lyfechanik  aufgenommen  zu  werden,  dem  der  Vortrag  (feij 
fer(^nz|al-  ynd  Integralrechnung  vorangeht.  Diese  Dedudioo 
ich,pun^u.$einaoder.  setzen. 

Es  b^V^^lt  sich  hier,  wie  gesagt,  bloss  um  die  Ai)gal>^ 
Richtung,  der  Resultirenden  zweier  unter  einenji  rechten  VVj 
auf  einen  Funkt  wirkender  Kräfte. 


'r : 


Da  bei  gleich  massiger  Vervielfältigung  der  Kräfte  Ak 
gültirchd^  sich  ohne  Aenderung  ihrer  Riemung'  in  demselbeo  M 
vervtelfältigt,  so  wird' die  Lage  der  t^eraden,  Nings  irefcM 
Resultirende  wirkt,  lediglich  durch  das  Verbältniss  der  Krifte 
stimmt.  Sind  aM  P,  Q.  dPßi  Grossen  der  beiden  ^äfte  ^^ 
zeichnet  a  den  Winkel,,  den  die  Richtung,  ihr^r  IlesuitireiMM 
mit  der  Richtung  von  /f  bildet,  so  ist  <x  eine  «resrisse  fm 

des  Quotienten  -^  tmd  n^an  kann  daher    •       '     ' 


H%) 


setzen.   '■''         ■   'l     ■'•  n.-   ■:     i:  »r»!/      .'tri'i';      '^/. 

Man  denke  sich !an -dem  gegfehehen  Angiiftiiienkte» 
gegM; die:  Richtung  vdn>  R  und  riaeb.def.ibeifte,  hin«  ^^^  ^^ 
die  Richtung  von  Q  lioqt,  irgend. eSneneu^  Kraft  S  »nf^'^l 
und  hezetcbne  des<>  W«ekel  zwischen  deri  Rkfctutog  der  R^«^' 
den  17^  der KBwei  Kräfte  •/{  und  Soml  derfRiehtong  voafii"' 
se^ist;'aoch^  -    •  /    n--  ■  ,,-.^   i.  :  ..,!,. 
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V^feKI) 


I  ' 


Die  Kraft  S  kaiio  fU  iW  R^altirende  »weier  Krfift«  betrach- 
tet werden ,  wovon  die  eine  fr  nach  der  Rlehtenf^  von  Q  und  die 
xweite  R  der  Richtung  von  i>\erade  entgegengesetxt  wirkt  Nach 
Obigem  erscheint  U  als  die  Resultirende  von  P,  Q  und  ,S,  nut- 
hiD  auch  als  die  Resultirende  der  auf  den  vorhandenen  Angriffs- 
DDDkt  unter  einem  rechten  Winkel  wirkenden  Kräfte  P—  P  und 
0  +  C,  und  es  macht  die  Richtung  dieser  Resuitirenden  mit  der 
Ricbtong  iTer  ersten  Kr»ft  den  Winkel  a+ßi  demnaeh  hesteht 
die  6lei<Avng    > 


*>=f(^)- 


Die  Richtungen  der  Kräfte  S,  Q*,  P'  bilden  genau  dieselben 
Winkel  wie  die  Richtungen  von  Ä,  P,  Q,  mithin  stehen  erütere 
Kräfte  iu  denselben  Verhältnissen  wie  letztere,  d.  h.  es  ist 

■ 

P':Q=Q".PzsS:R 


woraas 


/^li  ^  und  ©<=*  ^ 


1       « 


folgt.    Die««  gibt , 

Ks^ 'sei  nun  zur  Ahkörzung  p=^  'und  ^=ry,  so  wird  nach 
obigen  Gleichungen 

«=/(«).  ß^fdO  lind  «+p=/'(fi|-^) , 
niitbin  >  --•  -s    *       •    ' 

A*)+/ly)«/(r=^)- 

Diese  Gleü^hong  filltt^rtir  Kenntaisa  der  Form  der  Funetion 
f.  Zu  diesem  Zwecke  differenzire  man  die  Gleichung,  indem  man 
einmal  die  eine,  das  zweite  Mal  die  andere  der  beiden  von  ein- 
aDder.iD^M&nglgmGrdsken^Tryy  «b  vteränÜetlieh'  hehaBdeh;  mm 

erbält,  ^^^fi^)  gesetzt. 


ffSO 


/•<')=/■  (^-(T^^' 


■ftiernacli  ist  '•  ■■  '"    ■''''    ■••''   r^'-    ^  .  "    •*  ■ 

'  ''  Oä  rfiisebeii  j;  i|nd  |^  hdii  ZOTbmliliciJang:  o^allet»  m 
diese  Gleichung  nicht  bestehen,  wofern  nicht  jede  Seite  ■ 
ben  sich  auf  eine  und  dieselbe  beständige  Grosse  redacird 
sei  A  diese  Constante /so ^ ist'   ^^       r.   ,  1 

•^^^1  .  .M  •>         M  \ 


"I         .       »        .      »         .       ».        (1"    / 


mithin 


fix)  =  r\\^jA  =f=  4  .'^rt.  tam.  jr  +  Const 

Denkt  man    sich   die  Kraft  Q  hinweg^enoinmen ,  so 
mit  P  zusammen  und  a  geht  in  0  Aber,     rfir  ;r±±±'0  hat  m 
f(a:)  =z  0,  daher  vepchw^iiidet  4v^  durch  die  Integration  eingf 
Constante  und  es  bleibt  '       ^  ( >  I 

•'     '  •./'(a^^^urc.tairg.^f.  ^ 

Lässt  man  aber  P=:0  sein',  wodorch  R  mit  Q  zusaminti 
so  wird  «=-r»  mithUi  igeht   bei''  der   hier,  .gemachten  Auil 

^'=00    die  Function  f(x)  ia  ^  über.    Diese  gibt  >  i 


•  \^  5-;=3j.arc.  tahgi'odvst'wf;— ,' 

woraus  ^  =  1  folgt.    Hiedorch  erhält  man  endlich 

Q  Q 

^     '  •    d.  i.»circ2±)aTe.  tang.  ^eder'^Mn^.ttita^^» 

•   i     »  /     r  ■  1 , 1     »  •  ,■.•■.!         I  '  '  '  ■ .      -  ^ 

ifRekh*  Re^aitat  auf  die  mit  dar  DarsMlaag  xlea  KrfiOMntril 
srammes  verkndpfte  Constmction  der  Richtung  der  Resoitir^ 
der  vorhandenen  Kräfte  Hlhrt.  *  >  ' 


(Hl 

B#i  4i^iN3ir  IMitctiiMti  Ut^  »wp  inap;iÜ8iili>  tue  Beitiniiuiiiig 
der  Richtung  dc^  Betfottirenden  tder  gdgebcnn  Kriifte  dm.  Keintt- 
■iw  der  ClDjMe.  dieser  RetoWreadcoit  nicbt>  .erforderliefa;  ;  B^  iet 
also  gleichgiltig,  ob  der  Vortrag  mit  der  Bestimmung  der  firitase 
oder  der  KicbtuDg  der  Resultireoden  besinnt 

Jahrgang  184SL  MAca-Heft  8.  169.  Stampf  ort  Ueber 
dea  .fiebrancb  der  IMiveHirtlnatitemeQte  aoa  der  Werkatille  des 
k.  k.  Dolytecbnischen  Instituts  auf  ivisseDscbaftlielen  Reisen.  — 
S.  17d.  Schrotteri  Coinmiss|on6beriebt  (d.  H.  Baunigattn^;,  Et- 
tingsbäuseii,  KunzeKj.qtampfer  uiia  Sciirötter)  über  die  in  der 
Osterr.  Monarcbte  von  Seite  d^r  k.^Akademie  zu  yerao  lassen  den 
meteoroTogischen .  Beobachtunge.nu  7^  .S^.^208.  Staropfe^'s  Me- 
thode der  Visiruog  der  Fässer  vom  tc.  k." Ministerium  fiir  Handel 
etc.  der  Akademie  zur  Beguta^btüng  zugewiesen.  —  8.^21.  Stamp- 
fer: Vorscblag  ei  Des  Barometers ,  Helches.  den  mittlere  Barome- 
terstand/ur  beliebige  JS/Bitpcriodei»  angibtf    • 

JakrgäBg  1849.  April-H«ift  8.  ^7.  Stampfer:  IW- 
Stellung  einer  rouglicbst  braucbbaren  geomelrlieheii  Ivisirmetbodk 
für  Fässer.  —  Sr  247.  Boguslavrski.^  Schreibefi  an  die  Akade- 
mie (die  vorläufige  angenäneVleKjaratläxei^pestimmuDg  der  Sonne 
betreffend).'  —  1$.  249.  Doppler:  Üeber  eine  bisher  nocb  unbe- 
nfitzte  Quelle  magnetischer  üeclinationsbeobachtungen.  —  S.  ^1. 
Cotumbus:  Magnetisches  Observatorium  zu  Linz  und  Kirch- 
schlag. —  S.  267.  Pierre:  Ueber  das  Spannkraft- Maximum  der 
Dimpre  in  der  Luft.  -  S.  273.  Prechtl:  Ueber  sein  Werk: 
,,Untersuchunff  Ober  den  Flug  der  V5gel."  —  S.  276.  Prettner: 
Meteoroloffische  vBeobadhluiiigen  -  zd  Km^enfart  ^^  S.  276.  Stein- 
heil:  Ueber  seine  neueren  Arbeiten. zur  Erzielung  genauer  Nor- 
malgewicbte.    Ueber  das  Cenirifugal-Wurfgeschoss. 

Jahfg»ng  t849.  Ma4-Hefi  S.  291.  ätampfeV:  Ceber 
die  in  Prenssun*  tlblfeke  Visir-  Methode  fUlr  Fässer.  —  S.  296. 
BavriigaT'töef  ?•  Ueber  dfe^  Leitkraft  der  Erde  f0r  Eiectricität.  -^ 
S.  312.  V.  Ettingshaiisen:  Bericht  über  liehe's  Abhaiidlimg 
Aber  integmtlon-  irrationaler  Differentialfornkelii.  ^  S.  322.  Dopp- 
ler: Ueber  ein  Mittel  die  BreehmvG^  dM^'^ehattstrafalen  ezperimeiio 
teil  i^cbziiw^iseujind  nupieri^ch  zu  bestimmen.  —  &347.  Kreil: 
Abbaiij^lung  üb^r  den  ßin&u^s  der  Ajpeo  ^uf  die  /Aeusseruogeu 
der  magnetischen  £rdkiau..  .  .       .   ^  j 

AirsiKttg  «lus  den  Sit'zungs-PrS't'okollett  des  Natur- 
^issensehaftHehen  Vereins  tu  Hall«.  (Erste«  Jahr  vom 
Jnni  184«  u^  Juni*  1849.)  Mit  einer  llthogr.  Tafel.  Halle. 

Diese  Sfitzungsberichte  einer  naturwissenschaftlichen  Privat- 
gesellachaft,  welche  neben  der  älteren  natur forschenden  tiiesell- 
scbaft  in  Halle  sich  gebildet  hat,  geben  ein  sehr  erfreuliches  Bild 
von  dem  Wirken  dieser  Gesellschaft  und  verdienen  allgemein  beachtet 
zu  werden.  Es  Ist  in  diesen  BeiiLlitm  ausser  vielen  Interessanten  klei- 
neren Notizen  auf  S.  1  — S.  14.  und  S.  15— S.  21.  auch  eine  grössere  Ab- 
handlung des  Lehrers  Herrn  Hellwig  über  die  Gesetze  der 
Blattstellung  abgedruckt ,  welche  auch  In  mathematischer  Rück- 
sicht vieles  Interessante  darbietet,  und  Jedem  empfohlen  werden 
haon,   wer  sich  in  möglichster  KOrze    eine  geniigende  Kenntnisa 
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der  in  db^eriiAbhudkiiig.  besfyroclieiie»  ouitbenatiMhM  € 
der  BlaitsteUunir,  «kieliebre,  ra  der  bebanntlidi  C.  Schli 
A.  Braut»,  C.F;  Ntfdmaiiiii».  A.  den  Grand  gelegt  habei 
»ohafen  trilL 


( I 


The  American  Journal  of  Science  and  Arts. 
ddcled'by  Pr'ofl^l^aora  B.  Sillimaa  and  B.  Sillimai 
and  Jame«  D.  Dana.  Second  S^eries.  Toi.  VI.Nofe 
184a  New  Heaveo^a 

in.  On  t%^  Orbits  of  th^  Asteroids;  by  B.  A.  Gould. 
Objections  to  the  Theories  severally  of  FraUKÜn ,  Dufay  ai 
pdre,  with  an  Effect  toJEkpiain  ElectKcal  Phenomena' by 
cal  or  pndulatory  Polarisation;  by  Prof.  Robert  Hare.  - 
On  a  New  empirical '  l^orroüta  Tor  aßcert'aioinG' the  Tension 
por  of  Water  at  any  Temperature ;  fcy  J.  il.  Alexand 
aXII.  Results  of  Analyticall  Researches  in  (he  Neptuniao' 
of  Uranus;  by  Cnoch  PI  Burf.  ~  XXIX.  ( Fortsetzung  t 
XiX).  -  :;!Ui:X.  Cotoldetationi^ ofl  thp  DivuibiRty  of  Ma^i 
by  J.  H.  Alexander.    >       .    ^ 

Die  übrigen  .Abhandliingep,  sind  groli^tentheils  oben 
iind  geofogischen  Inhalts  und  eipburen  daher  nicht  in  de« 
des  Archivs. 


'.  > 


Inirtitvl  Ai^tionaJ  de  France. 
Grand  prix  de  lUathimütü/uef  a  decerner  en  I8S0. 

»  .1.  rl..,ijr  • 

^  Les  :tfava«K  ri^ent^  d«  plisieiirs  fg^omdtvee  ayant  i 
Vattention^  sur  le  devnler  tbt^oreme.de  Fermate  et  avaoce  m 
ment  la  questioni  wtenie  pour  le  cas  ge^r»i^  rAeadenie  p 
deiJevei'  les  derui^resrdiflic«ltäs  qui  resteat  .Mir  ee  sujet 
met  dooc  au  coocoi|r0:.poar  le  graod  prix  de  Mathematiq 
d^ehier/eu  18SDi  le  prcHtileoie  «uifant: 

TTonv^r  pour  un  exposant   entter    quelconque 
Solutions  en  nombres  entiers  ^t  ^n^ganx  de  l'eqn 
:r«-|ly"=2",  ou  prouver  qu'elle  n'en  a  pas. 

lu^  prix.  conaittei'i^«>ea.  uae  medaille  d'or  de  Ja  valenr  i 
mille ;  fraUca.    heH  Memoires  .devront^tce  acrlvda  au  Secr 
dei  TAcademie  avant  le>  U^  .octobre  1850/  i  Ce  terme  est 
gueun     Les   nomo  des   auteurs   seront   contenas   dans  od 
cacheU^  qüi  ue  sera  puVert  que  si  la  pi^ce  est  couronoee. 
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A  r  c  li  1  T 


der 


ithematik  und  Pliysik 

mit  besonderer  Rücksicht 

auf  die  Bedftrftiisse  der  liehrer  an 
hSlieni  UnterriclitsansUiIten. 


Herausgegeben 


Ton 


Johann  August  Grunert^ 

Profeator  la  GreiCiwald. 


Tierxehnter  TheiK 


Mit  «cht  lithognphirten  Tafela. 


Grelftiwald. 

C.  A.  Koch'«  Separat -Coato. 

ISftO. 


I 


InhaltsTerzeichniss  des  vierzehnteji  Theils. 


^  Arithmetik. 

Nr.  der 
Abhandlmig.  Heft    Seite. 

DL-  lieber  die  Bedingiing ,  unter  welcher  a^'^x  ist. 
Von  dem  Hm.  Prof.  Dr.  Heeael  an  der  Vm- 
▼ereitat  in  Marbnrg I.  98 

in.  lieber  drei  Hauptarten  Ton  Logarithmentyate- 
men.  .  Von  dem  Herrn  Prbfeseor  Dr.  Heeeel 
an  der  Universität  an  Marburg I»  97 

V«  Bemericangen  über  die  GonTergenz  der  Reiben. 
Von  dem  Herrn  Professor  Dr.  O.  SchlSmilbh 
an  der  technischen  Bildnngsanstalt  an  Dree- 
den I.  106 

VUI>  Untersnchong  über  die  Form  eines  Wnrselani- 
drnckes  der  Gleichung  des  Uten  Grades.  Von 
Herrn  L.  Mossbragger,  Lehrer  der  Mathe- 
matik an  der  Kantonsschnle  xu  Aarau   .    •    .    HI.        113 

W,  Heber  Pant  Halcken*«  Darstellung  der  gewöhn- 
lichen Auflösung   der    cubischen    Gleichungen 

4 


p 

Nr.  dev 
Ablundloiig.  Heft    Sdte. 


durch  die  csrdaDMche  FormeU    Von  dem  Her- 
aaegeber IL  132 

X.  Zur  Theorie  der  Reiheo.  Von  dem  Herrn  Dr. 
O,  Schlo milch,  Profeaeor  der  höheren  Mm* 
thematilc  und  Mechanili  an  der  lechniichen  Bit- 
dnngianetall  mu  Dreeden U«  W 

ILX.  lieber  die  nähernngtweiee  Ermittelung  der 
Werthe  bestimmter  Integrale.  Von  dem  Her- 
anegeber HDU         S5 

XXII*  Attflofung  einer  pralctieehen  Aufgabe  dnrch  die 
Zahlenlehre.  Von  dem  Herrn  Doctor  E.  W. 
Grebe,    Gymnasiallehrer  xn  Cateei    .    .    .'  HI»         333 

XXIII.  Ceber  eine  directe  und  strenge  Ableitung  der 
Taylor^schen  FormeL  Von .  Herrn  Profeeaor 
u.  ••  w.  Ton  Ett ingehausen  au  Wien  •    .    III.         336 

'XXVIU,  Ueher  die  Begründung  def  Theorie  der  ellip- 
lieohen  Functionen  durch  die  Betrachtung  unend- 
licher Doppelproducte.  Von  Herrn  Ludwig 
SchUfli,  Dpeentmi  der  Mathematik  an  Ber|^  IV.         396 

XXIX,  Ueher  die  Bestimmung  eines  häufig  Tor- 
kommenden  Granswerthes.  Von  dem  Herrn  Dr. 
O.  Sehlömiloh,  Professor  der  höheren  Ma- 
thematik und  Mechanik  aa  der  tedmischen 
BiMangsaastalt  aa  Dresden IV.         469 

XXX«    Ueher  die  Bestimmung  des  Granswerthes  von 

Vl-|-V2+v3+.:.  +  V< 

ür  oaeodlieh  wachsende  WerUie  der  Zahl  f. 
Von  dem  Herrn  Dr«  O.  Schlö milch,  Profes- 
sor der  höheren  Matliematik  und  Mechanik 
an  der  technischen  Bildnngsanstalt  lu  Dres- 
den       IV.         iM 


*« 


Geometrie. 

Nr.  d«r 
Abhandlanf^.  Heft    Seite, 

rV.  Zar  elemenCaren  Qnftdrator  des  Kreiiee«  Von 
dem  Herrn  ProfeMor  Dr.  O.  Schi  dm  lieh  an 
der    technUchen  BildnngtantUilt    la    Dresden     I.  101 

XI.  Ueber  "idle  elementare  Cnbatnr  der  Flächen 
zweiten  Gradee.  Von  dem  Herrn  Dr.  O.  Schlö- 
milch,  Profeetor  der  höheren  Mathematik  nnd 
Mechanik  an  der  technischen  Bildnngeanetalt  ma 
Dreaden      .*.... II.  154 

XII.  Ueber  die  Bettimmnng  des  Inhalte  der  dreieet- 
ligea  Pyramide.  Von  dem  Herrn  Profeeeor  Dr. 
Heeeel  an  der  UniTereität  an  Marbarg    •    .    IL  109 

XIII.    Ueber     da«    merkwdidige  Beispiel    einer    snm 

Theil     pnnctirt    gebildeten    Carre,    du    der 

jr 
Crleichnng  eotepricht;.  ^=;=V]p.  Von  dem  Herrn 

Profeeeor  Dr.  Heseel    an    der  Uniyertitat  sa 

Marbarg II.  169 

XVU.  Ueber  die  knrseste  Entfernung  iweler  Punkte 
auf  der  Oberfläche  einer  KogeL  (Nach  Tho* 
mal,  ans  deo  Noav.  Annalee.  Jaillet 
1849.).  Von  dem  Herrn  Doctör  J.  Dienger, 
Vorstand  der  höheren  Bärgerschale  sa  Etten- 
heim II.         219 

XVIIL  Eine  Aufgabe  aber  ein  Maximum.  Von  dem 
Herrn  Doctor  J.  Dienger,  Vorstand  der  hö- 
heren Burgerschole  in  Ettenheim   .    •    •    •    II.  SSI 

XXI.    ^Vft^'  Singalaritaeten  an  Curyen    der    Tierten 

Mknng.    Von    dem    Herrn  Doctor  Beer   an 

Bona i    ....    HI.        818 

XXV.  Ableitung  der  Sätze  über  Supplemeätairsehiiea 
ahd  Goajngirte  Du^chmessei'  der  Ellipse  ans 
einer  einfachen  ^  geametriscli^n  Betrachtung. 
Von  Herrn  Chr.  Wiener,  Lehrer  der  Mathe- 
matik an  der  höheren  Geweirbschnle  zu 
Darmstadt ^ IV. 


Nr.  der 
Abhandliug.  Heft  S 

XXVI.  Ueber  die  grÖMte  «nd  die  kleinste  Eilipae, 
welche  darch  swei  gegebeoe  Punkte  geht  imd 
Bwei  gegebene  Gerade  berohrt  Von  Hern 
Fr.  Seydewits,  Oberlehrer  am  Gjinnaeinni 
an  Heiligenatadt  •    .    •    « IT. 

XXVIK  Ueber  die  Ton  Polar«»  und  Atjmptotenchorden 
eingehnlUen  CarTen.  Von  Herrn  O.  Ber- 
man»  Candidatea  de«  höheren  Sdiolamu  xa 
Cobleni IV. 


M  e  ch  a  n  i  k. 


vn.  Ueber  ein  Integral  in  Enler'e  Tkeoria  «■•!■• 
rorporam  tolidoram  •ett  rigidonin.  Voa 
Herrn  Doctor  J.  P.  Wo^ert,  attronomiadieiD 
Rechner  an  der  K.  Sternwarte  an  Berlin   •    .    I. 

XVI.  Theorie  der  loten  Rolle.  Von  dem  Herrn  I|r. 
J.  Dienger,  Vontand  der  höheren  Bürger- 
schule an  Ettenheim IL 

XXIV«  Beitimmte  Ldaung  der  Aufgabe  über  die 
»rtheilaag  mnei  DrucJ»  auf  mehr  ala  drei 
$tufeapnnkte.  Von  Herrn  Chr.  Wiener^  Leh- 
rer der  Mathematik  an  der  höheren  Gewerb- 
•chule  XU  Darmstadt IV. 


Astronomie. 


XIV.     Ueber  eine  gnomoniiehe  Aufgabe«    Von 

Dr.  Benjamin  Witiechel,  Lehrer  der  Ma- 
thematik und  der  NaturwiMenschaften  am  Qjm- 
nasium  an  Zwickau   im   K«  Sachten    «     .    ,    iL 

•    (M.  a«  auch  Nauift.) 


«I 


Nautik. 

Nr.  der 
Abhandliing.  Heft..    Seite. 

1«  lieber  die  naalitche  Aufgabe:  Ans  den  gemee- 
■enen  Höhen  zweier  Sterne,  deren  Rectatcen- 
■ionen  und  Declinationen  bekannt  sind,  and  der 
Zwischenzeit    der    beiden    Beobachtungen    die 

Polhohe  und  die  Zeit  in  bestimnien.  Von  dem 
Heranigeber f.  1 


Physik. 


XV.  lieber  die  Wirkung  linearer  electriacher  Ringe 
auf  die  magnetitche  FluMigkeit.  Von  dem 
Herrn  Doctor  Haedenkamp,  Oberlehrer  der 
Mathematik  und  Physik  am  Gymnasium  tu 
Hamm II.  204 


Uebungs- Aufgaben  für  Schüler. 


VI.  Aufgaben  und  Lehrsätze  Ton  dem  Herrn  Pro- 
fessor Dr.  O.  Seh lo milch  an  der  technischen 
Bildungsanstalt  zu  Dresden I.  107 

VI.    Aufgaben  tou   Herrn  O.  Bormann,     Caadi- 

daten  des  höheren  Lehramts  zu   Co  bleu i      •    1.  110 

Wi,  Aufgaben  tou  dem  Herrn  Doctor  J.  Dienger, 
Vorstand  der  höheren  Bürgerschule  zu  El- 
ton heim II.  2SI3 

\\\,    Aufgaben  von  dem  Herrn  Doctor  E.  W.  Grebe, 

Gjmnasiallehser  zu  Gas  sei H.  224 


. 


▼1 


Literarische  Berichte*}. 

Nr.  der 

AUiandlmig^  Heft  Seife. 

Lni h  TS3 

LIV. n.  T49 

LV. m.  T61 

LVL *.......  IV.  te9 


*)    Icli  bemerke  hierbei,    daie  die  Literariedieo  Berichle   mit  be- 
eoDderen  fertlaufendeo  Seiteaudileii  Tereeheo  sind. 


I. 

[Teber  die  nantisclie  Anf^albe: 
>  den  gemessenen  HSlien  zweier 
ne,  deren  Rectascenslonen  und 
iinationen  lieliannt  sind,  und  der 
iBclienzeit  der  beiden  Beoliaclitun- 
en  die  Polhdiie  und  die  Zeit  su 
i  besümmen. 

Ton 

dem  Herausgeber. 


$.  1- 

)e  der  wichtigsten  Methoden ,  zur  See   die  PolbObe ,  oder 
ite,  und  die  Zeit  zu  bestimmen^   bietet  wegen  der  AHgc- 
It  ihrer  Anwendung  und  der  Leichtigkeit  oer  anzustellen 
nbachtungen  jedenfalls  die  Aufgabe  dar: 

den  gemessenen  Hohen  zweier  Sterne,   deren 
ftensionen  und  Declinationen  bekannt  sind,  und 
ischenzeit  der  beiden  Beobachtungen  die  PoU 
td  die  Zeit  zu  besttnimen; 

anch  dir  diese  Aufgabe  theils  directe  und  vOllig  genaue, 
direete  and  bloss  anoähenide   Auflösungen    in    ziemlicl» 
[Anzahl  schon  gegeben  worden  sind. 

trunglich  wurde  jedoch  diese  Aufgabe  nicht  in  der  obigen 
>n  Gestalt,    sonderp  in  der  folgenden  viel  eingeschränk- 
»tait  zur  Breiten-   und  Zeitbestimmung    auf  der  See  iu 
gebracht : 

;iv  1 


Aus  zwei  eemessenen  H5hen  eines  Sterns,  dessen 
Position  auf  aer  Sphäre  belcannt  ist»  insbesondere  ans 
z%rei  gemessenen  oonnenhoben,  und  der  Zwiscbenzeit 
der  beiden  Beobachtungen  die  Polhöhe  und  die  Zeit 
zu  bestimmen. 

Wer  diese  wichtige  Methode ,  die  Breite  und  die  Zeit  znt 
See  zu  bestimmen,  zuerst  in  Vorschlag  gebracht  hat,  habe  ich 
mit  Tölliger  Bestimmtheit  nicht  ermitteln  können ,  und  mnss  mich 
daher  beffnügen,  was  zwei  geachtete  astronomische  und  nautische 
Schriftsteller  hierüber  sagen,  im  Nachstehenden  anzuiiihren: 

In  der  Sammlung  astronomischer  Abhandlangen, 
Beobachtungen  und  r}achri<;|iten,  herausgegeben  fod 
J.  E.  Bode.  Erster  Supplement-Band  zu  dessen  astro- 
nomischen  Jahrbüchern.  Berlin.  1793.  S.  42.  sagt  v.  Zach 
in  einer  Note  an  ^iner  van  Peter  Nievwlan4  uptff'dem  Titel: 
Ueber  die  Methocie  des  Herrn  Douwes,  aus  zweiep 
ausser   dem    Mltta^skreis  beebaohteten  Sonnenhßbeo 

4ie  Breite  ^in«»  Orte«  zu  finden,  vera|bii|ii«hten M^rmtfll 
Abhfiitdlphg  über  iinser  Problem  über  dasselbe FoIge[ides:  j« Peter 
Nonius  oder  Nannea  und  Robert  Hues,  ehi  Magna  das  Bari 

of  I^ofthumb^fUnfl   und   Tbomiis   H^rriQt'«   umkwtmt^ 

Freund,  haben  meines IfVIssens  diese  Aufgabe  zuerst  vori^etragen: 
erstertr  in  seineRi  Werke  Ob  €repHsculis*),  l^tsteÄr  itt  mei- 
nem Tractat  De  Globis  et  eorum  uau.  Lugduni.  8vn.  Von 
einem  gewissen  J o h n  Ohilmead  Mr.  of  A.of.  Christ-Churcb 
in  Ozon,  wurde  1669  eine  von  Job.  Jsac.  Pontanus  mit  Ad< 
merkungen  versehem*,  aber  verstümmelte  Ausgabe  in's  Englische 
fibersetzt,  unter  den)  Titel:  Ä  learned  Trantise  of  Globefli: 
both  coelestiall  and  terrestriall :  with  their  severai 
uses,  written  first  in  latine  by  Mr.  Robert  Hues:  and 
by  him  so  published  etc.  Lond.  8to.  Daselbst  stehet  die 
Aufgabe  auf  der  ISSsten  Seite  Cap.  VI.  und  wird  vermittelst  des 
Globus  aufgelöst.'' 

Dagegen  spricht  sich  Don  Josef  de  Mendoza  y  Rios  io 
der  Abhandlung:  Recherches  sur  lea  Prin^ipai^x  ProbU* 
mes  de  rAstronomie  JNautique  (Phil^sophical  Traoa* 
actions.  1797.  Part.  I.  p.  45.)  auf  folgende  Art  über  den  ersten 
Erfinder  unserer  Aufgabe  in  ihrer  obigen  eingeschränkteren  Ge- 
stalt aus:  „Le  cel<$bre  Pierre  Nunnez  (ou  rfonius)  s'occupa 
be^qcoup  des  moyens  de  d# terminer  la  latitude,  et  i^pr^s  avoir  I 
df^nientri^  la  faussete  des  regles  pubU^s  pap  Pierre  Ap* 
plan  (Ge^smographia)  et  Jacob  Ziegler  (Commentarium 
in  secundum  librum  Naturalis  Uiatoriae  Plipü)  il^donpe 
diffiSrens  probleroes  de  son  invention,  et  entre  eux  celui  qu'on  re- 
sout  par  deux  hauteura  et  l'arc  d'horizon  oomprU  per  les  verü« 
caux  de  iWre  (De  Arte  aiqne  Ration«  Naviga«4i,   l^'*^ 


^)  Nach  anderen  Angaben  toll  «Ich  eine  Anllßsan|^  mit  B(lfe  de« 
Gkibu«  Ton  Peter  Nonlns  in  desten  Bache:  De  Obser^-  B^g"'*^ 
Jnttram.  Geometr.  Lib.  II.  Cnp.  XIV.  befinden. 


s 

piMi  pu  ^cJwqir  ««rini  qni  le  pimii^r  «abstitwft  au.  lieu  da  dtoroier 
el^mpl  IVo  de  T^^iiateiir  ^ppri»  ^entre  Iw  h#fair«8,  oh  bieo 
riatervaUo  d^  tems  ^nibe  le«  ab4firvat*M»ui;  nai^.on  tnMiye  cette 
golutiop  ^QOQo^  leammo  un^  ob<»#9  conttue  quoiaue  pen  utile  daos 
le  Uaitä  Öe  Oltebis  et  eorDm  üe«  fi«f  Robert  Huee.  (Je 
n'ai  Jamals  vn  la  premiöre  Edition  de  ce  livre;  celies  que  je  con* 
nois»  outre  \es  traductions  en  Anglois  et  eo  FranQois,  eont  nne 
cum  AoDott.  J.  Jsaaci  Pootaiii.  Amst  1617.  et  une  autre 
Oxon.  1663.).  Le  proc^di^  mendonnö  par  Hu  es  exige  l'usage 
de^  globes.** 

Nadi  diesen  K^tigiifsseD  scheint  also  in  der  7faat  der  Torher 
erwSfciite  Robert  Bues  der  erste  Erfinder  unserer  Angabe  In 
ifarer  elngesehvfinkteren  Gestalt  zu  sein^  obgleich  zu  wünschen 
wäre,  dass  In  den  Sehrfften  des  Nonius  selbst,  deren  Ehisiebt 
mir  leider  nicht  zu  Gebote  steht,  eenane  Nachforschungen  ange- 
sfeNt  wQrdevi«  mit  welcher  Aufgane  dersellie  sich  eigentlich  he- 
s^MOigt  bat,  woso  tch  dah^H*  Leser,  denön  reiehere  ilterfirlsche 
HffHbqnelten  als  mir,  mmentlich  in  der  filteren  astronomischen 
und  oantischen  Literatur,  ze^nglich  sind,  aufzurordem  mir  eifa«- 
bea  müclite,  zugl^ch  lao&k  der  Bitte,  dieselben  im  Archir  der  Ma- 
thematik  nnd  Physik  mitfcttihellen. 

In  der  oben  ^eilBh  m  Eingänge  angeeebenen  sehr  erweiter- 
ten Forna  ist  aber  das  Problem  zuerst  oehandelt  worden  Ton 
Gauss  in  dem  Programm:  Metbodum  peculiarem  elevatio^ 
nem  poli  determinandi  explicat  simulque  praelectio- 
nes  suas  proximo  semefitri  h^)beodas  iudicat  D.  Caro- 
lus  Fridericns  Gauss,  Astronomiae  P.P.  O.  Gottingae. 
1808.,  von  welchem  ein  ziemlich  ausführlicher  Auszug  sich  auch 
in  der  Monatliche«  Goirlsepon-d^n«.  1<809.  Febrnav. 
8.  134.   befindet. 

Es  ist  nun  keineswegs  meine  Absicht,  alle  bekannten  theils 
vullig  genauen,  theils  nur  annähernden  Auflösungen  unserer  Auf* 
gäbe  in  Ihrer  eingeschränkteren  oder  erweiterten  Gestalt  von 
Douwes,  Gauss«  MoUweide,  J^ittrow^  Hazewinkel, 
Lobatto,  Caillet  (Täter),  Paget  und  Andern  in  diesem  Auf- 
satze zusammenzustellen,  indem  man  darüber  in  den  meisten 
Lehrbüchern  der  Sicbfiifatirtskonde,  namentlich  in  dem  Hand- 
bacbe  der  Scbifffahrtskuade  von  C.  RflnickeT.  Tiert« 
Anflage«  Hamburg.  1844.  S.  141.  ff.  S.  ]98.  ff,^  in  de^  nnr 
erst  ganz  nenerlich  ersehteoeaen ,  wegen  seiner  streng  wissen- 
schafUichen  Abfassung  und  Darstellung  sehr  zu  empfehlenden 
Trait«^  ^l^mentaire  de  Navigation.  Par  V.  Caillet,  Eza- 
minateur  de  la  Marine.  (Jours  de  l'^cole  navale.  — 
]r«  ann^e  d'^tudes.  T.L  Texte.  Brest.  1848.  p.  19L  T.  IL 
Tables.  Brest.  1846.,  auch  in  dem  Handbuche  der  prak 
tischen  -Seef^hrtskiinde  von  .  Dr.  Eduard  Bobrik. 
Band  U.  Zürich  und  Hamburg.  1846.  S.  1477.  sehr  genü- 
gende Anskunft  findet.  Vielmehr  ist  es  meine  Absicht,  in  die- 
sem Aufsatze  ein  Paar  neue  analytische  Auflösungen  zu  geben, 
vorzQglich  aber  auch  eine,  wie  Ich  glaube»  sehr  einfache  und  elegante 
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Cortstnictfon  unserer  Aufgabe  auf  analytischem  Wege  zu  enf- 
«i'tckeln,  die  ich  H-enigstens  in  theoretificher  Rücksicht,  nanient- 
Kch  auch  weil  sie  ganz  allgemein  für  die  Aufgabe  in  ihrer  enrei- 
terten  Gestalt  gilt,  ffir  sehr  bemerkenswerth  und  interessant  halte. 
Das  Weitere  über  diese  Construetion,  namentlich  auch  was  das 
HtstoriRche  und  Literaris^bie  betrifft  ^    wird  späterhin  Torkommeo. 


§.  2. 

Die  bekannten  Rectascensionen  und  Declinationen  der  beiden 
beobachteten  »Sterne  wollen  wir  durch  «,  a*  und  d«  &\  die  beiden 
gemessenen»  wegen  der  Strahlenbrechung  und»  wo  es  nothig  ist, 
auch  wegen  der  Parallaxe  auf  bekannte  Welse  gehörig  verbesser- 
ten Hohen  derselben  durch  A,  k'  bezeichnen;  ferner  seien  t^  t 
die  ff! eichzeitig  beobachteten  in  Stunden  ausgedröci^ten  Zeiten 
der  Uhr/  und  cd,  cd'  seien  die  entsprechenden  Stundenwinkel. 
Nehmen  wir  nun  zuerst  an,  dass  die  (Jhr  g^nau  nach  Stemzeit 
gehe,  bei  der  Sonne  nach  mittlerer  Sonnenzelt,  so  ist,  wie  durch 
eine  einfache  Betrachtung,  wenn  man  nur  gehörig  erwägt«  wie 
in  der  Astronomie  die  Stundenwinkel  und  geraden  AuJsteigungeo 
genommen  zu  werden  pflegen,  sogleich  erhellen  wird:    . 

jenachdem 

ISt-a^aoder  15f— a<0, 

d.  h.  jenachdem  15^— o  positiv  oder  negativ. ist;  und  ganz  ebenso 

a)'=15('— a'  oder  (ö'=15f- a'+3()0«, 
jenachdem 


15f 


—a'r^O  oder  15<'-a'<ü, 


d.  b.  jenachdem  15f — o'  positiv  oder  negativ  ist.  Die  Rectascen- 
sionen a,  o'  müssen  hiernei,  da  t^  i*  in  Stunden  au8cedräckt  an- 
genommen  worden  siod,  in  Graden  ausgedruckt  sein,  und  die 
tuudenwinkel  o,^  co'  sind  dann  oatvirlich  auch  in  Graden  ausge- 
druckt.   Folglich  ist  entweder 

ro  —  w'  =  15  (/— O  —  («-^ , 
oder 

»-<»'= 15(e-f)  -  Ca—«')  -  360»  ; , 
oder 


und  setzeo  wir  also  allgemein 

1)    Ö=15(«-0— («—«')» 

wo  die  Grusse  $  aus  den  beobachteten  Zeiten  der  Uhr  und  den 
bekannten  Rectascensionen  der  beiden  beobachteten  8tern^  immer 
laicht  berechnet  werden  kann,  und  daher  eine  bekannte  Grosse 
ist;  so  ist  ^ 

wo 

•  t 

l    •  • 

A=0,  oder  1=— 1,  oder  X=  +  1 

ist.  Also  ist,  wie  leicht  mittelst  der  bekannten  goniometrischeo 
Formeln  erhellet,  in  vuliiger  Allgemeinheit: 
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•  .  3)"    cos((D— »0=cos6,  sin  (« — to')  =  s\n6. 

Bisher  ist  der  Einfachheit  wegen  angenommen  worden,  da^is 
die  bei  den  Beobachtungen  gebrauchte  Ünr  genau  nach  Sternzeit 
gehe,  wofiir  bei  der  Sonne  immer  mittlere  Sonnenzeit  zu  setzen 
ist.  Weil  aber  vermöge  der  Gleichung  l)die  Grösse  6,  um  deren 
Bestimmung  es  sich  nler  zunächst  handelt,  bloss  von  der  Diffe- 
renz t — tf  der  beiden  beobachteten  Zeiten  abbjingt,  so  ist  klar, 
dass  es  hier  gar  nicht  auf  den  sogenannten  Stand,  sondern  nur 
auf  den  sogenannten  täglichen  Gang  der  Uhr  ankommt;  und 
geht  also  die  Uhr  nicht  eenau  nach  Sternzeit,  so  muss  man  we- 
nigstens ihren  täglichen  uang  aus  anderweitigen  Beobachtungen 
genau  kennen,  um  danach  die  erforderlichen  Correctionen  vorneh- 
men zu  können.  Unter  dem  täglichen  Gange  einer  Uhr  versteht 
man  aber  bekanntlich  das  Zeitintervall,  welches  die  Ubr  in  einem 
Tage  mehr  oder  weniger  als  24  Stunden  weist,  indem  man  zu- 
eleich  dieses  Zeitintervall ,  im  .  ersten  Falle ,  wenn  nämlich  die 
Ohr  in  einem  Tage  mehr  als  24  Stunden  weiset,  d.  h.  voreilet 
oder  accelerirt,  sIs  positiv,'  im  zweiten  Falle  dagegen,  wenn  näm- 
lich die  Uhr  in  einem  Tage  weniger  eis  24  Stunden  weiset,  d.  h. 
nachbleibt  oder  retardirt,  als  negativ  betrachtet.  Bezeichnen  wir 
«also  mit  Rücksicht  hierauf  den  aus  anderweitigen  Beobachtungen 
genau  bekannten  täglichen  Gang  der  bei  unseren  jetzigen  Beobach- 
tungen gebrauchten  Uhr  gesen  Sternzeit  oder  bei  der  Sonne  geeen 
mittlere  Sonnenzeit  durch  G,  das  dem  aus  den  beobachteten  Zei- 
ten I,  V  abgeleiteten  Zeitintervalle  t-^f  entsprechende,  in  wirk- 
licher Siternzeit  oder  bei  der  Sonne  in  wirklicher  mittlerer  Son- 
nenzelt ausgedHickte^  wahre  Zeitintervall  aber,  durch  t-^t';  so 
haben  wir  offenbar  die  Proportion 

24:t-f'=24  +  G:<-r, 

wobei    immer    alle  Zeiten    in  Stunden   ausgedrückt   angenommen 
werden»  und  es  ist  also  nach  dieser  Proportion: 
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5)  --^=:t-|+(0-(§)Vj(i-r). 


Ccfct  douBck  die  bei  deo  Beobacfatimgeo  ^ebnocbte  Chr  aidit 
geaaa  aacli  StenueH  oder  mittlefer  Soneeiueity  ist  aber,  wie  iüer 
ytJMfgaeefart  werden  niu«,  der  tägliche  Gang  ans  anderweitigeB 
Bcobacbtoiigeii  eenan  betuuint,  eo  mnss  mao  mittelst  der  obigem 
Formdn  r-V  berechiteiiy  nnd  dieses  r-^^  statt  f— «T  ia  <lefr  Ans- 
drocfc  f)  iron  (9  einfSbren ,  wodoreb  rieb 

7)    ^— l$(T-.i<)--fÄ-HO; 
eder  HWifC  enCwfebett 

1+24 
oder,   weaa  -si  eio  seiir  kleiBer  Bmeb  ist, 

< 

oder  näheningsweise 

10)    »=sW(l-^)(«-l9 -'(•*-«'; 

ergiebt 

Naehdem  man  die  Gfus^e  6  nädh  Aet  vothergehi^hiet  Aflfei- 
tang  genau  berechnet  hstt,  kann  tdan  nun  zu  der  AufiSmiiig  nn^i^ 
rer  Aufgabe  selbst  schreiten ,  vt{^  Jetti  ib  den  fölgöodett  Par^a- 
phen  gezeigt  werden  soll. 


$.  3. 
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Beseibhnen  wir  die  I^olhobe  des  Beobachtirhgsorts«  deren 
Besümmiing  der  nSchste  und  hauptsächlichste  Zweck  unserer 
Aufgabe  ist«  durch  q>,  so  haben  wir  riaeh  d^n  L^hMfl  dev  sftlrib> 
risenen  AstroDomie  beicanntiich  die  beideo  folgenden  ganz  aflge- 
mein  gtUtigeu  Gleichungen: 

!sinA  ==:sinfein9  -|-  edsoE»dosdco^9^, 
sin%'=sind'sin9 -h  cosoo' cosd' C0S9 ; 

und  dehmeii  wit  also  zu  diesen  beiden  Glei(ihun^n  n06h  Jlö  Mi» 
dem  Torhetgehimden  Paragraphen  bekannte  Gleicburtg 

12)    (to— Äi'±=ö+A.3e(K>, 

wo  1=0,  —1,  +1;    oder  statt  derselben  eine  der  beiden  ganz 
allgemein  gültigen  Gleichungen 

13)    cos(i»— a/)  — cosö,  sin(i»— «0==8iöÖ; 


so  haben  wir  offenbar  zwischen  den  drei  unbekannten  Grossen  tp, 
CO,  Ol',  drei  ausser  diesen  unbekannten  Grössen  faut  bekannte  Gros- 
sen enthaltende  Gleichungen,  mittelst  welcher  sich  also  die  drei 
in  R^d^  stehenden  unbefcänntiJn  GrOsSen  b^^stinfmen  lassen  irthH 
sen ,  weshalb  es  jetzt  bloss  auf  die  AuflSsung  dieser  dr«!  ÖW- 
chungen  ankommen  wird ,  was  auf  verschiedene  Arten  möglich  ist, 
von  denen  wir  einige  in  den  folgesden  Paragraphen  kennen  ler- 
nen werden. 


$.  4. 

Zuerst  wollen  wir  auf  t9%  dWeete  Weise  die  Polhohe  tp  un- 
mittelbar '  aus  ddn  durch  die  Beobachtung« n  gegebenen  Stücken 
zu  bestimme»  suchen. 

Weil  nach  dbr  essien  A^  beiden  Gleicbungen  13) 

eosd = coBoftÖB^  4  mnslno)' 
und  nach  de»  Gleichungen  11) 

sin A  -^  B\ftd  e\tifp  ,     sin A'  -^  sin^'  siny 

^vow  cosocosy  cosocosg) 

ist;    80  erhfilt  man    zur  Bestimmung  von  q>  unmittelbar  die  bloss 
noch  diese  unbekannte  Grosse  enthaltende  Gleichung 
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sinA —  sind  sin^  sinA' — «iod^siny 


cosicostp  cosd'cosqf 


f     j  ""\     cos^co99     /  i   r       \      cosd'cosy      )  \ 
oder,  wie  mao  leicht  findet: 

dtV^|cosd^os9^— (sinA— 8iDdtfin9>)^ltco8d'^o89^--*(8ioA' — sio^'sa 

Wenn  man  nun  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichnng  quäl 
aufliebt,  was  sich  aufheben  iSä^t,  dann  dieselbe  durch  a 
dividirt,  was  wenigstens  unter  der  Voraussetzung»  das«  i 
^=90^  ist»  jedenfalls  verstattet  ist,  so  erhält  man  nach  eial 
ganz  leichten  Transformationen  zur  BestimmoDg  von  7 
Gleichung: 

14)    0=  cosH^cosi'^&xwiflcostp^ 

—  cosd*(8in/i'—  sinö'siny)* 

— cosd'*  (sinA — sind  sin^)' 

-f  2cosdcosJ'cosd(sinA — sin9sin9)(8inA' — sin  j'siof^ 

I 

oder  nach   gehöriger  Entwickelung»    wenn   man    zugleich  0^ 
durch  sin9^  ausdruckt: 

15)    Oc=   cos^sInA'* 
+cosd'*sinA* 
—  cosd^cosÄ'^sinÖ' 
— 2cosdcosd%in  AsSnA'cosd 

cofld^sind's&uA' 
J-f-cosd^slndsinA 
1 — sinJcosdcosd'sinA'cosd  j'™^ 
«—  sind'cosd  cos^  sin  A  cos^ 

cosd^ftind'* 
-|-cosd'*sind* 

+  cosd*co8d'*sinö*  I       ^  * 

, — 2sindcosdsin4'cosd'co86, 

Das  von  sing)  unabhängige  Glied  dieser  Gleichung  i^t- 
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—  einA*8ioA'* 
+  8tiiA*sinA'< 
— 2  «10  AsinA'cosdcusd'cosd 

=  —  (cos3»— sioA*)  (cosÄ'^— «laÄ'^ 
+  (sidAsidA'— costfcosd'cosd)'. 

I 

De«  Coefficient  voo  ^Ssin^  j«t: 

cohS  8in  A'(cosd  sind' — sind  cosd'  coad) 
+  cosi'  8iuh(aiD8co8d*  ~  cosdsind'cos^). 

Der  Ceeflicieot  von  smqfl  iat  eodlicli : 

j 

8ind*siDÄ'* 
+co8J*8ind'* 

-|-8illd^C08J^ 
+  C08Ä*C08d^ 

-  8ind»8in«'« 

— 2ain8  cosdmuS'coBi'coaB 

—  coaS^  Qoad^  cos6* 

=   (8iDd>^€p8d^(8iiitf'*-H:o8d'*) 

—  (8iDd8ind'-f  C08dC08J'C08d)* 

s=  f — (ginMfid' + coai  cosJ'co80)* . 

Folglich  Ut  unsere  obige  quadratische  Gleichung: 

16)     0=— (cosd*-«inA«)(co8«'*— 8inA'«) 
■|-  (stnA  sinA'  —  coad  eoad'  cosd)* 

.     co8d8inA'(co8d8lnd' — amöcoaö'coad)  x 
""     i  +  co8ä'8inA(8inJcostf' — cos^ahiJ^cosO)»  ''"'^ 

-f  { 1  —  ^amiainf'  4-  coedcovj'cos^)*  l  sin^' . 

Nimmt  man  mit  dieser  Gleichung  die  gewöhnliche  Verwand« 
long  der  quadratischen  Gleichungen  Tor,  so  whrd  dieselbe: 


10. 

_  +  co«J*8iiiA(8in^Cot<y**-<?#rt8ipJ^ca86)| 

i   •  » 
cosÄ  8I11A'  (cos  Jsin  J'  —  einS  cpsir  co8d)  ^  * 

[-|-  coB^^sinA  (Bin fcos^  —  co8o  sin^  coaß) , 

Der  Zfibler  des  Bnicbs,  in  welchen  sieb  die  beiden  GH 
auf  der  recbten  Seite  des  Glei^MisItSs^dielis  iti  dieser  GkM 
susammenziehen  lassen,  ist: 

»  t  • 

(cosd*  —  sin^^)  (cof *'■ — slnA**) 

—  (sinA  sinA' — cosd  cosd'cosO)* 

—  (cosd*--«inA*}  (cosd"*— iMk^  (stnJdtflflM-iMf^fcös^ceriitf)^ 

-f  (sinAsinA^—  cos^cosd^cos0)*(sind8ind'-|~cos6costf'eo8d)* 

•f  cosd^inA'^cosfeind'-- *  sinAcos<J'coßä)^ 

-|-  cosd^sinA*  (sindcosd' — cosdsind'cosd)^ 

4-  2cosdcosd'sinAsinA'(cosd8ind'  — ^  sinjcos^'cosd) 

X  (sind  cos  A^  ^^do«ld  Hhl^  cos0) . 


Entwickelt    man    min  in  diesen  Z&Mer  das  Glied,  w 
sinA  und  sInA'  gar  nicbt  enthält»  lerner  jedes  der  Glieder, 


n 


enthalten,  für  siehf  sa  findet  maii  nittelst  ei^uger  leichten 
metrischen  Transformationen,  deren  Ausfithning  fflglicb  desj 
fiberlassen  bleiben  kann ,  dass  sich  dieser  Zähler  auf  die  f  < 


-')  • 


II  —  (sindsind' + cosdcosd'cqsö)* — ainA^— sir 


bringen  lässt 

Also  Ist  mdb.dMt Ohig^ 


I  '\'. 


17)    [l^{B\ülkhi6'+cf^sKÄ>ii^töB6y^U^q^ 

=z    cosd8inA'(cosdsind' — sindcosd'cosO) 
.    ,4^  (^s4'si9^(siniScps^'  ^  cös^sifi^'cos tfj  J 

,     A /~1 —  (sind8ind'+cosdcosd'co»d)*-'6inAQ* 
i:  cosd  cosd  smd  \        ^  2sinAsin A'(sindsiDd'  +  cosdcosfc»?« 
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wodurch  81119  vollstfindie  eativlcftek  daitth^  die  anmittelbar  durch 
die  BeobachtaDgen  gegcäeneo  GrMseen  ausgedrückt  ist. 


Zugleich  «iehf  aiaa  hiecaiui,da^9  61119»  .und  folglich  auch  9, 
welches  übrigens  iinmer  positiv  und  nicht  grösser  als  90^  ist.  Im 
Allgemeinen  zwei  Wertbe  hat,  und  dass  also  bei  der  Anweu- 
ddfig  dtefeterttethöde  20^*  BiBStimmottj^  d^rPdlhOhe  itb  ARgemelnen 
eine  vorläufige  genäherte  Kenntniss  derselben  erforderlich  Ist 

Um  den  votliet  fllr  6ln^  gftdüdettM  Ausdruck  sur  logarith- 
mischen  Rechnung  bequemer  einzurichten.,  wollen  wir,  was  be- 
kannflieh   httttier  terstatiet  \At: 

sinS  =:  cosd  sin^  —  sin  j  cos  2'  cos^  ' 

c^^iod'CcQsj — sind  cottf' cosd) » 

sint = sind  sind'  -f  ^^  cosd'  eesd^ 
= sind  (sind^  -|-  cosd'cotdcos^/ 
=8ind'(sui<-|- öOBdcOtl'e<Mf0) 

setzen;  und  setzen  wir  dann  femer 

IQ    cotx=cotdco8d,  cot2'=cotd'cOsd; 
so  ist 

iSincss  , — .  ,     sme  = ; 9 

19)     <  *'"^  ""* 

1  .  .     sindcos(x-^-tf7      sin^cos(x^-***^, 

V  S102  smx^ 

oder  anch 

/  slnysiptf-^d»      {  .,._^sii»dsid(r^ 

(sins=:sinS  cotCx*— i)  =  sin4'cot(x— dQ ; 


I  r 


mittelst  welcher  Formela  ^  pilfcvitf^hfl/X»  tt  £>  £'»  <  ohne  alle 
Schwieridceit  berechnet  werden  Können.  Zu  bemerken  hat  man 
jedoch 9  aass  man»  was  aus  dem  Vorhergehenden  und  dem  Nach- 
lolgenden  soslelch  erhellet,  gar  nicht  nOthig  hat,  die  Winkel  £, 
£'  selbst  zu  kennen,  indem,  anm  Ibloto^  eioC  slot'  zu  berechnen 
und  die  Winkel  |,  \  selbst  ear  nicht  aufzuziehen  braucht,  was 
natfirlich  die  Rechnung '[erleicntdrt. 

Ffihrt  man  aber  die  Hülfswinkel  ||  {',  i.Hi  die  Gleichung  17) 
ein,  so  wird  dieselbe: 
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'.    21)       coa^Bintp 
Nach  eloeni   bekannten  gonioroetrischen  Satze   ist  aber  tat  jedes 

•  1  J  1  l  ' 

=4sin^(a+/3+y) sin^j (/3+y— a)8in  j  («+/— ^««nf  («+i5--y)il 

also  •  ^  . 

1 — sinÄ«-^sliiA'«-8ini'»+26ni»ÄinÄ'siDi 

+  2co«(W)«- A)coe(«0o-A0co«(9e»^i) 
=  48iiii(270*'-^/*-A'  — t) 

X8in^(90«»+A*-A'— I) 

Xsin^(90»— A  +  A'— /) 

XsinjCQO»— A— A'+t) 

=48iol45o+5(A+A'+«)l 

« 

:X8inl4S0+5(A-A'-»)| 

XfAn  {46«— i(A+A'— Ol. 

Setzen  wir  aber 

23)    2«!sgO»-fA-fA'4>, 

I  •  ^ 

se  ist       ^ 


•  k 


i      -f 


«0<>-t-(A-fA'+0»3*> 

«)• +(A— A'— 0=2(f-A'— 0 . 

90«-(A— A' + 0 = 2(»— Ä— i) , 

9D0— (A + A'  -0 = «(«-  A— A') : 


i  :' 
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also 

=  4sinssin  (s — A— Ä')  sin  (*— Ä — i)sin(i — A' — i) , 

V 

und  folglich  nach  21): 

23)      cost*  sin9 
=:cG«ff  8ifiAVia£-f  cQ^d'MÜnhelül^' 

±  2co8Äco8d'8ind  V^  sin  f  sin  (* — A— A')  sin  (*— A— »)  sin  (*— A'— i) . 

Es  werden  freilich' im  Obigdn  fast  alle  Winkfl  durch  ihre 
Sinus  bestimmty  was  bekanntlich  nicht  immer  mit  der  erforderli- 
chen Genauiekeit  möglich  ist.  Sollte  aber  die  Bestimmung  des 
beliebigen  Winkels  17  mitteist  einer  der  beiden  Gleichungen 

6\nri=iA  oder  cosi}=2l 

nicht    mit  der  erforderlichen  Sohärfe  möglich  sein,    «o  bvanolil^ 
man  bloss  den  Hülfswinkel  i  mittelst  der  Formel 

tangS  =  A 

zu  berechnen ,    was  immer  mit  der  erforderlichen  Schärfe  möglich 
ist,  und  hätte  dann 

1— sin>y       l-~cos(90Q— iy)_  1  -  tangj; 
l  +  sini/""  l+co«{9Q<»--i?)~  l  +  tangf' 

tang  (450-  ^  ,)» = tang(450-f) ,  tang  (45«  -  ^  1?)  =  \^tang(45«~£); 

«  r 

oder 

1 — cosiy  _  1 — tangS 
1  +  COS17  "*  l  +  tangf  * 

tangii7«^tang(4ÖO-^0,  tang^iy=  V^tang(4ö*>^£) ; 

durch  welche  Methode  immer  eine  völlig  genaue  Berechnung  dläs 
Winkels  17  möglich  gemacht  wird.  ^ 


§.5. 

Wenn  man  einen  und  denselben  Stern  zwei  Mal  beobachtet 
hat,  so  ist,  wenn  dieser  Stern  ein  Fixstern  ist  oder  wenigstens 
ohne  merklichen  Fehler  als  ein  Fixstern  betrachtet  werden  kann, 
im  Obigen  irzri/,  d^ai-^  zu  setzen,  'also  nach  1)  in  diesem  Falle 
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24)    «slBCf-O. 


oder,   wenn  dfir  GiMt  d«r  Uhr  -niclit  MBU  berichtigt  ist,  nacli 
8).  9).  10): 

,  ... 

25)  ö=2i+i?<'-'^^=t;:^* 

i+24 
oder,    wenn    »i   oifi  sehr  kMner  Bniefr  ist: 

26)    <'=l«ll-S+(0-(&)'+-l<'-''>- 
Q4^r  nUlierimgsweUe : 

27)    ö=15(l-^)(e-f), 

so  dass  man  also  in  diesem  Falle  die  Rectascension  des  beobach- 
leteo  Steitts  gar  nidht  su  keiiDeii  brancbt« 

Ferner  bat  man  nacb  17)  zur  Bestimmung  von  sln^  die  fol* 
gende  Gleichung: 

38)    {l'---(«ina>-f  eeed%089)*)sin9 
■=2sin^cosd%^in  ^  0^  (sinh+sinhO 

jM  •  ^4  ri~  («ind«  +  co8d«cd8d)V.sln**— ein** 
±  costP smö Y  +28inAsinA'(sind«+eosd«cof ö) 

Setzt  man  nun  ähnlich  wie  vorher 

sint  :=sind*  +  cosd^os  6 , 
so  ist 


•bip 


1^810»;^  2atn  (45o~  ^O%=2»i0d»8io  ^^, 


sin  (45®—  rt  0*  =  cosd*  sin  o  Ö*  j 


und  man  wird  daher  den  Hfllfsiiinkel  t  immer  aus  der  GleichoDg 

29)    sin(4öo^g-i)— co8*sing^Ö 
zu  bestiiym«!!  haben,  wus.  oie  4w  geringsten  Scbwierigkeit  uter« 


u 

Wird  femer  eben  so  wie  im  vorhergeliendeD  ParagraplieD 
auch  jetzt  wieder 

30)    2i=:9(fi  +  h  +  hf  +  i 

gtsetti,  so  ist 

31)    cosi^sin^ 

=:4slD9GOsd*8in  s-  fl*  sin  s  (*+  *')  «••  j  (*— *0 

±2cos«^ineV8iniaiDCr-Ä— Ä08ln(i--A-t)sin(i-A'-0. 
Weil  al>er  ^ 

co8i=si|i  (900—1) =28in(450—J^  i)coa(460— !,•), 


also  nach  29) 


1  1 

cosi*3::4eosl*8in  ^  Ö*cos  (46^  —  ^  0* 


ist  9  80  ist  auch 

1 

32)    cos(450  — j-i)«8in9 

=:  sind  sin  s*  (A-f- ^O^os  3-  (A  —  A') 
±  cot  j^  fl  V  sin*  8}o(f-p.A— A')  8in(*— A-i)  sin(f — A'-J) , 

Sfltzt  man«  wnB  ivninflv  ?er«t^^t  ist: 

|8inair=sin4sinÄ-  dsin  ^  (A-f-AOcos  ^  (h—h') , 

3?)    \         j  . 

'sin©  «=  cos  5"  ö  V^siDisinC*— A— A')8in(f — A — t)siD(f^A' — 1)  i 


so  ist 


also 


810  5-9008(45^  —  5-«)**'ng)=8inifrtsin», 


28in 2  (i«±  o)«q8 g-  (n^^) 
34)    8109)  = 


sin  a^  ö  cos  (45^  —  «  0* 


w 


§.6. 

Wenn  man  die  Polbuhe  9  gefanden  hat,    so  erhält  man  die 
Stundenwinkel  o,  o'  mittelst  der  aus  11)  flieäsenden  Formeln: 

sinA — sin^sin^) 

eofiKD  s=  -" T — > 

cosocoso 

35)  l 

'  *  sinA^— sinJ'stno) 

coso'cosqp 

Aus  diesen  Formeln  ergiebt  sich  aber: 

^  .    1    '      ,  cos(J— cp) — sinA 

2  8IU  2  «>«=l-cos«=       ,j^e„,^       . 

2  8.D  j  «'«=1  -CO»»  =  — ^SiJ^^g^ . 

also  nach  einer  bekannten  Zerlegung: 

j  sin  1 450—  ^  (Ä+A— g>) )  cos  1 450— ^  («-A— 9)1 

sin  3"  M*  = * f 

2  CO8OCO89 

j  sin  1 430- 1  (d'+A'- v)  \  cos  |46o  -  ^  («'^A'-  <p) 


8inn'<D'*  = 


2  cosd'cos^ 

l  1 

Folglich,  weil  ^  <»    und    s-e»'  immer  zwischen  0  und  180^  liegen; 


sinl450-j(Ä+A-<)p)lcorf|450-i(Ä-A-y)) 
sin 


^•=v 


cosdcosm 
36} 

1 1 


i-V 


sin  j  45«— j(«'+A'-v)l  cw\W—^i'^k'-ft)\ 


«'"2""  -▼  cosi'coKp 

Auch  ist 

1                                co»(J  +  y)+8inA 
2«>« 2  "•=»+«»«»= cosJcosy ' 

o       *    /«_ij_         .      cos(y+y)+»iiiA. 
2co8  ^  »'•  =  1  +  cos«'  = — ^l^^g^        ' 


ai0#  nadi  einer  bekäBiiten  Zerlegnng^ 

I     "   «n|45«-i-(ir-A+g))jco8|45P-ir«  +  A  +  g.)t 

C08ä"H>^= — r .  •: — • r         ■  "  » 

»  ■  COSOCO89) 

co8ja,-= ^r;^ ; 

folglicb  »  . 

j  . .  /  8in  1 450  -  i  (*-A+g^)  1  cos  ( 45«—  \  («+Ä+g)) } 

ICOS  5"  o  =  4- Y  ' s , 


37) 


^  ^^8in|45"— 

cos 


2  ^  coso'cosg) 


wenn  man  die  obern  oder  untern  Zeichen  nimmt,  jenacbdem  lo, 
tt'  ^i^isebM  0  tind  \9SP  o4er2wlscben  180^  and  360»  li^en,  d.  fa. 
jenacbdem  die  Sterne  auf  der  westlicben  oder  ustHcben  Sielte  des 
Meridians  beobachtet  worden  sind,  was  also  aus  den  besonderen 
Umständen  der  fieobachtvngen  in  jedem  einzelnen  Falle  entschie- 
den werden  muss,  wozu  dmu  bei  wbklichen  Anwendungen  gewiss 
auch  immer  hinreichende  Data  haben  wird. 

Dass  man,  w^enn  man  die.  Stundenwinkel  kennt,  auch  den 
Stand  der  Uhr  bestimmen  kann,  weiss  Jeder  aus  den  Elementen 
der  Astronomie,  w$>  daH«  dies  biet*  nicht  weiter  «rlliatert  ta  vf^t* 
den  braaeht 


&.  7.  .'  i. 

Be^or  wir  zu  einer  anderen  Auflosung  unserer  Aufgabe  dber- 
flehen ,  wollen  wir  zuerst  die  Umstände  untersuchen ,  unter  denen 
die  Beobachtungen  am  vortheilhaftesten,  d.  h.  mi^  der  meisten 
Aussicht  auf  hinreichende  Genauigkeit  und  S<^faärfe  der  aus  den- 
selben  abzuleitenden  Resultate,  angestellt  werden.  ' , 

^  Die  Grundlage  (Ut  die  Auflösung  unserer  Aufgabe  bilden  die 
drei  Gleichungen: 

.  sinA  ^  sind  siwp-i-  coai  cos  o  costp , 

s»ttA'  =:;=8iiid'sinqp  -f  oosd<oesoi>'cosqp ; 

wobei  alle  Grossen  als  v5llig  fehlerfrei  angenommen  werden.  Nek- 
Theil  XIV.  2 


18 

« 

iiieo  wir  aber  die  Rectasceoaioneil  und :  DMKrfalioiieo  ahi'fehUft 
frei  an,  wozu  wir  bei  der  grossen  Genauigkeit  unserer  jetzig|en 
•Sternverzeicbnisse  •  und  astrononUacheo  ^afi^ln  wobl  berechtigt 
sind,  ond*  b^z^icbnen  die  Feiler  Von  Av^',  d,  cü,  »'.  *  respec- 
tive  durch  Bk,  bh'y  dB,  &co,  &a>%  89;  so  sind  die  ricMfcn  Glei- 
chungen : 

sin  (/i^dA)=sin^sin(^'f  Sgl)  -f  cos9cos((o-f  do>}cos(9>4-<'SP)> 
sin(A'-i-aA')==sind'sin(9+a9))+co8J'co6(fii/-fda/)cos(9)-|-Ml 


aus  denen ,  in  Verbindung  mit  dei^  drei  objgen  Gleichungen,  nach 
den  Regeln  der  Differentiali'echnuiig  sich  die  d^*^  folgenden  iSlei- 
chungen  ergeben :  . 


T^i 


8ß> — dfäf^hBt 

■      '        '  '         '    .  -     '  '  "'  =  ' 

cosA  dA= («in  Jcos^'— cosdcospsin^)^^) — cos^yico  cos^&}  Jl 

cosA'dA'=:  (sind'cos^i — cos^'cosco'sin^)^^ — cosd'sinffi'co^^do»' . 


Auä   diesen  drei  Gleichtmgen  efhilt  iten  .torch  ElinMVMitian  vor 

hm'  und  6fa'  die  Gleichung:  - 

(sin^coagg— cos^cosi»6iny)8y— jcpflA8A 
~  — ^sdsino) 


'M 


eosg»   <    ' 
(sin^V.Ojjg^cosydös(D'felD<p)8»— <io6A^A^ 


i*    » 


•        * 


"    .  '         ' 


Beteiohnto^wir  tiiHi^üie  AMimutb^  der  beldeh  beobachteten  fifteniii 
oder  des  einen  zwei  Mal  beobachteten  Sterns,  indem  wk  die«el« 
ben  von  Süden  an  durch  Westen  hindurch  von  0  bis  360^  zählen, 
durch  CD,  €1)';  so  haben  wir  nach  bekannten  Formeln  der  sphäri- 
schen Astronomie  (Archiv.  Tbl.  Vlil.  S.  90.)  die  folgenden  Glei- 
chungen : 


sin^  cösq>  — :  cosfcösot  slkia>  ±^— r  tahh  cp6{5 , 


.   . «  I   « 


t.: . 


und 

•  1.  ,t  .' 


!•  1"      '    I 


I' 


also  ist  nach  dem  Obigen 


eosAsinM^b«f^A4iti6;  ' 
cosd'sinno'zzcosA'sincS' ; 


•  »• 


^       cos(«)8y-f  8A'     cos5'8y  +  9A^ 


oder    < 


•(•I 


i-    . 


i.t 


m 


Ferner  ist  nach  dem  Obigen,   wie  man  leicbt  findet: 

dh= — cosc58qp.^^a}nQ  costpda. 


«   / 


.>  •.,!.    ?*'?rT*5?«*»'^«'7TP<i<'S??.9i^»' 


,<)  ff       l'  ^.' 


oder 


foldtcb';  tieÖB  roaii'dferi  öblten' Wirth  von  »i  ernfäTirt:  .      !''.'' 


coscd'         «.     "'""■  'cosiB'  ^      '    ,      cosSsincj' 


coscd'       -,  cosö       ^-    .    co8G>sin<d'  ^^  '^^ 

<5^«5'         «.  C08  9      ^^,         8iD6c0jB5^ 

••"     fS     A     '••\-    ■•   i   A 
also 

39) 

^''^  ""  ""sin(S-ö')coB9) ^^  "t ^n(ö.r-  öOpo^ T  ""  8in(ö  -öy ^^ 

L  ,  coso'  Q,  ,  cosa     ..  .*J,«;    fiinflcosfl^'.L^    . 

,  8in((0— q')co89>      '  äin(ü — qOcos^  »in(ö  —  «') 

1  • 
Ans  den  Formeln  38)  ^ifrd  3^;  namentlich  aber  zunächst  aus 
der  Formel  38)  in  ßetrett  der  Po(h5he,  sieht  man^  dass  man  die 
Beobachtungen  jederzeit  so  *  anstellen  jBfmß^s  dass  nicht^  nahe 
sin(Q — c;>0  =  0,  sondern  dass  vielmehr  möglichst  nahe  sin(o— €1)') 
=dbl  ist»  d.  h.  dass  der  absolute  Werth  der  Differenz  der  Azi- 
muthe  der  beiden  beobachteten  Sterne  oder  des  einen  zwei  Mal 
beobachteten  Sterns  möglichst  nahe  PO^  oder  370^  ist.  Dies  vor- 
ausgesetzt, erhellet  zttgieii^h  "fernem  ätis  den  .(Gleichungen  39)  In 
Betreff  der  Stundenwinkei-,  »dxtnE^^^ftwf  dieselben  die  FeUer  in  den 
gemessenen  Hohen  einen  desto  geringeren  Einfluss  ausüben,  je 
näher  coso=l,  «t.'k.  je4deiM^r~ifief  PothMie  ist;  unter  einer  sehr 
grossen  Polhohe,  wo  jmJi^  eesomO  ist,  kann  der  Einfluss  der 
Fehler  in  den  gemessenen  Honen  auf  die  Stundenwinkel  sehr 
bedeutend  werden. 

Ueberhaupt  li4t^ina»^oh  lal00<tdtel]ifaktilNAe  JRegfjl,  zu  mer- 
ken,   welche  als  eine  Ha^ipfasegel  für  die  erfolgreiche' Anwendung 

2* 


unserer  Avf||abe  aVur  BesHmnang  der  I*«lii6ke  #dor  der  fiMile  xa 
betrachten  ist,  dass  man  bei  den  Beobachtungen  die  Umstand« 
mit  aller  nar  muglicfaen  Sorgfalt  so  wählen  muss,  das«  der  abao* 
Inte  Werth  der  Azimuthe  der  beiden  beobachteten  Sterne  oder 
des  einen  zwei  Mai  beebaditeten  Sterns  mugiichst  nahe  90^  oder 
2700  beträgt.  - 


Wir  wollen  jetzt  unsere'  Aufgabe   auf  eine   andere  Art  wie 
vorher  aufzuiusen  suchen »  und  se^en  zu  dem  Ende 

40)    ^z=:m^o/,  Assi»*f  0'9 

,  •  > 
indem  wir  zugleich  *  bemerken,  dass  B  vermöge  der  Gleichnngeo 
1)  und  2)  eine  bekannte  Gross^  ist,   und  datier  die  beiden  Stem- 
denwinkel  cd,  a>'  gefunden  sein  werden,  >venn  man  Sl  zu  finden 
im  Stande  ist. 

Setzen  wir  nun  ferner 

^hi-i=iv,  A— d=2r; 
41) 

|A'+«'=2ti',  A'-a'=2c'; 

HO  ist 

und  folglich,   weil  bekanntlich 

r 

sinA — sin^sino? 
COSfl»  — j , 

j.     , ..       •  cospoosg»         .,1  , 

,  ,     Sinn' — ^smo'sino)      • 

co»i»'=-r*- — Ti "-^ 

eoso'cosip  t  . 


\h\\ 


sin(tt-fo)--7sin(ur— D)sui9      .i   . 


>  cos  CO    — ^  .  r      y  *v  *'  f  " 


I  .      :     CQm{^**^}Q,tiWp 


oder 


»'....,  ••  jr*.'    •  .1  •    ■        ■»  •     »il     1  •  »j 


<»  I 


r  I  •  I 


'       •_  siiitt  €öSf<l-rsiny)  +  flotosiae(l*feiity^ 


21 


,     iiin('G<Hn'(L-- «iiKi^H-  C08M'gini>*(l+8iDy) 
i(zen  wir  nim.  i 


ist 


*^       *-l +  81119' 


1 — ^a: 


•  I 


»,  ireil  dfttobof  :r,  l-f-^  und,   ila  fp  iHdit  grliflmr "als  90^  ist, 
f»  positiv  sind: 


2V^. 


44)    co89=j^; 

kut  >    ..      •        '  { 

'•"■'•■  »      ■•'    cböä   .  -  /.  • 

db  dem  Obigen  ist 

1  —  sincp'  ^  . 

eb«ü  4    ''  .  ^  +'«iis»  8liii> 


ginu'coM'  j^J +co8«W^ 

">W'*=,' ■    ..         ^      C08d  ' 

s 

jf8ii|tico6#=fcoiwi  »jpg  '  ' 

,     arsinw'^oso'  +  cosii^siw'  •      . 
*="«"  -        co8(a'-r').  V* 


*4    >'> 


4{2 


,       cosCii' — »0 


Folglich  ist  '  p;:iK  I   I 


(cosd  -{-coBto')  Vx  =  2cos  3-  (»  —  »')  cos  n«  («+»0 .  Vj: 


I"! 


•  •• 


bostfsino    .    costf'siDe' 


^  -f  ^^»/>.      ^^  + 


C08(tt  —  r)  ""    C08(tf' —  üO.' 


[SllltfCOSO         8iD«f4Qfep^"l 
cos(ti — r)  '  cos(tt' — ©')J 

(coso» — cosod'^V^ss— Äsfat^J  l(iD  — ,1»')  ;5in  «('*+*'•')•  '^'^ 


I  'j  ■,  ^i?  r — ■■- 


[sJPtt  coso      '  Hinti^cosp^n  "      cosusiDO        costf^sint^  , 

oder,  wenn  wir 

\>$  - 

^       sfm^oso       _.      sintc^cosv' 

OL  ==  "-r_"7 r »  in  =• 


45) 


C08(«-©)   '  C08(ll'— VO'  t^.,    rf, 


^ cpjtffsinp     ^^_^  cosic'siiio' 


seilen:  i^i  rr  «'iU^  nt  >!»  'f  u 

oaer  mir    i^d*»  f  •  1^'^r>^\  ,- 


«••-'.    l 


t 


2C0.  g4^4^«--„)T:.  *+-^-. 

COSs-V          COSo^ 
— 2sinqri^«4^tf^^-"i'iiHi>^.\   J?  + 1 — 

d.  i.,  weitii  wirSÜf  Kitrzi  wik;^^ '''^  * 


-.  ^». 


V  -  .|    . 


..!> 


4fS) 


,^1  = — nr~'  *i  = — i — * 


COIä'0 


sin  S--6 


,-,      iV+A>     „^   •  N—N' 


sfltsen: 


47) 


2«0*  jÄ ,  Vxsiilf, «  +  iVj , 


aus  vrelchen  swei  Gleiebiingen  die  bei4en  uobekannten  Grossen 
X  und  A  bestimmt  werden  mflsseo. 

Qoadrirt  man,   um  Q  cu  elhniniren»   die  beiden  Gleichungen 
47) ,  und  addirt  sie  dann  ag  einander,  so  erhält  man  die  Gleichung 


40?  =  (iin+iir/«)^  +  2(Jlfi2^,  +J!f,'ZVi'):r  +  Ai«+2Vi'» 


oder 


48)      (ilfH^W^'«)J:a+2(Ä^^+i^f,'^l^^2)a:  +  iVi«  +  iV,'«=0, 


und    löst  maiu  nun  diesv  ouadratischs,  Gleichung  auf  gewuhnliche 
Weise  auf,  so  ergiebt  lAcn: 


*.ll     M         '      1)  )' 


•    . 


I  ' 


.  I 


t;  .* 


■ 


.    w   >l   fl 


u 


§ 

II 


|8 

+ 


I 

+ 

H- 
< 

I 

„Öl 

I 
I 

*^ 

+ 

i 

I 


e 
• 


M 


ST 

S" 
X 
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II 


ID 


« 


I 

+ 

r 

H- 

r 

r 


3\ 


\ 
\ 


Hat  man  ac  gefuDden,  so  kennt  man  auch  9>»  weil  man 
43)  and  44)  die  F^ormeln 

hat. 

Bestimmt  man  V«^^  &o8  den  heiden  Gleichungen  47) »   so  4 
hält  man 


52)    Vx= 


Mi'Ni'-MiNi' 


2(^f|'cos|-  Sl  +  Ml  sin  ^  Sl) 


nnd  bestimmt  man  x  aus  denselben  Gleichangen,   so  ergiebt  sich 

83)    x= \ \ 


Also  hat  man  sur  Bestimmung  von  dl  die  Gleichung: 

(ilf,2Vi'-»j'iV,)« 


=— 4  (Ifisin  1^  A  +  Jtfi'cos^ßXiV^  sin  j  A -I- i^i' cos^  A) 


oder 


(MiNx'—Mi'Ni)*  (sin  ^-Ä»  +  cos  |  A«) 
=:-4(iVisio|^  A+ilfi'cos|^A)(i^sinj  A  +Ni'co^Si.) 


also 


(IfiiV,' -  Jir,'iVi)»(l + tangj  A«) 
= -  (Jfj' + Äi  tang  ^  A)  (iVi'+iV|  tang  J  A) . 

I 

d.  i.  nach  gehSriger  Entwickelung  die  Gleichung: 

54)      0=      |4iir,2f,+(JriAi'— Jri'2Vi)«|tangiA» 

+  4(Jlf,Ai'+Jlfi'JVi)tang  I A 
+  4Jfj'Ai'+ (Äfi/Vj'-JITj'iVi)«, 
oder 

86)    tang  jA»+  4i/^Äi+(j|^^jV;'-M'M)«     "^ä  ^ 
4i)f,2Vi+(Jlfii^,'-iir,'iVi)«  ' 

mittelst  welcher  Gleichung  tang  ö  A  bestimmt  werden  muss. 

LSst  man  aber  diese  Gleichung  auf  gewöhnliche  Weise  auf, 
so  erhllt  man  nach  einigen  leichten  Transformationen: 


«J  •■-•    I«'    «   •  . 


.  Il- 


t  >  «  •  J 


I»'  :..    t.. 


'l       .--'    /.    •     * 


(  :'.  ^4 


I  \ 


..Miu.! .    !  j 


•  >    -■ 


»     ^< 


'.  1 


I  ^ 


U. 

.^'  ■  ■■ 

IS 


V* 


.   ,      oj    , 


V.A  I 


( ^ 


»   . 


•  » ' 


II 1. 


\'^M^'    ' 


t 


^  I 


l 


I  iB 


I 


? 
9Q 


M 


>\,' . 


I 

•  .[•  M     \    \      i^<  t 


I 


. ) 


'Li 


I  I  . .'  •  ( 


«S 


•  I 


Fflr  di«  wirkliche  Anwendung  ist  diM»'**Wlig:4lreeM  AÄfU»- 
sang  nicht  geeignet    Jedoch  kann  man  auf  folgende  Art  zu  For- 


WiR-  Mh«|(,i«HM'\die>  fifffthUg  <^> 


-'\ 


gehabt,  d^sid^Nfifif  die  Form 
bnngeD  läset.    Setzen  wir  nwn         i' 


57)    taDgP=*^,tangQ=2^; 
rfaenreUebae  GTei^ihnnft:'. 


so  wird  die  vorfaergeltebäe  GTeiiihnDft: 

•       >  • «         •         -  - 

•-'- ,_.. •■■■.•■■'»  I '    . 

d.  L  nach  einer  hehannten  genloaietrfeehew Formel: 

"  1 
und  folglich        "-  .  -.u^in  .u)  i  I      " 

co«(P+a-^)=-c<w(/^-«)-^^^^^*r^co.PKwQ.    1- 


oder  '^  (,    ^V)-4o»«,>iii<    ' 


(P|.Q_Ä)=-4i<i(*^».«)^-  Mi'lSy'  (^,  -  ^)*  cobPcosQ 


oder  i    r  . 

'        U'         >    ^  •     •    •     '       •     .    ' 

mittelst  weleii^  Fpitiieln  f2  leichrti^lif^^^  wetdeii' fauiD. 

Nach  53)  ist  r        .       ,  ,-    . 


0 


'    1-   -JV'       t 

.  ' -  1 \**        I      I  .     l   V 

also  ^'  Y^  .:  -    •  /..\>  ^,'  7.\M  —\\'.  V  , 


U  !• 


»,"•>•  I 


1    -.   ■  i 


1^  -    -  .  .      ,  -    "     •  C{'>    .   ••.!  ;  .     /  * 


j^     l  +  cotQcotj  <^' 


*     l-ftaDgPtaog^:^  i»i|o|n1  b„r. 

d.  i.  *    .  .     .    '       '   /    \,     .  '*'■      vO-     i.".. »--    i»..,o  p\^r(r> 

59)     i-=iL-gL . '-  -  -^^     -^  ■  Z 

»     8ln«C08(P— j  Ä) 


f        X 


» 


Nach  52)  ist 


.  '  -      A|  ..y  -.^ZW  If'i 


•  •:  ♦  • 


also 


d.  i. 


Var= f .  — 2. ^ 

2tp«^  A     l-f'tangiPtang^  A 

iVi'  cotPtangQ— 1 

= j  , 

2siii  5-  A     cotPcot  2  «^  +  1 


■  ;•     ;♦ 


**"*«  ■  io«(P-iÄ) 


Auch  ist 


^"      '  ■   ;^^    ■■«■■■-  '  '<* 

*  +^    (iifi-Ai)8in I Ä  +  (ilfl'-^^lOco8 J a 

ifi(8iii2'A-hcotPco8^A)4i^(ftiii^A+oot<^os^sa>: 


d.  i. 


4r,#lnÖco«(i»-.  jÄ)  +  JViflinl?ß»s<«-T:  jÄ) 

M)     ifia9D= ; j— . — : ^^- — ■ s — 

»,8inQcos(P— j  Ä)  — iVjsinPtos«?— jÄ) 

und  setzt  man  also 


m 


A,8iDPco.(Q-|Ä) 

68)    tang«=,i: . — , 

,-   Af,*8ioQco8(l?— .jÄ) 


80  ist 


also 


•  -iV 


•  t 


63)    aifc9=;»ang(4Ö0-Ä), 


'* 


1  +8109  "•  1  +  tang(45«-iO  ' 

'-   ^anfe(4S«'^|i^)*:ü  tätig«- 

64)    tang(45o •^^q>)  =  V  taug R  * 


und  folglich 


oder  nach  dem  Obige^ 


auch 


I 
66)    täiig(45<> 


t  4  '  /         ^i8inPco8(Q—  j  Ä 

65)     tang(45«-^9),;p:%/    ^ j 

^  ^'  üfi8iaöco8(P-5Ä) 


1  ¥    C'  »■ 


»".1 


V 


Wenp  man  Sl  mittelst  einer  dpr  beiden  Forfneln  68)     nSm- 

lich  mllt^lat  4jner  flöt  jbeid^.lfoüb^.ia,     Vi    »  r    .    .    .. 

••  •  •■ 

=-co»(P-Q)-JlfiiVi  28inP8inQ 

berechnet ,  ^  hatsUfth  Vfcöh  j  l^olgeikles  in )  Mni^Hbeii; 

Bezeichne  wir  den  kleinsten  posf  tiven  Bogen ,  desseh  Cosmns 

-  -co.(P-Q)-ilf.'A.'.^^2  ,   „       , 


od«r  ...  -    y   l  sM  '^ 


ist,  darch   ü,  so  ist,    wenn  k  eine  beliebige/  poisffittt  odei"  negpa- 
tive  ganze  Zahl  bezeichnet,  bekanntlich 


also 


Ä  =  /*+QTÜ— 2Ä«. 


Weil  nun  aber 


ist,  so   ist  ^     I  I  ".    i  '  »      ,        .^-  ^ 

0<i2<49c, 
also  nach  dem  Vorhergehenden 

1  *    • 

folglich  i  »    .  i  '  ^  I   v     •; 

und  hieraus 

Aus 


;'>i'i'.i 


l»'|!> 


II  ••I    !••. 


...  ^ 

ergeben  sich  zwei  um  die  Einheit  versdiiedenev  Wvorthe  von  k, 
welche  wir  di^ah  ,ilt  .A 4 il., bezeichnend  wollen;  und  eben  so  erge- 
ben sich  aus 

P+Q+ü   c,.^^P±Q±V 

1^ ^-2sA< ^ 

zwei  um  die  Einheit  TCrschiedene  Wertbe  'Von  k,  welche  wir 
durch  fi,  fi-f  1  bezeichnen  wollen.  ALso  habesi  wi^  üadh  dem  Obi- 
gen für  Sl  die  folgenden  ^er'  W^rthd: 


^       ^P+Q-  17-2(X  +  I)jr 


und 


aa 

^=    P+«+P-2(^+l)«. 


I)>««^m  entsprechend  ist: 


und 


ferner 


und 


folglich 


1       -l^iP-Q+üy-hM 


'*-'!«=  II 


k(P-Q+V)-\-(Hl)ic 


1        i^iP-^Q-f^+i^' 


P-^si=,^ 


j(P-e-ü)+(f*+i)«; 


(^(Q-P+f/)+(i+l)« 


.  f 

«.r      l  ♦ 


1    >      ^(Q-P-ü)^n 


.(-l)^.co8j(P-Q+r7) 
f  (— 1)  A+ 1.  CO«  i  (^-0+ «7) 


und  ;     •  I  **'  '  f 

ferner 


t    I 


und 
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COB«?-iÄ)=J  ^ 

((~l)*f ».  cos  j  (Ö-P+  IT) 


j-  (— I)/..C08s-(Q-P-r) 

C08(Q-5-Ä)=  ^ 


Folglich  ist  nach  60) 


^     ^      2sin&  i 

M     ^         28inQ  1    „  - 


' » 


und 


\ 


co8s-(P-Q-l7) 

cosi(P-Q-ü) 

Sowohl  die  bdden  ersten,  als  auch  die  beiden  letzten  Werthe 
von  Vj?  haben  entgegengesetzte  Vorzeichen.  Nun  ist  aber  im 
Ubigen  Va:  immer  als  positiv  betrachtet  worden,  und  man  hat 
naher  hierin  offenbar  ein  sicheres  Kriterium,  ob  man  &—1,  oder 
*=A+I,  und  ob  man  k=n  oder  Asft  +  l,  d.  h.  ob  man' '  ' 

oder 

Qnd  ob  man 

oder 

a=P  +  Q+  17— 2(f4+l)« 
Theil  XIV.  s 


u 

f 

setzen  soll,  so  dass  man  also  für  Ä  immer  nur  zwei  Werthc  er- 
hält, wie  es  die  Natni*  der  Aufgabe  erfordert.  Als  ein&cfae  Keecl 
hat  n^an  sich  zu  merken ,  dass  man  von  den  vier  Werthen,  welche 
Ä  nach  dem  Obigen  haben  kann»  jeierzeit  die  beiden  zu  nebmeo 
hat,  welche  für 

_         Ni  sio(P-Q) 

^'^  — ""26inÖ*         .«      1  m 

cos(P —  2  ^) 

__JV  sin(P— q)  _ 

2co8Q  '         /o      ^  o^ 

cosCf — 2  ^^ 

•  • 

positive  Werthe  liefern. 

Nadi  dem  Vorbergebenden  i«t,   wie  mu  leicht  findet,  immer 

coe  (Q  -^Sl)      *08  j  (Q-P  +  V) 

=  — 1 


oder 


«08  (P-  iß)      cos  g^  (P-  <?  +  0) 


cos  (P  -  |ä)  "~  cos  2  (P-  <;^- 1^) ' 


also 


cos (Q - |ä)      cos  liQ-P±  U) 
co8(P-  |ä)  ~  co85-(P-  e*  17) 

* 

und  folgli<;b  nach  66): 


1           4    /  Äi'«MPcosä(Q-P±  ü) 

67)    taiig(45«-ö9)=%/ 1 

W  iVi  'cos  Qcos  I  (P-Q  j:  €/) 

oder  nach  65): 


1           4    /    '    JVislnPcosi(Q-P±ü) 
68)    tang(450-^y)  =  %/    _ ± 

Jlf,  sinQcos  J(P-Odb  ü) 
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wo,  wie  wir  imuton,    V  den  kleissteB  pemtiTeo  Bogen  beseidi' 
«et,  welcher  der  Gleichang 

«9)     co.ü=:-cos(P-Q)-M,'N,'^^ 

genOgt.    Bei  der  Bestimniung  von  o  mittelst  der  Gleichung  67) 
oder  68)  kann  keine  Zweideutigkeit  bleiben,  da  offenbar 

0<45O-iy<90O, 
d.  h.  45^ — K-^  immer  im  ereten  Quadranten  zu  nehmen  tat 


i.  9. 

Annähernde  oder  indirecte  AuflCeangen  unserer  Auljpibe  las- 
sen sich  mehrere  finden;  auf  der  See  wird  jedoch  meistens  die 
Methode  von  Douwes  gebraucht,  weshalb  es  sich  derMfihe  ver- 
lohnen wird,  diese  Methode  hier,  jedoch  in  verallgemeinerter  Ge- 
stalt, weil  das  Verfahren  von  Uouwe«  nur  för  das  Problem  in 
seiner  einfacheren  Gestalt  gilt,  ausfuhrlich  zu  entwickeln,  was 
um  80  nuthieer  sein  dürfte,  weil  die  gewöhnlichen  Entwickelun- 
gen  dieser  Methode,  wie  es  mir  scheint,  keine  ganz  deutliche 
Einsicht  in  das  eigentliche  Wesen  derselben  gewähren. 

Wir  wollen  daher  jetzt  annehmen «  dass  op,  o,  m'  nur  Nähe- 
rungswerthe  der  Polhohe  und  der  beiden  Stundenwinkel  seien, 
una  wollen  die  genauen  Werthe  dieser  Elemente  durch  q>-^  ^tp, 
Gt-i-Jm,  oo'-l- z/od'  bezeicbneii.  Dann  haben  wir  nach  11)  die  bei- 
den Gleichungen : 

!  sinA — sinfein(y  +  zf  y) 

^    •       ^  cosdco8(9'f-z/gp) 

^     '        '    '    coso' cos(9>4-^9) 
oder,  wenn  wir  der  Kurze  wegen 

71)    (<p)  =  9+-^g>,  (€a)  =  io+J(o,  ((o')  =  a'  +  Jw' 
setzen,   die  beiden 


,  .      einA— 8indsin(0) 

^    1  «1»*'-— i«*'riiKy) 


3» 
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Entwiekeln  wir  nun  die  GrÖMen  auf  den  rechten  Seiten  dieser 
Gleichungen  nach  den  Potenzen  von  dq>  und  bieihoi  bei  den 
ersten  Potenzen  von  Jg>  steheo«  so  erhalteo  wir  zuerst: 

sinA — sinfeiny «—  sinfepsy^^y 

^  ^  ""       cosdcosy — cos^siny^fy       ' 


-      sinA' — siny  sioy —sipd^cosy^y , 

'  eosd'cosy — cosd'sloy^y 


also  femer 


€08(«)  = 

(sioA  ~  sin  Jsiny — sinJcosy^y)  (cos^  cosy  -|-  cos^siny/^y) 
(cosdcosy-*cosdsiny^y)  (cosdcosy-t-eos^siny^^y) 

cos(ooO= 
(sinA^— siny siny — ^sin^ cosy  ^y)  (cosd^cosy + cos^ siny^iy)  . 
(cosd'cosy  —  cosd'siny^y)  (cosJ'cosy  -f  cosd'siny  zf y ) 

d^  i.,   wenn  wir  immer  bei  den  ersten  Potenzen  ?on  ^y  stehen 
bleiben: 

,  .         sinA — sinfciny 

COS(O))  =     ' ' T 

^  '  cosocoey 

sinfcosy^—  8iny(8rnA~sinfeiny) 

cosdcosy*  ^* 

,    „  sinA' — sind'siny 

cos(a>0  =    Yi ' 

^    '  cosdxosy 


sbJ^cosy^ — sinyCsinA^— fiin^^siny) 

cosJ'cosy^  ^'* 

alsOy  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt: 

!,  .      sinA— siofciny      sin^— sinAsiny  ^ 
cos(i»)  = 1 ^ j 5-^  AtD  , 
cosocosy                cosocosy^        ^' 
,   ^      sinÄ' — ^sinA'siny       sinJ'^sinA'siny  ^ 
^    '           cosd'cosy                coäd'cosy*         ^ 

Hieraus  erhält  man  femer  leicht: 

co8((K))— co8(wO  = — 2sin  2*  \{my^m') )  sin  g^  { (») + («')  \ 

_  sinAcosd' — sinAf cosd — sin(d— j^  siny 

cosdoosd'cos^ 

sin(j— y)^(siaAoosd^— <>inA^cosd)siny 

cesdcped'cos^*  ^' 
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1  1 

co8(»)  +  co8(»0  =2c«g  ^\(»)-(t»')\eo8^{(mH  (»0  \ 

""  cosdcosJ'cos^ 

8iD(J-f  <0  — (8\nhco»8*-\-amhfcoBS)  «iny  ^ 

Nach  40)  ist  aber 

(i»)^(»0=», 

wo  0  BAch  den  Gleichangen  1)  und  2)  eine  bekannte  Grusae  iat; 
also  werden  die  beiden  vorhergehenden  Gieichjangeo: 

.   1  «r  X  .  y  #v»         ainAcosÄ'— sinA'cosi— 8in(Ä— ÄOrfn» 
sinj{(<»)+(a')l= ;— I ^ 

Scoedcoad'siD  q  Scos^ 

8iD(d— ^^"-(siDAcosd^ — 8iDA'co84)8in9 

+ J ^9> 

icoaicoBt'eiu's'Sco9i9^ 

i  'i/  \i/  AI        aiDAcoaÄ'+sinÄ'coai— sinCÄ+'O^u'y 
8in^{(o9)-|-(fl0;i=   j 

,2c08dC0SJ'C08ö-  6CO89 

8in(d-|- j')— (c'inAcoB^'-l-sinA'coa^afai^  - 
' 1 ^9\ 

^oadcoad^coB  ^  9co89* 

oder,  wenn  man  die  GrSasen  auf  den  linken  Seiten  der  Gleich- 
heitazeichen  nach  Potenzen  wonJm+Jm'  entwickelt,  und  bei  den 
ersten  Potenzen  dieser  Grosse  stehen  bleibt: 

sin  2  (»+«0  +  2  ^®*  2  («+«')  •  (^«  +^«0 

rinAcosd^  —  sinA^cosJ — aiü(i—8^a\n<p 

ScosAcosd'sin  -x  Ocos^ 


1 1 


,  8in(d — 4')  —  (sinAcosX' — sinA^cos^sina   . 
+  i '""" ^' 


itcosJcosd'sin  5-  Ocos^* 


3g 

r=     j 

j ^y. 

Legt  man  nun  der  Rechnung  einen  bekannten  Näherangswerth 
der  Pothuhe  zum  Grunde,  den  %vir  wie  bisher  durch  j  bezeichnen 
wollen,  und  beetinimt  die  P^Sbernngswettiie  o,  tJ  dme  beiden 
Stondenwlnkel  mittelst  der  beiden  6lelch«DgeD: 

.1,    .    ,^         sinAcos^'— sinÄ'cosd— 8in(*— dO«»nf . 

8*0  2^"  +  "'^'= 1 ^ —  * 

Scos  J  coad'sin  3-  9co8  7 

80  ist,  weil  die  richtige  Gleiehnng 

(»)— (»0  =  (oo + ^») — (»'  +  Ja*) = tt-— oZ-i-^a»— ^cd'=:6 
Ut, 

also  nach  dem  Vorhergehenden:  . 

75)     Ja = Jm'  ^  ''^"«-^^-(«"^«»^'-«fa'A'co'^t''»  j^ 

Haa  lEßniite  mit  demselben  Grade  der  Genaalgkeit  aiacii  »,  •' 
mittelst  der  Gleichungen 

76\     <       1  /     .     ,x      sinÄcosÄ'+sinA'cosd— sln(Ä+*0«n» 
'"^      JCOS5-(Q}  +  0»')  = 1 ^— ^ — ^— -^ 

[  Scosfcesd^cos  q  ^  ^^ 

bestimmen,  und  hfitte  dann  nach  .dem  Vorhergehenden: 

m      j4    —  >^  ' sin(^-t-^9 — (8inAco8J^-f8inA^co83)8fny 

2cosdco8A^co8  ^  6  sin  ^  (n+myiOB^^ 

Die  erste  Methode  ist  jedoch  In  dem  Ffdie,  wenn  8=:6'  taU 
ihrer  grosseren  Einfachheit  wegen  vorzuziehen,  weil  in  diesem 
Falle  das  Glied  sin(^— dQ  verschwindet,    und  wird  daher  im  Fol- 

S enden  vorzugsweise  in's  Auge  gefasst  werden.    Bei  der  zweiten 
lethode  verschwindet  nämlicn  in  dem  in  Rede  stehenden  Falle 
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iMM  Glied  8iD(a+tfO  nicht,  weshalb  dieseihe  in  diesem  Falle  nicht 
so  einfache  and  zur  Rechnung  bequeme  Ausdrücke  wie  die  erste 
Methode  liefert»  was  sich  weiter  unten  deutlich  zeisen  wird.  In 
dem  alleemeinen  Falle,  wenn  nicht  d=8'  ist,  würde  keiner  der 
beiden  Methoden  ein  besonderer  Vorzug  vor  der  anderen  zu- 
kommen. 

Femer  ist  nach  72) 

I          /  \— o  •   ^  /  .^     cos{g— (y))  —  sin* 
l-cos(c»)=2sm  j(«)*= ^^fc^,(y) . 


nod 


«bo 


1-C08(»')=2.u.  j(«0«=         co«a'co«(y) 


1.       /  iv     «       1,  ,«^  cos  {«'+(90  )  +  »>»*'. 


COS  [8  —  (9}  )=sioA + Scosff cos(9)  ^^^  o  (»>)*• 
cos^'-(9)|  =sinA'  +2cos«'cos(9)siD  j  ((»')• 


und 


1 

cos  I  d  4-  (9)  i  =7=  ^  einA  -f-  2cosdcos(9>)  cos  3-  («)*, 

1 

cos  i  ^ + (9)  |=— sinA'  4-  2cosd'cos(9>)cos  ^cdO^  ; 

▼on  welchen  vier  Gleichuneen  wir  aber  letzt  der  Kfirze  wegen 
nur  die  erste  etwas  weiter  betrachten  wollen. 

Entwickeln  wir  nSmlich  die  rechte  Seite  der  ersten  dieser 
▼ier  Gleichungen  nach  Potenzen  von  Jm  und  J(p ,  und  bleiben 
bei  den  die  ersten  Potenzen  von  Jn  und  Jip  enthaltenden  Glie- 
dern stehen,  so  erhalten  wir 

cos  I  d— (9) )  =    sin  A  -|-  Scosdcosy  sin  ^  afl 

+  coaScoBipsma^m — Scosdsiny  sin  ^  aflJip , 

und  wenn  wir  nun  för  Jn  seinen  Werth  aus  75)  einRihren,    so 
ergiebt  sich: 
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oder  anch,  wie  man  mittelst  einiger  TranefonDationeD  leicht  findet: 
80)    coet^ — (9)}=8inA-f Seoedeoe^Bin o  ^ 

%\Xk{ji^V)%\VL  g-  CO  C0S9* 


linAcos^' — ^sinA'coed — 8ln(d— 'dOsing» 

•2co8d8in  2  »  ^  g.^  1  ^,     >  Afp 

sin(d— dp— (sioAcoBd^ — siny  co8d)8iny 2 

'^einAcoad'— -slnA^QOsd — ah](d— dOaiDO)'      1    "] 

Weil  aber 

00«  1  d — (9)  I = cos(d— 9)  rf  6io(d— 9)  Afp 
ist»  80  ist  auch  ' 

81)    co8(d— 9)— sinA— 2eo8dco898in  s-  «• 

8in(d — y) 

1      ' 
Scoadsin^iD 

1  ]  8in(d— d')8in  ^  o  CO89* 

2  j""  ainAcoad'— sinA'coad— siD(d — d^ainy  ^     ^ 

ein-«' 
«in(d — dp— (ainAcosd'— siDA^co8d)8iny^ 2^ 

'  ainAcosd'— ainA'cosd— «in(d— dOaincp       l,    ,  Jv 

co82(aH-«0^ 

Auch  ist  nach  79),  wie  man  mittelst  einiger  einfachen  Trans« 
formationen  leicht  finaet: 


i       1-  .  .  *' 


if    •  I 
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Für  ts:i\   d.  h.  wenn  man  einen  und  denselben  Stern 
Mal  beobachtet  hat,  werden  alle  obigen  Formeln  nngenes] 
einfacher. 


Die  Formeln  74),  ans  denen  cd,  a' 
werden  in  diesem  Falle: 


werden  mi 


83) 


CO  —  «'  =  8, 

,  ,   1  ,     .     ,,  sinA'-sin* 

ein  2  («  +  «  )  = 


Scosisins-  Ocoa^ 


oder 


AS 

^j     ]        ^                      sin  |(A'-Ä)co8j  (*'  +  *) 
'8in2-(»+»0= — I 

Die  Formel  80)  wird: 

86)    C4Mi2^(9»)l 

.1.1. 

CO82  (»  +  »') 
und  die  Gleichoog  81)  wird: 

86)  co8(tf  ^9)— sinA— 2co8%089>siii  ^  io> 

1                                      B\tk  ^  asin^  n' \ 
8in(*— 9)— 2c08Äs1d9 j ?  j^fp; 
eo8^  («+©')/ 

oder,  wie  man  hieraas  leicht  findet: 

87)  co8(d— 9)  — 8inA-^2co8Jco898in 2  ^* 

810(^-1-  q>)  Bin  2  OSID  2  »'  — 8ill(Ä—  9)  C08  2  «CO8  2  »' 
_ , j ^ ^(p ; 

co82'(fli»  +  «0 

oder  auch 

1 

88)      C08(d— 9>-*8falA--9c08fc0898i0  2  »* 

€08^8109 C08 j  (a^a*)'^eiin8eo»fcon  j  (w  +  »0 

w. j J^; 

oder 
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89)    co8(tf — 9) — sioA— 2costf CO89  na  5-  cd"- 

!                                   cos  g^<  »*—»')  1 
«lud  cwf  —  cotfS  Bin^ j ^>  ^9 . 

Also  Ut: 

co8(4— 9)— sin  A  -^  2cöBdeo8Q>  sio  a-  «• 
90)  J^=^^ j 2 

sm(d-.y)>-acos<si>ff  «'Pä"^'° 2  "' 

1 

COSö-  (»  +  »') 

2  cos(Ä — 9)  ^sinA— 2cosf  cos^siit  n-eoi* 

=  cos  j  (0,^0)0  j j ^ 

sm(d*f  9)Biog^(9siD^»'^-siii(d--^)co^oicos2»' 

1 

1'.                         *    COS(J— 9»)— sInA— 2008*80898103- «• 
=  CO82((»+00 j— 


cosdsio7  cos  2"  (qi — 0/)— siDdcos9  cos  i<«+ »0 


cos(d — 9) — siiiA— 2co8doos98in  5  eo* 


cos  2  CD — »0 

8iBdco89  —  co8<f  siüg)  - — y  • 

Endlich  ist  nach  75): 

• 

M)    2^01=^/0)'= (sittA^— sin*)sln9 ^ 

2costf  sin  ^  Ocos  j  (o>  +  aOco89* 

^  8ln5^(A'^*)c#sJ(A'+Ä)si«9 
=  j j —-^9, 

cosdsjn  ^Ocoss*  (0+00^089' . 
oder  nach  84): 

92)    ^4M>=^o'= lang  5-  (w  +  «0  taog9^9 . 

Wie  man  sich  nun  der  vorhergehenden  Formeln  zur  Auflö- 
sung unserer  Aufgabe  zu  bedienen  hat,  wollen  wir  jetzt  bloss  in 
dem  Falle  zeigen ,    wenn  S=:d'  ist,   weil  daraus  dann  von  selbst 
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hervorffehen  wird»  wie  manaldi  ia-d^iB  allgemeioeren  Falle»  wenn 
nicht  Sz=z6'  ist,  ni  verhalten  bat. 

Mit  einem  genäherten  Werthe  9  der  Polbohe  berechnet  man 
mitteist  der  Formeln  83)  oder  84)  die  genäherten  Werthe  o»  n* 
der  Stundenwinicel ;  datfn  «nebt  man  die  Verbeaaening  Jtp  der 
Polbohe   mittelst  der  Formeln  90)»    und  hierauf  die  Verbesserun- 

§eo  ^m^S'Jm'  der  Stunden wibkel  mittelat  der  Formel  92)»  und 
ndet  auf  diese  Weise  die  zweiten  Mäberungswerthe  ^+J^p 
n-^-^m,  üof -{■  Jm'  der  Polhohe  und  der  Stundenwinkel.  Dass 
man  dann  ganz  auf  dieselbe  Weise  von  diesen  zweiten  Näherungs- 
wertben  aui-  dritten  Näherangswertben  n.  s.  w.  übergeben  kann» 
▼ersteht  sich  von  selbst  und  bedarf  hier  keinet  weiteren  Er- 
läntemng.  ... 

So  wie  so  eben  gezeigt  worden  ist»  welches  nach  meiner 
Meinung  das  allein  wirklich  richtige  Verfahren  sein  dürfte»  ver- 
fthrt  man  aber  bei  der  Methode  von  Doiiwes  nicht»  sondern  auf 
folgende  Art. 

Dabei  hat  man  zuerst  und  vor  allen  Dingen  als  eine  Haupt- 
bedingung bei  dieser  Hetbode,  durch  deren  £)rfiillung  derselben 
allein  ein  einisermasseo  glücklicher  Erfolg  gesichert  werden  kann» 
zu  merken,  oass  die  eine  Hube  des  beobachteten  Sterns»  etwa 
die  oben  durch  h  bezeichnete  Hube  desselben»  so  nahe  wie  irseod 
möglich  bei  dem  Durchgange  dieses  Sterns  durch  den  Meridian 
genommen  werden  rouss»  wobei  es  sich  dann  nach  $.  7.  ferner 
ganz  von  selbst  versteht»  dass  die  andere  oben  durch  h'  bezeich- 
nete Hr»be  so  nahe  wie  muglich  bei  einem  Azimuth  des  Sterns 
von  90^  oder  270^  genommen  werden  muas,  welche  Regehi  maii 
bei  der  Anwendung  der  Methode  von  Douwes  hauptsächlich 
beobachten  und  in  keinem  Falle  aus  den  Augen  verlieren  darf. 

Dies,  vorausgesetzt»  berechnet  man  nun  aus  der  genäherten 
Polhuhe  7  zuerst  die  genäherten  Stundenwinkel  od»  uf  mittelst  der 
Formeln 

•    1  /     I    A            sinA'— sinA 
"12  («+«0= -^ 1 


2cosd8ioA  OCOS9 


oder 


j  smJ^(A'-A)cosj(*'  +  A) 

sin  2  («+»')= j ; 

oosdsin  j  StoBtp 

«»der  auch,  was  ganz  dasselbe  ist»  mittelst  der  Formeln 


4S 

•'—«SS«, 

j                  siDj(*-^co«j(A  +  *0 
»Idj((»'+«)=  1 

wo  Dar  S  jctst  in  einer  etwas  andern  Bedeotimg  wie 
nommen  worden  ist,   was  aber  gan<  veratattet  iat,  wie 
eriieilen  wird. 

Weii  man  nan,  was  nie  an  Terceaaen  iat,  aaniaimt, 
eine  HObe  A  dea  Sterna   aebr   nane   bei  dem  Dni 
Sterns  durch   den  Meridian  genomnien  worden  iat,   ao  istU 
Formel  85),  nfimlicb  in  der  Formel 


I 

cost«— (9)}  I 


I  ams-o»singO 

=ain  A+2coaJcoa9)  sin  3*  «*+ 2  eoadsinigp        |  J^, 

eo82(«  +  »0 

da    sin  ^10  der  Nall  sebr  nabe  kommt»  nnd,  wenn  man  die 

Hube  hf  sehr  nahe  bei  einem  Aztmutb  ron  90^  oder  270^ 

men  hat,  co&^^a-i-a')  immer,  wie  leicht  erbeHet,  eine  v< 

meriLliGb  verschiedene  Grosse  sein  wird,  der  abaohte  Wei 
Gliedea 


sin^oisinatt' 


2cosdsio9 1 

cos  5-  ( to-t-a') 

jederzeit  sehr  Iclein,   so  dass    man  dieses  Glied    in  der 
Formel  vernachlässigen,  nnd  ohne  merlLlicben  Fehler 

cos  { i^if)  ] = sinA4-2cosdcoS9sin  5-  ai* 

setzen,    mittelst  dieser  Formel  also  unmittelbar  den  zweite 
berungswerth  (9)=  9-1-/^9  der  Polhohe  berechnen  kann, 
aber  auf  diese  Weise  J9  gefunden,    so  kann  mann  fenwf' 
wozu  übrigens  Douwes,   der  sein  Hauptaugenmerk  auf 
Stimmung  der  PoibObe  oder  der  Breite  richtet,   eine 
Anleitung  nicht  ertheilt,  die  Correctionen  Jn:=:^m*  der  St 
Winkel  sebr  leicht  miltelst  der  Formel 
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:hneD.  Wie  nuthig  es,  wend  die  Methode  yonDouires  eioen 
ermaßen  glücklichen  Erfolg  Tersprechen  soll,  Ist,  dase  die 
iD  Hubeo  A ,  h'  nach  der  ooen  gegebenen  Anweisung  genom- 
irerden,  wird  aus  «der  obigen  Darstellung  mit  hinreidiender 
licbkeit  heryorgehen. 

)ou  wes  hat  seine  Methode  zuerst  in  dem  ersten  Bande  der  Ab* 
.  der  Gesellsch.  d«  Wissenschaften  sn  Harlem*)  bel^annt  gemacht, 
le  ist  auf  der  See  aHgeiiein  in  Gebrauch  und  findet  sich  in 
Lehrbüchern  der  Schifffabrtskunde,  weshalb  wohl  auch  zu* 
D  das  ganze  Problem  die  Aufgabe  von  Douwes  genannt 

obgleich ,  wie  In  §.  1.  gezeigt  worden  ist,  keineswegs  Don- 
der  erste  Erfinder  der  Aufgabe  ist,  sondern  nur  zuerst  eine 
m  praktischen  Gebrauch  zweckmässige  Aulldsung  derselben 
•en  bat  Hauptsächlich  bekannt  scheint  aber  die  Methode 
Douwes  zuerst  durch  den  Beweis  geworden  zu  sein,  wel^ 
för  dieselbe  Pemberton  in  einer  in  den  Philosophical 
sactions.   Vol.  LI.   Part  II.  1760.  p.  910.   unter  dem 

Some  Considerations   on   a  late  Treatise  iotitu- 

Anew  Set  of  Loßorithmic  Solar  Tables  etc.  intended 
i  more   commodious  Method   of  finding  the  Lati- 

at  Sea,  by  Two  Observations  of  the  Sun;  by 
mberton ,  M.  D,  R,  5.  Lond.  et  R*  A.  ßerol.  S.  erschie- 

Abhandlung  gegeben  hat. 

^ODwes  hat  die  Anwendung  seiner  Methode  durch  Tafeln 
htert,  die  man  z.  B.  in  den  Tables  requisite  to  be 
i^ith  the  nautical  ephemeris  for  finding  the  latl*- 
and  longitude  at  sea.  il  edition.  p.  58. — p.  80.,  wor- 
h  mich  hier  beziehen  will,  findet.*^  um  die  Eittrichtong 
eo  Gebrauch  dieser  Tafeln  einigermassen  zu  erläutern,  stelle 
lie  obigen  Formeln,  indem  man  sich  nur  erinnert,  dass  im 
iden  o>— oy  immer  den  Wertb  S  hat,  unter  der  Form 

I 

fcio  5-  (a'+G>)  =  8ecdsec9>(sinA«— sinA')cosec  ^  (»'—») , 

2sin  rt  «* 
cos{d^(y)(=sinA  +    3^^^gecy    ' 

mter  der  Form 


H.  t.  die Uebersetsang  Toii  Kästner.    TheÜ  I.  AUenbnrg. 

S.  87. 
)   Man  findet  dieie  oder  Ibnlicbe  Tafeln  aber  auch  in  den  mei- 
chifffahrtflehrbächern,    %•  B.   in   dem  schon   in  §•  1.  angeführten 

Ton  Bobrik.  ThL  IIL  Tai.  LXL   und   in    andern  bekannten 
■  diMcr  Art 
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=  (log8ec6-f-log8ec9)  -|-log(8iiiA— 8iBA0~l~l^gco8ec  ^i^^"^)* 

1 

dar«  Die  Summe  logeec^-f  logeecq)  hebst  Log.  ratio, 
logcosecW  (oo' —  cd)    beis8t    Log.     half    elapsed    tlme, 

log.2sio2  (o' +  tt>)    wird    Log.    middle    time    genaopt,    und 

log.2siny  afl  heisst  Log«  rising.    Ffir  die  In  Zmt  ausgedrOck- 

ten  Stundenwinkel  enthalten  die  Tafeln  von  Douwes  eine  Tafel 
fflr  Log.  half  elapsed  time  von  O"  bis  5«. 50%  eine  Tafel  (Qi 
Log.  middle  time  ebenfalls  von  0"  bis  5".5(H»  und  eine  Tafel 
für  Log.  risingfiir  8  Stunden  von  10  zu  10  Secunden.  Der 
Halbmesser  ist  lOOOüO.  Die  Argumente  der  Tafeln  sind  respective 

5-((»' — flo),  ^(o>'+<o),  »in  Zeit    Man  berechne  nun  mittelst  der 

gewöhnlichen  trigonometrischen  Tafeln  Log«  ratio,  siehe  deo 
naturlichen  sinA'  von  dem  natürlichen  suiA  ab  und  schlage 
log(sinA — 'siiiA')  in  der  Losaritbmeotafel  auf,  nehme  Lo^.  half 
elapsed  time  aus  den  Tafeln  von  Douwes»  und  addire  die 
auf  diese  Weise  erhaltenen  Zahlen  ausammen,  so  ist  nach  dem 
Obigen  die  Summe  Log.  middle  time«  Mit  diesem  Log. 
middle  time   gehe   man  in  die  betreffende  Tafel  von  Douwes 

ein ,  und  nehme  aus  derselben  »  (»'  -h  ^)»    worauf  es ,    da    man 

auch  q(oi'  —  (a)  keniit,  leicht  ist,  cozu  berechnen.    Hierauf  nehme 

man  aus  der  betreffenden  Tafel  von  Douw.es  den  entsprechen- 
den Log.  rising,  ziehe  davon  Loe.  ratio  ab,  und  scnlage  zu 
dem  durch  diese  Differenz    dargestellten  Logarithmus   in  der  Lo- 

farithmentafel  die  zugehörige  Zahl  auf,  welche  man  hierauf  zu 
em  natürlichen  sinA  addirt,  welches  den  natürlichen  cos(d — {ip)\ 
giebt,  woraus  man  dann  leicht  d  — (9),  und  hieraus  den  gesuch- 
ten zweiten  Nftherungswerth  (q>)  der  Pol  höhe  berechnen  kann. 
Es  war  hier  nur  meine  Absicht,  die Einrichtunt?  und  den  Gebrauch 
der  Tafeln  von  Douwes,  die  man  in  den  meisten  nautischeB  Ta- 
feln in  grösserer  oder  geringerer  Ausführlichkeit  findet,  im  All- 
gemeinen kennen  zu  lehren,  indem  ich  wegen  des  Näheren  auf 
die  Tafeln  selbst  zu  verweisen  mich  begnügen  muss,  da  ausf3hr- 
liebere  Auseinandersetzungen  an  diesem  Orte  zu  weit  führen 
würden. 
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i.  10. 

Auch  aaf  folgende  Art  kann  man  unsere  Aufgabe  nihenings- 
weiae  autloaen. 

Bekanntlich  haben  wir  die  irei  folgenden  Gleichungen: 

^   ^       sinA — 8in^8in(a>4-^0) 
^     ■        ^  cosocos{q>-f-dq)) 

I       I  • 

,„r„,  .  ^^     sinA'  —amd'ainjtp  +  Jtp)  . 
cos(»  +^««0-      cosJ'co.(9»+z/9)       * 

also,  wie  man  leicht  mittelat  des  Taylor'schen  Lehrsatzes  findet, 
indem  man  bei  Gliedern,  die  ^9,  ^00,  Jm'  nur  in  der  ersten  Po- 
tenz enthalten,  stehen  bleibt:* 

J^  —  ^oi'=r  9  —  w  +  «', 

^       sinA— «indsino»      alnd — sinAsino   ^ 

cos«— smi»^©:=±-' j — - — ^ 5 b — ^op, 

COSOCOS9  CO8OCO89'        ^ 

.     ,  .  ,    sinA' — sind'sincp      sind^— sinA'sino  ^ 
COSO  COS9  coso'cos^'         ^ 

Bestimmt  man  nun  o>,  co'  mittelst  der  Formeln: 

^^'  sinA— sind  sin9  ,     sinA' —  sind'sin« . 

93)    coaoc:"-  ^j,:.jiii^_ —  »  cosw^sa        J^^±f^^^^'  '  '  » 


cosdcos^      '  cosd'eos^ 

oder  mittelst  der  Formeln: 
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1 ._  1 


j        W8iDl460-^(«+A-,))co8|460-g-(a-A-»)J 
84)  I 


,  ^/  sin|460— J(d'+Ä'-y))cosl450 -  |(j^_A'-.y), 

sturro/: 


2  ^  cosd'cosy 


so  ist 
ThcU  XIV 


Gosdsincccos^*     ^  * 
95)     " 

W«U  onn  naob  93) 

sinA  =  sin^siD^  -f  CO0JCQ8CDGO99 » 

8iDA'=8ind'8iD7  -f  C08d'C080/C089 

ist,  80  ist 


Binö  —  8iiiA8io9S=co89(8in2co87**CO8dc08aMiNi^), 
BinS'  ^  8inA'siD9>  =co69(sind'co89— C08iI'C08o'8iD9) ; 

also  nach  95): 

^io'=(tangi'coseG(o'— ^oto/tang^)  ^9 « 

Fuhrt  man  aber  diese  Werthe  von  da,  4»'  10  die  Gleichuog 

i/«-— ii«'sr  6  —  I»  ^  o' 
ein,  80  erhält  man: 

^      ^    (tangocosecco— cotcotang^)  —  (taogd'coseco»'—  eot«/  taog  9) 

t 

Wenn  man  also  filr  einen  genäherten  Werth  9  der  Polhuhe  mit- 
telst der  Formeln  94)  die  genäherten  W^th«  i^  0»'  der  Stunden- 
Winkel  berechnet  hat»  so  berechne  man  die  nulfiaigrössea  G,  G 
mittelst  der  Formeln: 

iG  =  tang^coseco — cototmng^', 
C=  tangd'coseco' — cotc/  tang^ ; 
dann  ist 

^       j^ltt  =  G-^9, 
\dm'=G'd9*, 

oder 


100)     ;^<o « c?    ^Zg'-  ' 

Nach  97)  ist  aocli 

oder 

'        ^     taogdsin  «'  —  tangd'mnco-f'  «n(«>  —  w')  tang^  * 
Für  ^=5^  ist 


103)     J  — (6—0)  +  oOsiDfljsino' 

6Jn(o)  — o>Otangf  —  (siiio)*— siDo/jtaDgd 


oder 


104)    ^y= = (e^jo+mOatoiagiD»»^ 


1  i  ] 

2  siD  2"  (w— «')  <  CO«  5<o>^fl»9t8iig9  —  COS j  (o+o^)  tangd  | 

Die  Formeln  98)  und  99)  oder  100)  scheinen   mir  aker  die 
bequemsten  zu  sein. 


5 11. 

Wir  wollen  uns  jetzt  zwei  in  einem  gewissen  Punkte  O  sich 
schneidende  gerade  Lioien  MN,  M*N'  denken.  Die  Theile  O^^ 
OM'  dieser  Linien  wollen  wir  als  ihre  positiven  Theile,  die  Theile 
ON9  ON'  derselben  als  ihre  neeativen  Tfieile  annehmen,  so  dasa 
alle  Ton  O  aus  auf  OM9  OM^  absescbnlttenen  Linien  als  positiv^ 
dagegen  alle  von  O  aus  auf  ON9  ON'  abgeschnittenen  Linien 
als  negativ  betrachtet  werden.  Den  mit  Om  von  09f  einge« 
schlossenen,  von  OM  an  nach  einer  gewissen  Seite  Mn  ton  0 
bis  360^  gezählten  Winkel  bezeichnen  wir  durch  or,  und  nehmen 
auf  jeder  der  beiden  Linien  MN  und  M'N'  zwei  beliebige  Punkte 
A^  jB  und  A',  B'  an,  deren  nach  dem  Vorhergehenden  gehörie 
als  positiv  oder  negativ  betrachtete  Abstände  von  dem  Punkte  ö 
respective  durch  a,  6  und  m^  b*  bezeichnet  werden  soVen.  Nun 
wetten  wir  Mber  den  Lioteo  AB  und  A'B  2\ä  Durphrnessem  zwei 
Kreise  beschreiben,    und  uns  die  Aufgabe  stellen,  aus  den  als 
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gegeben  betrachteten  Grueseti  «  and  «,  6;  a\  V  die  DarcbechDitU* 
punkte  dieser  beiden  Kreise  zn  bestimmen. 

Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  die  Halbmesser  dieser  beiden 
Kreise  durch  r,  r'»  und  nehmen  Ojlf»  flir  O  als  Anfang  der 
Coordinaten ,  als  den  positiven  Theii  der  Axe  der  x  eines  recht- 
winlcligen  Coordinatensyslems  der  xy^  und.  den  positiven  Theii 
der  Axe  der  y  so  an«  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Winlcel  (:ry)  hin- 
durch zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  nach 
derselben  Seite  bin  bewegen  muss.  nach  weicher  man  sich  be- 
wegt, wenn  man  von  der  Liioie  OM  an  den  Winkel  a  darchlfinft 
Dann  sind  oSenbar  a,0;  6,0  die  Coordinaten  der  Punkte  A^  B, 
und,  wie  mittelst  einer  einfachen  Betrachtung  sogleich  erhellen 
wird,  in  völliger  Allgemeinheit  oleosa,  a'sina;  ft'cosa,  6'sitta  die 
Coordinaten  der  Punkte  A\  B\    Weil  nun  nach  den  Lehren  der 

analytischen  Geometrie    o(a-f&),  0    und    7(0'  +  ß')  cosa, 

1 

2  {a' -{-b^Biaa  die  Coordinaten  der  Blittelpunkte  der  beiden  Kreise 

sind,  so  sind 

106) 

die  Gleichungen  dieser  beiden  Kreise.  Ffir  xr=.a,  <y=0  und  flir 
x=afeoBtt,  y=a'naa  erhält  man  aus  der  ersten  und' zweiten  Glei- 
dmng  respectiTe: 

r«=:lo-i(o+6))». 


r'»=|a'— 5  (o'+6')  }*cog«H(  a'-  j  («'  +  60 1 '  •«•"«•i 


d.i. 


106)    r»  =  j(«^)«  r«=j-(«'-60»;' 


oad  die  Gieichnngeo  der  beiden  Kreise  sind  als«: 

t«  -  f  («+*)  I* +»*~  J  (a  -  *)». 
107) 

i  a- — j(«' +6')cos«  J«  4- 1  y—  5<a'-f6')«««wl*= j  («'-  *0* 


S3 

ins  diesen  beiden  Gleichimgen  niiiss  man  mittelst  algebraischer 
natioo  x,y  bestimmen,  um  die  Coordinaten  der  Durch- 
ttsponkte  der  beiden  Kreise  m  erhalten. 

ii  dem  Ende  bringe  man  die  beiden  Gleicbangen  zuerst  auf 
•rm: 

r^ + y*  —  (0*+ 60  (arcosa+ysina)  =-.0'*' ; 

fhilt  man  durch  Subtraction: 

B)     U  +  6— (a'+6')co8a  U— (a'+67y8ina= oft  —  a'6'. 


„^               c6-a'6'-|a+Ä— (a<+60cos«)a: 
"*^    9=- (ü'-^t^Bma : 

lan  diesen  Werth  von  y  in  die  erste  der  beiden  Gleichun« 
ij  ein,  ao  erhält  man  nach  einigen  leichten  Rednctionen 
Stimmung    von   x   ile    folgende    Gleichung    des    zweiten 

111) 

Xc^-I-  6^+2fl6) — 2(af+b%ab  -a^60cosi»-<a4-6)(tt^+ feQ^so^ 
(0+6)«— 2(a+6)(a'+^)coaa+(a'+6')» 

^  (a+6)*-^2(a+6)(tt'+6')cosa+(a'+60* 

H  nun  diese  quadratische  Gleichung  auf  gewohnliche  Art 

erhält  man  nach  einieen  zwar  etwas  weitläufigen,   sonst 

sfieswegs  schwierigen  Transformatiooen»   wenn  der  Kurse 


=  (fl+6)«*+6'*+2a6) 
^2(a'+Ä0  (ab^a'b')coaa 
-(o  +  6)(af  +  60*cos«*,  ,  .,      . 

+ 4(0+6)  (a' 4  60  («*  +  ft'*Ocos« 

+ 2 1 2(oW  +  a'^b'^  —  (o« + 6*)  (a'«  +  6'«)  |  cos«« 

-4(0+6)  (a'+ 60(ö6  +  a'60  cosa» 

+  (a+6}V+60*co»«* 
=  (fl  +  6)«  +  (a'  +  6')«  -  2(a  +  6)  (a' + 60cos« 

Wird : 
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116)     XS& jfw ' — 


Ffihrt  man  aber  id  die  Grossen  F  nnd  G  ttr  cosci^  and  cos«* 
die  gleich  geltenden  Ausdriidce  l-^-sIno*  und  l*^2irinii^-fBina* 
ein,  80  erhält  man  nach  einigen  leichten  Transformationefiy  wenn 
der  Kürze  wegen 

114)  .€?'=— 4|(a6+a'60*+flft(a'*+6'*)  +  «'*'(a«  +  WJ 
+  4(0 + 6)  (o'  +  60  (a6+  a'bOcosa 
+  (a+b)\af+b  fBlnt^ 

+  4(a + 6)  (af  +  60  (ab  +  a'60cosa 
+  (a+6)«(a'+6')*8ina« 

= —4{  (a6  +  ö'60*  +  (oii' + 660  (o^  1- tf'A) » 
+  4(a  +  6)  (flf  +40  («* + a'öOcosa 

+{«+6)«(«'+60%itt«^  . 

gesetzt  wird: 

IF=:2(a6-a'60 1  a+6-K<r+60GO8a  | + (a-f  6)(ä'+6')S8ini^, 
G^G'm€fl, 
H=^(a+b)*+(^^b')*'^i(u^)(^+V}coMa; 

also  nach  113) : 

Well  ab«r,  wie  man  Mcbl  indet; 

— 4(aa'  +  660  («*'  +  a'6)+ («i+6)«(a'+60«=(a-6)V-^0* 

ist,  so  kann  man  die  Grösse  G'  offenbar  auch  auf  folgende  AH 
ansdrflcken: 

117)    G'=(ii-6)V-60*-l2(a6+a'60--(a+6)(a'+60cosa)« 


und  behalten  wir  diesen  Ausdruck  von  G*  In  den  folgenden  For- 
meln bei,  so  wird,  wie  man  leidil  foAet: 

118)    a?= 

2(a6~g^60  \  g-f  6— (q^+60cosg}+(a^+60sintt  |(a+6)(a^-|-60sinai:VG^ 
2|(o+6)«-  2(a+6)  (o'+  60  cosa  +  (a'+60*) 

Führt  man  endlich  diesen  Ausdnick  von  x  in  den  aus  dem  Obi- 
gen bekannten  Ausdruck 


55 

•in,  so  erhält  man  fllr  die  Coordinaten  der  DurebschDittspnnkte 
der  beiden  Kreise  dii^  folgenden  Ansdrflcke,  in  denen  die  obem 
ond  nntem  Zeichen  sidh  auf  einander  bezieben : 

119)    a^ 
2{(a+6)*-2(a+A;(o'+67co8a+(a'+6')*l  * 

) 

0  (o'-t-60aina-{<H-6— (a^4-60coacr)  {(a^-bXaf+bQslm^vG'l . 
2l(a+6)«-2(a+6)(o'+60«<»«+(o'+*0*T 


^Bb-a'b 


oder,  wenn  wb  der  Kflne  w^ea 


120)    X=(a-f6)(a'-|-60si>u<dkVG' 


setsen 


^  ^ftg  .♦!»♦«<««■  «      «  ^»»A^fc— .«1— Mg— ^■^— ^— »1^ II  Hill  I  >  ,1^— ^— .^n— — — ^^ 

I  *         2l(fl+6)"-2(a+6)(«'+60co8«+(o'+^0"}     ' 

I  2(a&— o'flO  (a'+60Bing-;  Jg{a-f  »-(««'-WcoM 

y—        2{{a+6)*— aCo+iXa'+^Qcoso  +  ca'+ftO'l 

Bezeichnen  wir  die  EDtfemungen  der  DtirchaehDittBpiinkte  der 
beiden  Kreise  von  dem  Punkte  O  Oberhaupt  durch  R,  »o  nt 

also,  wie  man  mittelst  des  Obigen  leicht  findet: 

19i\    p-  ^  4/'4(^-<«'60*-|-U«»-K)(tt'+608inadb  VG^ 
'  2  f  n(5+^^^^2^+^(54;6Örö«rf(i^+S^ 


oder 


^^  2  Y  (of6)«-2(a+6)(«'+6')cos«+(a'+6')* 

Entwickelt  man  aber  das  Quadrat 

Ka + 6)  (af  +  ftOsina  ±  VG'  }* 
gehörig y  so  erhält  man  auch,  wenn  der  KQrxe  wegen 
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124)     L=  (ao'-6Ä0*+(«*'-fi|i0*- 

+ 2  (o+6)  (a'+i^Xod+a'ÄOcos« 

-(a+6)«(a'+&0*cos«*  ,    . 

— I  o6  +  o'6' — (o+6)  (a' + ftO  cos«  I« 

=  (aa'— 660« +(««+«'«)  (6*+ ft-«) 
;.  ••      -|d6+«^6'»-(a+*)(«»'+A0<»««J*  ;     r^* 

s=  (a6'-6o0«  +  (a>+6'«)(a'*  +  6«) 
-  J  o6+a'6'-(a+6)  (o'+ÖOcosa }« 

-  I  •         .•       ■:■'--  •  ■    •         .■•..■•. 

gesetzt  wird:     . 

*^^  "~lf  2 1  (a+6)«— 2(a+6)(o'+6')co»o+ (o'+Jo^ 


r 


Wenn  wir  die  Linie  OJIT,  für  O  als  Anfang  der  Coordinaten,  ab 
den  positiven  Theil  der  Axe  der  x'  eines  rechtwinkligen  Coordi- 
natensystems  der  3^y\  und  den  positiven  Theil  der  Axe  der  ^ 
so  annehmen»  dass  maa  sich,  um*  vp^iv nl^ni  positiven  Theiie  der 
Axe  der  xf  durch  den  rechten  Winkel  (^^  hindurch  xu  flem  positi- 
ven Theile  der  Axe  der  y'  zu  gelangen»  nach  derselben  SeiU  hin 
bewegen  muss«  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  nin  von 
dem  positiven  Theile  der  Axe  defr  ar  durch  oen  rechten  Winkel 
{xy)  ninduich  zu  dem  positiven  Theile  dier  Axe  der  ^  zu  gelan- 
ffen;  so  Ist  bekanntlich  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlang  der 
Coordiiiaten'  in: 'völliger  AUgemeinheU:  .    . 

*  * 

:r = OJ'cosa — y'sina , 
y  =::  ar'sina  -f-  ^cosa ; 

also 

^r^Tza  ^rcosa+ysin«, 
jf^^— t^asiott-l-yco*« . 

Lässt  man  nun,  so  wie  vorher  Xt  y,  auch  x*,  y'  den  Dtiirdi* 
Schnittspunkten  der  beiden  Kreise  entsprechen,  so  erhSit  man 
mittelst  der  beiden  vorhergehenden  Formeln  nnd  mittelst  121) 
leicht:  '       ' 

'  2(a6— g^&OI  a^+fe^-(ii+6)cos«}— j:(fl-f>6>stBg 

i*  ""  2Ua+6)a— 2(a+6)(a'+Ä0cosa+(a'+60*l      ' 

126)     { 

f  ,  2(a6~a^60  (n +6)8ina  +  Jg|a^+y — (a+6)cosg! 
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Setzen  wir  f  ! 


80  ist  '.'    *  -^   .       '  '=  »> 


!»*•«  •  «  » 


r-  äS • 

und  8etxeD<'^wir:  ' 


129) 

SO  wt  ' 


131) 

'»= 571 ■ 


^      • 


/  * 


lar 


1        > 


f.  12.  'r.  j  A 

Mit  Rficksicht  auf  $.  8.  wollen  wir  onn  im  yorhergeh^^^W 
Paragraphen,  unter  der  VoranssetzuDg»  daas  9  positiy  sei,  was 
anzunehmen  offenbar  imnMf  yer^tattet  sein  wird. 


»        » 


und 

■ 


I   • 


so  wie 


«'=toog5f909-*0+<fl0»-A0)=cotJ(A'+a') 


SS 

4'=ta»gJl(9O»-ai-(90«-*')|=l»gj(*'-f) 

selzea;  so  ist  nach  {.8. 

a=cotii,  6=taiig*;  a'scottt',  6:=tiingv'.  1 

Folglicb  ist 


coBHcosc+smuwBc       cotK-ftsagv      a-t^'' 

coguaing 1 <ft  . 

cosHGon  +  siDtiaini)      tingii+coto"  a+4' 


gosu'cosd'  H-  s>Du'  s'no'      cöhF+tongö'      a'+A"' 

cosK'aiin)'  ,  1 .  g'y 

—  Gosu'COM'+Biira'aiti«'      GägT+cöto  ~  ■*-**' ' 


Hieran«  «fgiebt  sich 


"±"-J+!*o'+6'  (0+4)  (o'+«      ' 


(a'+y)+(o-H) 


{o+SXo'+iOcoaj« 
^  _ot(ir'+tO+a't'(»+4). 
(a-f6)(a'-+6')«oa2a 
(o'+fr)-(n+6) 


*,•  = 


(»ftXa'-Wsinj« 

at(a'+40-a'*'(n+4) 
(0+*)(<H*)itoj. 


S9 

4 

Also  iflt 


SnI.  «irt  4.  ( fn^4'fk^^{n4Jk^\^Btkti  i-<irS 


(a+4)«  (o'+AO^ßini  ««  cos  g^  a« 


d«  Ly  wie  man  leicht  Andet: 


und  folglich  flach  115): 


*■>* 


***+*!'•= i 1 

(o+4)»(aHft0^in  J««co«g  «• 


Ferner  ist 
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d.  i.  nach  114): 

(AT,  Nt'-  i^fI'^,)•+  4(Mi  Ni +Mi'Ni'- 1) 
G'  

Ffihrt  man  nan  die  Torhergeheoden  Aosdrflck*  tob 

ÜTi'+Äi'«,  -(JlfiiVi+Jlfi'iV|'-2), 

(iiriiV,'-iifi'2Vi)*+4(jir,JVi+jiri'2Vi'-i)        j 

in  den  Aiisdrack  60)  der  in  §.  8.  darch  x  bezeichneteii  Gftoe  i 
80  erhält  man  nach  einer  ganz  leichten  Transformatioii:  | 

^dbCa  +  AXo'-f  AOnnaVG' 

'- TS 

oder 


I 


d?=: 


2 {(«  +  6)« — 2 (a + 6) ^a' + ÄO  cöso+Co^  +  AÖ^ • 
also  nach  125} 

Weil  aber  nach  42) 
*  =r+iiH|  =  lTi55KF^     tang(46o^2'^)«==t«Bg.^(90^^ 


ist,  so  ist 


tang(46O-|sp)=tangj(00o_y)=Ä 


wo  R  bekanntlich  zwei  Werthe  hat 


Durch  einen  beliebigen  Punkt  O  ziehe  man  zwei  Lioieo 
und  M'N'  80^  da88  mit  dem  Theile  OM  von  MN^  vrelcheo 
al8  den  positiven  Theil  von  MN  annimmt,  der  Th^U   OH 
M'N\  welchen   man  als  den  positiven  Theil  von  M'N'  aonin 
den  im  Vorhergehenden  dnrch  8  bezeichneten  Winkel  einscbiit 
wobei  wir,  was  offenbar  immer  verstattet  ist,  annehmen  woJ 
dass  6   positiv  sei.     Hierauf  trage   man  mit  Hülfe   einer  1i 
der  natürlichen  Taneenten  nach  einem  gewissen  Maassstabe  ' 
O  aus  auf  MN  die  Tangenten  der  Häiaen  von  (90^  — d)-f  (90^- 
und   (900— d)  — (90O-.A),  «uf  M'N'  die  Tangenten   der  "" 


•3 

TM  (9P^>--«0^^(<|0*--^A0  wnA  <9(y>~*)— (W>-.AO  auf.  indem 
mm»  dieM  Tai^epten«  Jenachdem  sie  positiv  oder  negativ  sind, 
von  O  aus  auf  d^n  posifiveh  oder  negativea  Tbeilen  der  Linien 
MN  und  M'N'  abschneidet.  Sind  dann  A,ß  die  Endpunkte  fiff: 
anf  der  Linie  MN  von  O  aus  abseschnittenen  Stücke,  und  A',JS' 
die  Endpniifit»  d^r  auf  deriLi^ie  </V^^-  von  O  aus  abgeschnittenen 
Stucke  i  sa  i^s^h^eibe  man  über  den  Linien  AB  und  A*B'  als 
Dnrchm^ss^m  zwei  Kreise;  und  messe  die  Entfernungen  der  bei- 
den Darchschnittspunkte  dieser  Kreise  von  dem  Punkte  O  nach 
demselben  Maassstabe,  nach  welchem  man  die  Tansenten  auf  die 
Linien  MN  und  itf'iV^  aufgetragen  hat;  diese  Entfernungen  sind 
die  Tangenten  der  halben  Complemente  der  beiden  Wertbe  der 
Polhohe,  d.  h.  der  halben  Ergänzungen  der  beiden  Wertbe  der 
Polhohe  zn  90^,  und  wenn  man  also  in  der  Tafel  der  natürlichen 
Tangenten  zu  diesen  Taneenten  die  entsprechenden  Winkel  auf- 
sucht, so  erhält  man  die  halben  Complemente  der  Polhohe,  aus 
denen  man  dann  auch  die  Polhohe  oaer  Breite  leicht  selbst  be- 
rechnen kann. 

In  der  in  J.  9.  angeführten  Abhandlung  von  Pemberton 
wird  die  obig<^  bemerkenstverthe  C<»istruction  auf  p.  92L  ganz 
ohne  Beweis  mitgetheilt,  aber  eingeschränkt  auf  den  Fall,  wenn 
ein  und  derselbe  Stern  zwei  Mal  beobachtet  worden  ist.  Oie  Er- 
findung derselben  wird  Coli  ins  zugeschrieben,  und,  indem  auf 
dessen  Mariner's  Piain  Scale  new  planed.  Book  IIL  ,p. 
35.  verwiesen  wird,  bemerkt,  dass  sie  mittelst  der  Principien  der 
stereographischen  Projection  gefunden  worden  sei.  Die  von  mir 
im  Obigen  gegebene  aniilytiscne  Darstellung  zeigt  zugleich,  dass 
diese  nach^  meiner  Meinung  sehr  bemerkenswerthe  Construction 
durchaus  nicht  auf  den  Fall,  wenn  ein  und  derselbe  Stern  zwei 
Mal  beobachtet  worden  ist,  eingeschränkt  ist^  sondern  ganz  all- 
gemein auch  in  d^m  FaUe>  wenn  zwei  beliebige  Sterne  beobachtet 
worden  sind,  welcher  unserem  Probleme  jedenfalls  einen  sehr 
grossen  Theil  seines  Werthes  verleihet,  gilt.  Eis  scheint  mir 
wunschenswerth  zu  sein,  dass  für  diese  so  verallgemeinerte  Goostriio^' 
tion  auch  ein  geometrischer  Beweis  gegeben  werde,  etwa  mit 
Hülfe  der  stereograpMsehen  Projection,  die  nach  dem,  was  vor- 
her bemerkt  worden  ist.  Coli  ins,  dessen  oben  angefahrte  Schrift 
ich  nicht  habe  zu  sehen  bekommen  können,  angewandt  haben  soll. 

Nach  47)  haben  wir  nun  die  beiden  Gleichungen: 

2  cos  5  .S2 .  vx= ilf^  2* -|- ZV| , 


«I     '    » t 


— 2sin|  Ä.v«=  Mi'x  +  N^'; 


also 


tang^Ä=— ^gr^qp^, 
nnd  folglich  nach  dem  Obigen,  wie  man  leieht  findet: 


61 


II 


oder 


1 1 


l^a  +  Ä        tt'  +  6' 


a  +  b  ^   af  +  b' 


Ulier 


und  fletete  maD  abo 


80  wfire 


tangs  Ä=— cot  g  #tang{45«—  *) 


W«il  am  aber  nach  dem  Obigen 

I 

L±ia+b)(a'  +  b')HinaVG' 
^— 2|(a+6)*-2(a  +  6)(a'+frOco8a  +  (a'+Ä')«> 

ist  9  80  findet  man  mittelst  leichter  Rechnang^: 


f       t 


also 


ab  +  x={a+b) — — :^g , 

* 

a'o'  +  x={a  +0') ^^^ — g^B » 


a6+a;       FJrCa'  +  ftOgingyg 


Bewid^Mi  wWJeM  afb<>  dte  Coocdinaten  &m  Durcbschnitta- 
piMte  der  lieldeö  Kreise  in  den  beiden  im  «i>r1iergebeDden  Pt^ 
ngraphen  aDgenommenen  CoordiDatensystemen  durch  Jf,  F  und 
X%  F;  eo  ieC  näeh  128):  i 

ab+x      y  ä'b'+x      «. 
folglich  nach  dem  Obigen 


1  J—  X'       1 


und  bieraua»  weil 


I                   tang5  AJ:tang  58 
tanggCflie)« f—^ 2^ 

TtangjÄtang^e 


1 


■», 


iet,  wie  man  aittelat  leichter  Reebnuag  findet: 

tangg(a+ö)=— ^^^U^^— =-cot©+^co8ec8, 

tangg(Ä— ©)=:— — Jf^ein^      =cote— •^coaec©; 
also,  weil 


iat: 


tangoiss — j^^i   ^ — =— cot6+  ^coaecA; 
tang»  =r X'Btne     —  co^^—ycosecö; 


oder 


Die  Grossen  X,  X'  sind  die  mit  ihren  gehörigen  Zeichen  ge« 
nemmenen  Eatfemungen  der*  Fnsspunlite  der  von  den  Doreh- 
schnittspunkte»  der  beiden  Kreise  auf  die  Linien  MN  und  M'N' 

Theil  XIT.  S 


H 

gefiiiltea  PerpepMUM  foa  den  iPaokle  O,  and  kgnjyjü  «l^o  im- 
mer leicht  coDstruIrt  upd  mit  einem  M^aosstabe  gemesseit  werden. 
tLU  man  aber  diese  £ntfernungeA  auf  die  aogeg^eDe  Welae  avt 
der  Zeichnung  entnommen ,  so  kann  mao  Sl  Mebg  leicht  mittelst 
der  Formel 

tang^Ä=2— j-^-j7  cot^e 
berechnen.    Uebrigens  aber  erhellet  aoch  ans  den  Formeln 

tang(90o^iD)=^,_^^^^-g, 

tang  («' -  90O)  =  j— 5^^^ , 

dassman  die  Winkel  90O— o  und  (»'--90<^  selbst  sehr  leicht  dnrcb 
Construction  finden  kann,  wenn  man  die  Fusspunkte  der  In  Rede 
stehenden  Perpendikel«  Bit  Jeden  der  beiden  Durcbschnittspankte 
der  beiden  Kreise  einzeln  genommen»  durch  gerade  Linien  mit 
einander  verbindet»  und: dl»  Winkel  betrachtet»  iM«k:he  diese  ^ 
raden  Linien  mit  den  beiden  geraden  Linien  MN  und  M'N'  eio- 
schliessen.  So  elegant  diese  C^nstriietion  auch  iat  •  so  scheint  es 
doch  nicht  nuthig  zu  sein,  hier  rdoksiehtlich  derselben  noch  wei- 
ter in's  Einzelne  einzugehen  und  sie  noch  weiter  zu  erläutern, 
weil  auch  selbst  in  der  Praxis»  #enn  man  überhaupt  von  dieser 
Construction  praktischen  Gebrauch  machen  will»  die  gar  keine 
Schwierigkeit  darbietende  Rechnung  nach  der  Formel 

tang  2  Ä=- yjrx7  ««*3  ^ ' 

wenn  man  nun  erst  X  «nd  X'  durch  Messung  mit  einem  Haass- 
stabe aus  der  Zeichnung  entnommen  hat,  am  meisten  zu  empfeh- 
len sein  dflrfte. 


§.  13. 

Um  die  Anwendung  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Me- 
thoden zur  Auflösung  unserer  Aufgabe  an  erläutern»  wollen  wir 
jetzt  das  folgende  Beispiel  berechnen. 

Zu  Gottingen  ward 

1809.  Mai  17. 

beobachtet : 

«Bootis:    <m16^  8«25*,  A=50o.  3'.38',70; 

«Aquilae:  <'==16.  37.   49.    Ä'=33.  33.    0.00; 

die  Riike  h  ward  auf  der  Westseite»  die  Höbe  h'  aitf  der  Ost- 
sette  des  Meridian^i  genommen*  Als  Reotasceesiotten  und  Decfi« 
natieneo  der  beobachteten  Sterne  woHeii  wk  amiaimen: 


fl> 


.a*«s2y&.  VSt.  n,  50;  S'=i  8.  aST.  35y45. 
E«  ist'aUo'ln  die«eni  Falle: 


'     » 


Vss       16.  37.   49  ä!^    S96.  22,  17,60 

1'-'^=       —  St£^   24       «— «'ä—  83.  37.  32,62 

I5(e-I')  =  —   7.  Mv    0  15(<^0=—    7,  21.    0,00 

e^      76.  16.  22,63 

Um  dieses  Beispiel  nach  ^r  in  §.  4.  entivickeiten  Methode 
EU  berechnen,  haben  wir  die  folgenden  Formeln: 

cot  % = cot4 cos  S I  cot x'  v:zcQiS'  cos  6 ; 

.    -      sinÄ'siD(y— i)       ,    .,       sind8in(2 — ö') 
sinSr= r~5 ^,  8m£'= ^-^ -; 

sin  s  =  sin  |  oßtdj^.S)  ;t^sin{'  cot  (%  -  d') ; 
cos  9  sin  A'  sin  |       cos  d'  sin  A  sin  £' 


für 


Bm9:= 

2  cos  d  cos  A' sind 


^  *i»  >  »^ 


cos  i* 


■x^»^ 


cost* 


cost* 


V  siniäi|(«-A— *')sii(«— Ä-  Ö8»n(j-A'--0, 


'I 


A4A'  +  i. 


Es  ist  nun: 

log  cos  0: 

log  cot  tf: 
log  cot  x^ 

X' 

x-v. 

logsinA'= 
log  sin  (X'  —  i)  = 

log  sin  2"= 
log  sin  1= 

logcot(2'— i)  = 
log  sin  t= 


.  ••»- 


:  9,37S9l^lß 

:  10,43406» 

:  9,8099443 

:67».  v.n*fi% 

'■  8.  22.  36,4S 
:48.  46.  4^07 

:  9,1633924 

:  9,3047784    .] 
18,4681706 

8,7461'^ 

10,6861996 ' 
9.4323446 


<   <         •    ' 


iogcotx': 

s 

.  _  to^sini} 
.    log8in(x— 4') 

...  .1 

;  ,>gsinx 
,      .,     logsinl' 

logcotCj;— dO 
lossint: 


=  9,3762918 

=10.8319497 
=10.2072415 

=31»  49»  14»,« 

=20.  Ift  S6,02 
=11.  38.  18,10 

=  9,5378280 

=  9,8763137 
'iMi4il417 

=  9.9243515 
=  9,48979^ 

=  9,9425644 
=  9.432344« 

■  t 

* 


lo^8inA'=:9.7424616  logsiuA  3=9,8846399 

log  sin  1=8,7461460  log  ■10^=9,4897908 

0,4610871—2  0,3697722—1 

fog .  cog<»=0,96e9718— t  log  .fco»  i»=0.96e^8— 1 

0,^941163-2  .                    0,4028004-1 

Nom.  =O,031I97t  '     rfom. =0,2528136 

A=SO«.   3'.38",70 

A'=  33.  33.    0.00 

t=  J6.  42  .2.15 


1)     • ,      .1 


99..  18.  40,85 
90.    0.    0.00 

az=  94.  39.  90,42 

$=  94.  39.  20,42 

Ksa  SO.    3.  3^70 
t-.h=  44.  35.  41,72 

A'=  83.  33.    0.00 
f-A-A's:  11.    2.  41.72 

ts  «4.  39.  20,43  : 

A=  50.    a  38,70 
t~h=  U.  ä5.  4l.f2 

fcs  15.  48.    2J5 

f— A— 1=  2&  53.  39,67 

<=  94.  39.  20,^ 

*•=  33.33.    0,00 
«>.A«s  61.    «.«M9 

<=  15.  42.   'g.lS 
<-A'— t'ar  45.  24.  <8,i^ 

logflio«=  9,9965646 

lög«io(«— A— A0=  9,2823469 

lögsin((— A-^tjs:  9/1841230 

iogeip(«-A'— »•)=  9,8526338 

0,8176683-2 
2)  O,40678«2— 1 

Iog2=  0,9010300  ",. 
logco8<=  9,9724806 

logcosa's;  9.9963431, 
log  ohi  6=  9,9874147 

0,6660516-1 


iog.coisiSs:  0,9669718—1 

Non.  =  0,4989761 

0^11972  0,0311973 

0,2108136  0,36^8136 


0,2840106  0,2840108 

0,4969761  0,4969761 

Ü,7829869  -  0,2149663 


M  der  erst« 


Da riam  nothwendig  poaifiT  «rfn  now.fo  gut  ]>la 
Werth.  mhtt  tet  fol^ch 

8ioy=0l7829869. 

Abo  Ist,  wenn  man  die  Tafeln  der  natSrlicben  Linien  nicht 
gfhrracben  will, 

log8in9s=9,8937546  .':"!.;,;'> 

folglieh 


I    i 


1 1 1  f  t ' 


D|e^  Befechnviiir  derStand^owinkd  nach  den  Formeln  in  6.  6. 
nnterlassen  Vir,  weil  dlfeselbe*'  eigentlich  nur  auf  eine  gewöhnliche 
AnflösuDg  eines  sphärischen  Dreiecks  hinanskommt,  und  daher 
an  diesem -Orte  eine  besondere  Erläoternug  durch  ein  Beispiel 
nicht  bjidarf«  3^  Ibjgeoden  Paragraphen  werden  wir  aber  auf 
diese  Berechnung  der  Stundeifwinkel  turfickkommen. 

t>M'¥oi4iergehebde  Beispiel  wollen  wir.  Mfei  Mcb  Mi^'4^  in 
$.  &  entwickelten  Methode  berechnen.  •  ;    .     '  .     :  i      i.  "!  .itn 

Zar  Berechnung  der  Polh5he  9  hdben  wir  die  folgenden  For- 
meln: 

wo  Jl=0,  oder  A=^— 1,  oder  i^-f-l  ist.    Ferset: 

2tc=A  +  d«  2e=*-*; 
2«'=*'  +  *',  2e'  =  *'-d';   ' 

-^     sin«  cos  V      ^,     sin  u^  cos  0' 


COS  («  —  e)  eo8(u^  —  vO 

cos«  sine      jy^ costi'sing^ 

COS  (ü — e)  *    '        cos  («'--  r') 


70 


Ml  — J—  ,i|fji'=I  — -T— 


=  -coa(P-9)-^;'iV,'Ä=S'.      ., 

WO  17  den  kleinsten  positiven  Bogen   bezeichnet,  welcher   dieseo 
Gleichungen  genügt;  eridKoh:  -.  • 


i'M*' 


,          4    /        Nimaecoal(Q—P±U) 
.    t«ng(45<»-ä»)=?\/ i ; — 


•**).!  »^ 


iV/cosPcos  JcQ»-PJrü) 
Jir,'co8  Qcos ^ (P- Q±  ü) 

BleqteMleif  für  dl»  iNcmefrisGfa«  RediiMiDg^:al6Ht:flMlk.ab«t  diese 
Fonneln  auf  folgende  Art  das: 


•»    > 


•  '  t  « 


I «    •» 


wo  A=0,  oder  i=— I,  oder.Ä=  +  l  ist    Femer: 


intfcoso.  . --,      sin  u*  cos  r' 
58  («—r)  "^^      cos(tt^-rO  * 


619 

cos 


cos  K  sin  V        -y^      costi'sinp^  . 
^-cos(i-r)'   ^==coslV-r')' 


tang  ©= -^^3:7^  taug  ^  e ; 


•  / 


n 

CO«  U=  —  C08  (P—  C?)  — j ^ 

as— ep«(P — Q)  •- — H ~—  9 

2sing6*cosPcosQ 

wo  C7  dea  Udnsteo  positiven  Bog^n  beseidiDet,   welcher  diesM 
GloidiongeD  genflgt;  eodlicb: 


1          4    /        (N+NOB\nPcoaq(Q'-TP±U) 
taog(460-iy)=\/     ^^ fj 

^'  (M  +  M')sinQcoB^(P-Q±ü) 


(If^N')eoBPeoB\(Q-P±U) 

i 

(M'^]U')cosQcoH^(P-Q±  V) 

Weil  dielloke  k  aaf  der  Westseite,  die  Habe  h'  auf  der  Ost- 
•eite  des  Heridians  gCDommen  wurde  >  so  ist 

0<«h;1B0».  180o<©'<360o 
vod  folglich 

negativ.     Daher  kann  offenbar  nur  A=— 1  gesetzt  werden«  und 
•8  ist  also 

e=7eo.  16'.  22^,02—360» 
=r-  2880  48'.  37^83 

Je=—  14R61'.  48^69 

A=60o.  3'.  38',70  A=60<».    3'.  aSf.TQ 

j=20.  10.  56,02  d=20.   10.   56.02 

2i.='7Ö.  14.  34,^  2e=29.   52.    42,68 

«=36.  7.  17.36  »=I4.    56.  21,34 

P  =  14.    56.  21.34 
I»— r=20.    10.  56,02 

A'=:33o.  33'.    0",00  A'=33^.  33'.    0".C0 

6'=  8.    22.    36,45  d'Ä  8.    22.  35^ 

2 II'  =  41    55.    :te,45  'i  r'  =5B:    10    24,55 


7i 


u'=rW>.  67'.  47*,72 

V^li.   3S.    12,87 
«'—»'=  8.   22.    35^ 

log8inM=9,75990G5 

logcosp=9,98B06e& 

9,7449704    . 

log  cos  (ti— c) =9.972480g 

log  Jr=  0,7724899— 
iir=a5922293 


•'=W.    35'.  12',27 


in  «'=916630089 

log  cos  t>'=  9.9894382 
9,5430381 

log  cos  («'— »0=9,9953421 
[  log  Jf =0,5470960— 1 

If =0,3529360 


•logCOSM: 

log  sin  V 
log  Co*  (a—«): 

.     logiV^: 


:9»9127183. 

=9.4112743 
9,3/39926 

;9,9724806 
:  0,3515121 

:a2246529 


ür=0,5922293 

Af'=0,3529360 
M+  «'=0,9451653 

iir-  ilf =0,23929% 


log  COS  «' =9,9702586 

log  8ii>t)'= 9,3382919 
9,3085504 

togcos(M'— g>=9,9953421   ^ 
1  log/ir'=0,3132083— I 

A'=0>2056ti77 

iV^b,2Sf46529 

A>= 0,2056877 
iV-t-JV =0,4303406 

2V—A> =0,0189652   . 


Iog(jir-fiiro=  0,9755077-1 
I 


9,8949408 

9,8704486 

0,3789306-1 
10,4915179 

P=72<>.  7'.  38",36 


log(Jlf-ilfO= 
iogtangP 


log(iV^-fAO=  0^6338123-1 

logtaog|e=  9,8949108 

9,5287531 

0,8779574—2 
11,2507957 

Q=    88».  47'.  14'',25 

P=    72.     7.    38,36 
Q-P=    14.    39.  35,89 

/>-<?=— 14..  39.  3539 


log(iVr-A»)= 
logtangQ= 


0,9755077—1 
:0,6338123-1 
log.  sin  (P—  Q)«==0,8066226-2 


log(lf  +  M') 
logCiV+iV): 


0,4158426—2 

0.0703094 

0,348^332—2 


log  2 =0,3010300 
logsmP=0^9785187 
log  sin  Q= 0,9993169 

log.co8^e«  =0,7914138- 

0.0703094 


—  1 
-1 

-1 
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in  (P-  Q)'s5ft8068226-2  log  cos  0=0,7485210 — 2 

0.3455332--2  ganz  wie  obon  0,ll7W74-2 
Nam.  =    0.0221681 

i(P-Q)=    0.0674448 
cos  17= -0,9896029 

17=171».  43^  50*.4l 

Q-P=s     U»  39*.  39*.89 

C7s    171.  43.   60.41 
Q-P+Ü=z    M  ».  ä6,dO 

-P— C7s=-;lW     4.   14.82 


I  I  !• 


)-P+l7)=      93.  11.    «,15 
J_P_Ü)=_  78.  32.     7,2« 

»-Ö+  17)=     7a   32.    7,26 

»-Q__  0)=—  93.   11.  43,16 

k«(iY-f  iV0=0,6338123— 1       log  (if+JIIO=i  0,9756077— 1 
logsiDP= 0,9785187-1  log8iuQ=s0,9993ie9-l 

<^Q-P+  0==O,7461066-2Jogco4(lM+  l^Ö.iö833(R!'-4.')( 

0.3584975—?  0,2731608—1 

0.2731608  - 1 
llyD653367— 1 

■g(^9«-§9)='9.5426683R ,      .    ,, 


"'        •'» 


J    •      •). 


log(2V—iV0 =0,2779574^2  togfüf— ir')::£ll^37609d6^1 

logco8Ps=0.4870006— 1  log  cos  0=0,7485210—2 

»^Q-P+  l7pa0,7461666-2iJogco8j(i^(H-  C7)=0,2983302- 1 

fl)}lll24t-4  ^,4»im~i 

0^4257878—3 
0,0853369-1 

ng(450- ^y) = 9,54266846 


7t 


f«»-l») 


-U 


-j,=if»  ». 


0,73Uni—2 


•0  da««  aidk  aiao  hietMM  eia  ■■^■tirw  Wcrth   t««   y  iggbc« 
#4r4e,  der  naUrfich  — wiSimig  iat,  «Bd  diker 

9=51*  ar.  S'.eB 


Die  geri^e  Abwcichaag   di««ea  Wcrthca   der  PalkShe  v 
des  ia  vorhergdMiidea  Pac^nphai  gefindeaea  Wcrtfw 
EleaieaU  rthrt  tob  dea  FeMoa  bot,  welch«  bei  deai  Cthiaacfct 
der  TaMa  fkrig  Uäbtm.    «etet«  mm 

logtaag  (4*»-  j  f)=9fi4aeae&, 

wen  aaa  aigeadieh  dieseOte  Berechdgan^  hat,  wie  sa  dea  wm- 
her  aageBonuaenea  Wertiie  dieaw  Loganttinaa,  a*  wirde  aua 
erhalten: 

49»-|v=l«».13'.57',l8 
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^=51  .  32  .   5,64 


,.       •!  ■         •      • 


Kfirzt  mao  diesen  Werth  und  den  im  vorhergehenden  Paragra- 
phen gefundenen  Wetth  von  g>  bis  auf  «die  ersta  Decimalsteile  ab, 
so  erhält  man  beide  Bfai  flberj^instimmend  -    '    ^ 

Wir  filhren  dies  hier  nur  an ,  um  zu  zeigen,  dass  es  bei  etivas 
weitläufigeren  Re^scmgea  immer  schwer  ^ä|t^  sich  vor  den  bei 
dem  Gebrauche  ^r  Tafelh  noph  öbrig  bleibenden  kleinen  Feh- 
lern völlig  sicher  zu  stellen,  und  bemerken  auch  noch,  dass  wir 
aus  diesem  Grundeb  bei  der  in  diesem  Paragraphen  geführten  Rech- 
nung aussei*  deo''gew5hDni'hen''Loj>arithm^ntafern  auch  die  Tafelfa 
der  natflrlichen  Linien  von  Sherwin  (Correcteste  Ausgabe  von 
1742)  benutzt  haben^^'  we'fcb^^  vortreffliche  Sammlung  von  Tafeln 
wir  eigentlich  all^  4^gfV  Tafeln  v^ziehen,  wenn  auch  freilich 
zu  wünschen  wär^^  oass  auch  die  Tafel  der  natürlichen  Linien 
noch  die  DilFeren/enr  i^r  ^ine  S^cunde  enthielte,  was  leider  nicht 
der  Fall  ist,  abeif  allerdiiga  kuick  eid  grosseres,  d.  h.  breiteres 
Format  der  Tafeln  edS^rdert  buben  -wäfde . 

Was  nun  die  beMeü  «Stuädenwlntel  ft»,  •  tu/  betrilFt,  so  haben 
wir  zuvorderst  nach  dem  Obigen 

•  .       »  .    ./  '  •   )  •       •    f 

©=»-»'=— 2830.  43/.  37»^. 

'•        .  v       : 

Für  A=a>-f  «'  haben 'itrir  nach' $.  8.  die  folgenden  Ausdrficke: 


oder 


und 


oder 


Ä=P+Q— 17-21« 


Sl^PVQ^tJ  ^^l+l)n. 


SlzzzP+Q+ü—inn 

fl=:P+Q-H7-2(fl+l)«, 


tt. 


•  :•  I         • 


indem  man  diejenigen  xwei  ^eser .  vier  Werthe  von    A    nimmt, 
welche  fiir 


cos(P-.g-Ä) 


76 

^_J^'        »io(P-G) 


cob(P — s"Ä) 

positive  Werthe  liefern,    l,  X-(-i  sind  die  lieiden  ans 

> .  f    •  >       .  •  • 

25 ^<*<-    ^^» 

sich  ergel>enden  Werthe  der  ganxen  Zahl  k,  und  fi»  fi+ 1  sind  die 
beiden  ans  .      .,       .  ' 

p+Q+ü    ^  ^;^P+0+P 

sich  ergebejiden  Werthe.  der  ganzen  2ahl  JL  '  ^,iat  nun 

■.■■".'''..■'     .     Ps»    720,i 7<. 38*^36 ■    .'" 

Q  =^   8g. «7. 14,28-  •• 

..,    ;     ■ . ;    p^(^^\^'!M.M.fiX  .„,  .  ■ 

17  CS  171,4}.  60, il  ...;.. 


•  .       .  •  • 


P+Q-hlTsi:    339.38.43,02 

...... /»+.o-^  er  *t! — i%v48,.m,ifi. 

Näheningsweise  hat  man  zur  Bestimmung  von  X,  A4-1: 

also  ^  . 

A=-2,  1+1=-!; 

and  zur  Bestimmang  Ton..f»>  |»-l;l.liftt  «o^n  oSbennigswdM : 

.  ■•  J  ■    '    ■  >   i 

also 

Also  erhält  man  filr  Ä  die  vier  folgenden  Werthe : 

!707o.  11'.  2*,20 
347 .  11 . 2.;» 
090  .  38  .^,0^ 
33Ö  '.  '38  .  43,0-2 


»      1 


i.     » 
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WeH  Dan  aber  N-i-lf  posit|v,  cosü9  n^;atiT,   also  Ni   ocgatfr 
ist,  weil  ferner  b\o(P^^  negativ  nod  BinQ  positiv  Ist,  so  ist 


^ 

-;^«»-<'^-«> 


1 


negativ,  und  weil  nun,  wie  leiclit  erhellet,  cos(P-^A)  respective 

positiv^ 
iiegativ, 
positiv, 
n^aflv 


1 

ist,  9o  ist  V«  respective 


negativ 
positiv 
negativ 
positiv. 


'II 


Also  kann  bloss 


taa».  38.43,03 


gesetat  werden.    Ans 

9=1»— a>'=>-283.  43.37,38 

erbfilt  man  aber : 

0=:  3^^.42^,41 
o/=31ö. 37. 19,79 


und  ans 


Sss 


ergiebt  sich: 


m+o*=    3300.  38'.  43^,02 
o>  — •'=--283.  43.  37,38 


»=230.  27'.  32^,82 
»'=307.  11.10,20 


Berechnet  man 
Uhr,  so  erhUt  man 


1*    I. 


nun  hieraus  die  Correctionea  des  Standes  der 
Ar  die  ersten  Wevihe  von  «,  m' : 


•I 


I  /   '•;•     •      .-,  . 


m 

I  »=  310.  43'.  42«^i 
«='211 .  44  .  64,88     ' 

3)  81  .    9  .  32 .43 
S)  IS«.  13«.  54«,  49 

16.    8  .26,00 
5  .  29,49 

I 

«'=:296».  22*.  17'',80  t 

360»  -  »'=  44  .  32 .  40, 21  } 

„<_ (3600 -aO  =  260  .  49  .  37,29 

3)83.  36.  32.43  , 

'f)  1«».  43-.  18',49 

16  .  37  .49,00 
6  .29,49 


Di«  Uhr  ging  also  hiernach  6*.'29*,49  zu  langsam. 
Fär  die  zureiten  Werthe  von  a,  a'  hat  man: 

a—  23«.  27'.  32»,82  ... , 

ttF=211-  44.  84,88 
w>a=WrT2.  87.70  • 

8)4^.    2.  2934  ' 

3)  15».  40-.  49**85 

16  .  8  .  26.00  i 

-  ' »  .  3»,l8 

«'=2950.  22'.  17^50 

3600-0)'=  52.  48.  49,80 

a  -  (3«|0-^cy)anBr  88.  27,70 

.    I     g).48.  30.  41764 

3)  16«.  10".  13*,  85 

16 .  37  .  49,00 

•  '::-.  ia  ..35,16 

.   '  •     .    '  -    1        —Vi        -.    s 

Hiernach  wäre  also  die  Chr  27'".35«,  15  zu  geschvriDd  gegaogc^ 
Fdr  die  ersten  Werthe  von  co,  o'  war  folglich: 
Verspätuag  ^^r  Uhr  =5". 29«, 49. 
Ffir  die  zweiten  Werthe  von  co,   co'  war  dagegen: 

>  Voreilung  der  Uhr  »27^.3$*,lö/ 


7« 

Iiwofern  man  also  su.d«r  ABDfihM  berechtigt  ist»  dass  die  Uhr 
so  weit  berichtigt  war,  dass  sie  einen  so  grossen  Fehler  wie  den 
letzteren»  d.  h.  eine  so  grosse  Abweichung  von  der  wahren  SterQ*- 
seit  wie  die  letztere  nicht  haben  konnte»  wird  man  ftir  o»  o>'  die 
beiden  ersten  Werthe  nehmen,  d.  .h.  man  wird 

«=  31».  43'.  48»,4l 
•'räftlS  .  27 .  1&79 

1  V 

setzen  müssen.  Dass  rfibfcjticbtifch  ihres  -  täglichen  oder  vienind- 
zwanzigstündigen  Ganirs  die  Uhr  genau  berichtigt  sei»  cmd  In 
dieser  Beziehung  ein  Ührfehler  nicht  Staft  finde»  ist  im  Vorbei 
gehenden  der  Kflrze  wegen   angenommen  worden. 

Wir  haben  das  obige  Bei^iel.so  ?,oll8tSndig  gerechnet»  um 
die  Anwendung  der  im  Obigen  entwickelten  analytischen  Kriterien 
mit  möglichster  Deutlichkeit  zu  erläuters;  in  der  Praxis  wird  man 
sich  öfters  kürzer  zu  helfen  im  Stande  sein.  Es  kam  uns  hier 
darauf  an »  durch  strenge  tbeeretische  Entwickelungen  die  eigent- 
liche Natur  des  Problems  in  recht  helles  Licht  zu  setzen,  wo- 
dureh  naoh  unserer  Meinung.  aiHsb-  4^  Praxis  weaenflic)!  genfltrt 
wird. 

5.  15. 

Wir  wollen  nun  auch  die  in  $.  4.  fSIr  den  Fall»  wenn  ein  und 
dasselbe  Gestirn  zwei  Mal  beobachtet  worden  ist»  gegebene  Auf- 
loKung  durch  ein  Beispiel  erläutern. 

Unter  der  Voraussetzung»  dass  die  Vhr  rilcksichtlich  ihres 
täglichen  Gangs  genau  berichtigt  ist»  sind  die  Formeln  zur  Be- 
stimmung der  Polhohe»  welches  Element  wir  der  KOrze  wegep 
jetzt  allein  in's  Auge  fassen  wollen»  die  folgenden: 

Ö=15(*-f)» 
sln(45^—  2  *)  =  cosdsln  ^  & , 

Sinti  ==  sindsin^  dein  5 (A-f  A^cos  ^ (A  —  AQ » 


•..    •! 


sinv=cos^  6  V  sini  sin  («— A — hf)  8in(j— A— t)  siii(i  —  A' — i) » 

sin9= j j ; 

sinj  ö cos (450— ^0* 


•* .    •  •  ( 


wo 
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Das  beobachtete  Gestirn  war  die  Sona«.    Nach  allen  nStiii- 

gen,  hier  keiner  Erliatemnc  bedflrfendea  Correctknien  waroi  die 
eiden  genommenea  SonneuiShen: 

kss2/lf>.  41'.  U'.8 

iiad  die  .enlaprachendea  Ouxeitea: 

<=2»«.37>".4«,0 
^=31  .  l   .Iflki 

•         am 

Also  war  der  ZeitaDterscbied: 

9».  35».  44^,8. 

Die    Uhr    blieb   aber  in  94  Stunden  m   15», 89    tuHlek.    Dies 
macbt  aof 

1  Stande,  1  Minate,  1  Seeuide 

reepective 

0>»6940;0>,010B(0»»0002; 

aleo  aaf  2*.  35«.  44s8: 

l*,aO-f  0'.384-0',0l=:l*,e9=l«.7. 

■  «         < 

Daher  ist 

«  -  f = 2» .  36- .  44«^  +  l«,7=a».36-.4«»^ 
und  folglich 

e==K(f—f)  =  380.  sc.  37*;i 

50  =  19.  28.  18.7 

10  eetien. 

Die  DecUnation  der  Sonne  war 


•\^ 


«=—2«.  14'.  «".O; 

■ 

aleo  iet 


i 


m^ 


ilagcofli  SB  9.0996603 

iog 

r 

log« 
:8in(45^ 

'-2*>  = 

:  9;S228925 

«,^25618 

4S^ 

» 

2  *  — 

19»57'.23*,2 

1 

1  . 
2»  = 

^.32.36,8 

*« 

.  .'■  '.i.= 

51.  5.13,6 

Es  ist  also 

A=3fl».4r, 

11»^ 

1         '  '          •                        « 

A'=26.33, 

21,0 

* 

,    *       •   •               ■       * 

t  «51. 

s 

.  13 ,6 

1  • 

• 

S' 


A-fA'=63.14.32,8 
A— A'=10.  7.50,8 
2*=204. 19.46.4 
«=102.  9.53,2 
A— A'=  38.5{[.20,4 
A—<=  14.23.27,8 
A'— 1=5  24.31.18.6 


i..     ! 


.     I 


^(A+AOssSl«  37'.  16*.4 
j(A-AO=  5.    3. '55 ,4 


ii 


FolgUch  ist: 


und  ferner: 


!•     I 


■  .) 


log8iodii=^S9i2065. 
logftb|g:6sr9;S228925 

log  sifi^  (A"KA^  =r  9,7196810 


:<   Ii 


«=— 0».SP'.20',9 
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6 


logna(t-^t-AO  =^7961438 
log8iii(j-Ä-t)  =9.39539% 

log«i|»(«rr*r-«>  =x:9filfOm 

0^17646—2 

logcos  g  «  =  9^44220 

logsiDv= 9,3753043 
v=130.43'.38',8 

E«  ist  fiso 

«=—  0».23'.20',9 

t>=-t-13.  43.38.8 
tt  +  v=+ 13  .  20  .  17,9  |(«:f  i»y=  +  e».40'.8',9 

u— «  =  — 14.   6.69.7  ,  •         - 

,      ,  M  .,  '     i(«-e)=^7.  3:29.8 


und  in  deif  Formel 


I 


sin^s: ¥ "-j*  *  '■  -  ^ 

wnjÖco8(450M-,ji)». 

liefern  folglich  die  unteren  Zeieben  offenbar  «iaen  nckativeo 
Werth  von  sin^,  der  hier  nnznI&Bsig  ist,  weshalb  man  also  die 
oberen  Zeichen  nehmen»  d^  hf  .      ,  , 

i   2teig^(n*'fe)eosj(ii~ü) 

8in9>=  I 1 

abg-'e4o«(48«-.^4« 

setaen  muss.    Oeninfolge  iat  nnn:  ,  oi 

log2=a3(a(W» .  ,„gri4ö=9.5228925 

logsiii  ^ti-|-v)=9,064RM89  . 

j  Iog.co8(45«-^')«=0,94892f56-l 

logcosjC«— t))=9,9960g62  9,4718191 

19.3026921^ 

9.4718191 
I0g8ia9>rr 9.8008730  9>=51».  3'.  37',5 


ii 


IKeie^  BtbpM  >i8l'aQsBohhie.ii¥eff«er'»>An4»ltüiitt^  zur 
»ffraphtscbefli  .OffiAfcftatimmaibg«  Cr^tttiAffi^B  1795. 
279.  eötlfikiii.  und  dort  iriairb  derlAtotfiode  Ton^DttvWtfs  be« 
loet.  ßohnenberger  findet  am  Eude  ^aa6H  0^/  50*,  3, 
dieselbe  Aoffabe  fiodet  sich  aucb  in  Littrow's  theoreti- 
er  ond  praKtiacher  Astronomie.  Theill.  Wien.  1821. 
188.,  wo  dieses  Beispiel  ^leichfails  zur  Erläuterung  der  Me- 
le  voD  D omw 00  hmdbU'  wiraji'  aber  ohne  es  .vollständig  aua- 
diDen,  indem  das  Resultat  vrohi  nur  au#  StQbnenbereer's 
•m  Buche  entnommen  ist-  Dieses  Resultat  W  aber  folsch, 
der  Fehler  kommt  dab^r,  weil  Bohnenbereer  am  Ende  der 
inang  (S.  282.)  eine  ganz  andere  Sonnen  -  iJeclination  in  An- 
Ibih^  bringt  wie  an  Anfang«  (8.  280.  und  S.  i81.),  nättlilil^ 
.lö'.Öft'^O  statt  -^2P.14'.9'%a  HSite  er  am  Ende,  wid  M  tt- 
srlich  war,  dieselbe  SontieD-Deolinatte»  wie  am  Aafalli|;e  faa 
eodoog  gebracht»   so   wflrde   er  in  seinen  Zeichen  gefunden 

n=  360,  42'.  W,T) 

Abweichung  d^  0^— 2  •  ^  4    H*0  .1    .  iJ-     i 

Aeq.  Höhe  =   38  .06  .22,7 
Boelte  =   51  .    3  .  37,3 

»     ■  *■  .1 

'    t 

oahe  mit  dem  vorher  nach  unserer  Methode  erhaltenen  Re- 
ta  ubereinstimmeiHL.  Ol»  von  iBoknenberger  lunl  'Grand« 
:te  genäherte  Breite  war  61^.  IC.  50^.  Streng  genommen 
man,  wenn  man  die  Näbenfogsmetbod^  vpn^pouwes  an- 
et,  nie  unterlassen,  diese  Methode  wenigstens  zwei  Mal 
r  einander  In  Anwendung  zu  bringen ,  um  sich  von  der  nahen 
feinstimmung  der  beiden  erhaltenen  Näherungswerthe  zu  ver*- 

B.  Thut  man  aber  dies,  so  wird  die  Anwendung  dieser 
Dgsmethode  immer  yteitläuig^  ausfallen,  insofern  man  sie 
'durch  dbn  Gebraudb  besonderer ' Tafeln  abkürzt.  Ich  habe 
f  die  vorhergehende  ganz  genaue  Methode  in  der  Anwen 
sehr  bequem  gefunden,  und  ziehe  sie  für  meinen  eiMM» 
loch  jeder,  streng  genommen,  immer  mindestens  zwei  Mal  In 
»dong  zu  bringenden  Nähemngfiftnethode  vor« 


.  > 


)   Uebrigeos  ist  ahw  hier  bei   Bohfief  hergf^r  fii  ^  0.  noch  ein 
er  UeehniiBgsfehler ,  da  xa 

n 

/r=36^42'.l7'^2 

rt  Ich  fahre  die«  bter  an,  wed  lle^hnen berge r'c  bekannlet  Bach 
it  noch  häaflg   von  aogehendcn  Beobaclitern  gebraucht  wird,   and 
meiiier  gleich   nachher  fulireafkn  Berechnung  dee  vorhergehenden 
HfU  nach  der  Methode  von  lloawei  wegen. 

S* 


t  .1-1 


SU 


•  •  I  « 


Will,  maiit!  dM  voijici|9ilieiMl4  Bbtepie»  ndob.^r  HlJuMogs- 

brüten  PoUiShci.  ^   toabifc  die   gtnälKrteitf'  fttttiid«tt«riakel .  (»,-  «■" 
mitteM  dtt  fWmeln    -•  t»  •.    «mW;    •«,.'. 


'•,!. 


•  •    •  «  •        . .       •      * 

"    »       '    •    sin  s-ffty^+^jgg   -      ■■   ■■  ■ — r-- ^ — ^y 

WO.  A.die  in  der* Nabe  de^.Meridtans  geMMnmene:Hihb  hcseicb« 
üf^  »QU,  suchen^  D«n9  find«!  mMi  d0*lz4^ten:gen&b)Men  Wertb 
Oio)  .d0r;:Pjolbäbe  i^ittelirt.dQt  FotbmI.«  '  *    /   : 

co8|d-^^)):=8inA-|-2co8dco890inä'  00*» 

wo  man  aber,  wenn  man  i^ich  bloss,  der  gewuholicben  trigouome- 
trischen  Loptrithmentafeln  bedient,  aai  besieh  nocb  einen  Hdlfs- 
Winkel  ^  mittelst  der  Formel.  t! 

•  '■  1 

8in^=2co8d  eos^sin  s-  »* 

b^reiehAet ,  und  daao .  (^).  Mittelst  der  Forniel 


*»    > 


odejr 

•n 


>     • 


1  i  1 

cos{d-(9))=:2uin  j  Ct-t,*)  ^9«  ^  (*  — A) 


Im  obigen  Beinpiele  war  nmi  • 


i  1  i 


1 


h=W>.  41'.  11»,8  <=23-.37-.  4«,0 

*'3s9d.  88.11,0  r=in.i.ts.i 

«=— 2».14'..  fl*,0 

Aucb  weiss  man,  was  vorher  t in'  bcmerireif  nicht  nöthtg  war, 
dass  die  beiden  Sonnenbohea  auf  ewer  und  derselben  Seite  des 
Meridians  genommen  wurden.  Mit  Kficksicht  hierauf  findet  man 
nun  für  die  oben  angegebene  Verspätung  der  Uhr  ganz  wie  vorher 

.1       ^   ../    *  •  t  '  ...      * 


•      i< 


^«j=3l9  .  28-.  l^iT 


geolberte  Breite  nehnten-^ir 

ind  ßbren  dana  mit  l(i(er  .xwecInnSssiger  Anwendung  der  de- 
ichen Ei](Siuangen  die  Hecbnong  auf  folgende  Art : 

I 

»=3(J«.4t'.ll''y8 

t  =26.  33.21.0 

»•rres.M.aa.s  Jcä+ao^si«.  37'.  t«",4 

l-slO.  7.50,8  7 

^(A— A')^  5  .  3  .  56,4 


»    •  •   I  '1  <•    •      _  ' 


"     •     -   ' 


log  810 1  (A- AO  =  8,9459242 

\of^  CO«  <-  (A-f  AO = 9,9902013 

■  '!     ectle^cosa =0,0003307 

crflogpiD  1^9=0,4771075 

c(21ogcog9>  =0,2028237 


• '  < 


.i.    »    I      .1' 


I         •   ••;},.     •_,     ». 


1    ..  „t<«siMJi(i».'4'>)»d,5563({74 

I'». .»•►'•       !     'i         .  •    ,,  :  '    •  .     .       '  '       •"    .1 » 


^  ■     '    '     |(ö'+»)==!2i«:e'.w,3 


•'♦''■■■'••!•        I  •  .1      ..•!••/ 


1       * 

/         !       j(«'— ai)«:19.*Äil8,7 

»i.j  i    1  '    •!         ::  «»;es.  i« 37, 57,6 

; .'.   x'ns:i  0.4$«58>8 


I '  iii 


1 1 


; 


I  >     ,    ■  <     •  I ,  p 


r\^  •       •   • .   »    f       1        II»  I 


Iog2=0,3010a00 

logco8«=9,9996693 

logooo9aB9,797176S 

log .  sb  ^  ct>  =16,3074598 

i*f^  l^#.«t*.*f A  4MCMIC4  '     I 


•     .1 


ft 


f  ogsititf;  =  6. 


>;s^i 


>1 


A-f^=36.42.    4,4 
^—^=36  .40.  19,2 

J(A-if;)=18.20.     9^6^  j 

log  sin 

log  cos  g^(A-^)  =  9.9773705 
log  cos  t  A— (9)  1  =  9,77^780 

ö-((p)z=^SäP.  IT.  42^,6 


j 


ii't 


in|-(Ä+^)=M980775    ,  ,„^ 


•    •        t ' 


,  ._(+6ä<>.  17'.  42*^.6 
(W— l*4.vx«.  14.    9,0 

:$=  »!•.•*.  33".6 

Da  diese  Polhuhe  voo  der  anffenoipmeDen  Polhuhe  «m  meh- 
rere Minuten  abweicht/  so*  wfilrdeeir  iwaieihin  nuthig  sein,  die 
▼orherffehende  Rechnung  nochmals  täf  die  genäherte  Polhohe 
^=51^.  3^  33^^ ,6  zu  wiederholen,  und  einen  dritten  Näherung 
werth  der  Polhuhe  xusndben,,  denn  nur  auf  diese  Weise  wird 
man  den  erreichten  Urad  der  Mähern as  prüfen  kOnnen*  Auch 
weicht  die  jetzt  gefundene  genäherte  Pplhone  von  der  durch  die 
oben  geführte  genalie-'Aetluiaiifl  gefundenen  wahren  PoIhShe 
immer  noch  nahe  um  A"  ab^  so  oass  also  eine  solche  nochmalige 
Wiederholung  det  Näheruiigiweehnung  in  der  That  auch  keines- 
wegs überflflssig  sein  würde ,  was  wir  jedoch  hier  füglich  unterlassen 
können,  da  es  uns  hier  ledigUcii  um  die  Erläuterung  der  allj^e- 
meinen  Methode   durch   Beispiele  zu  thun    ist*)    Ist  aber  eme 


*)    Weil  Ich  jedodt'd&s.'liMnflMde^iiechnung,  bei  welcher 

geeetst  wird ,  ausgeführt  fufte^  so  will  ich  dieselbe  sam  UeberflUM  nech 
nertetzen. 


m 

iederholong  der  Näherongsrechnnng  ndthig,  so  scheint  es  immer 
ittziehen  zu  sein,    die  Rechnung  gleich  ganz  genau  nach  der 

Vorhe^ehenden  entwickelten  und  durch  ein  Beispiel  erläuter- 

Methode  zu  (Uhren. 


logt!a^=  6,8760691 

fpzm  f»^.    0'.49'%0 

k+^zs:d6  •  4a .    0,8 

h^yf=zW  .  40  .  S2,8 

5^  (A+^)==l«  .  M  .    0,4 
L(i|-^)=18  .  20  .  II  ,8 

Iog2= 0,3010900 
log  du  ^(Ht)  :=9,480MOO 

logeos  ^(A-*^)  =9,07Taeo2 

40 


^•»mJi^m^- 


I«ge08  tl—(^))  =9,7164652 

^—(9)=»  —fö«.   17'.  47",1 


■    t 


tagM-5<Ä-Ä0  =  8,9469242  '* 

iog«iM  1  (A-H^)  St  9,9802012 

ed\9gBin^9  =  0,4771075 

cd  log  COC9  =  0,2016842 

log  ^  1  («H«) =9«06&M^ 

1  J 

^  («'+«)  =21«.  2'.  47'%  7 

j(«f'— ai)=19  .28  .   18,7 

w=   1.34..  29  ,0 
^    g-w=   0.47  .    14,5 

log2=0»S01Q30e    .' 
logG08^=9,9996693 
logcos^  =9,7983158 

lDg.tm  ^a»*=164K760740 


fr  < 


•t 


«8 


,  I       •  ,    J     1       I    .  I  .■      '<       • 

'  ►  ■    J    *       •    I ,  »        ■  .     •  •  •  1 1 


$.  16. 


I  •   •  • , 


Auf  das  10  6.  13.  und  §.  14.  berechnete  Beispiel  wollen  wir 
nun  auch  die  In  §.  12.  gelehrte  ^Construction  anwenden»  wobei  ich 
bemerke,  dass  ich  micn'  bei  der  AnsfBfernng  dieser  Constnictioo 
zu  dem  Auftragen  der  Winkel  und  Linien  eines  mit  «nem  Nonios, 
der  Minuten  angiebt,  veesdieff#n(  Böussoien  -  Transporteurs  und 
eines  sogenannten  tausendtheiiigen  Maassstabes»  welcher  letztere, 
nicht  sehr  sauber  äiif  Mitosing  <aii%etragen»  keine  sehr  grosse 
Genauigkeit  gewährte»    bedient  habe.     ,, 

Damit  S  positiv  werde j  setzen  wir  jetzt: 

■  t'  •     *  '    • 

1=16».  STm.  40«,    (    i^=t=3»o.  3S'.  (^,00; 
<'=:16.    8.25,         /i'=öO.    3  .  38» 70; 


und 


so  ist 


a=295o.  22a^",50,       Ä=  8°.  22'.  35^45; 
«'=211  .  44.tU»88»       ^'=20.  10.  56,02; 

d=15(f-f)— (öf— a')=— 76«.  16*.  22",62. 


W— j_  2  .  U  .    9,0 
=      5P.    8*.  38",l 

Dieter  Werth  der -PolMhe 'weicht!  ton  der  angenommeneo  genäherten 
Polhohe  — ' 

nar  blou  noch  um  wenige  Secanden  ab.  Der  oben  gefondeae  geoaee 
Werth  der  Polhohe  iit 

61®.  8'.  S7'S6 

wogogen  der  vorher  g^fifndfine  NäherungewerUi  nur  noch  oin  0",6  sa 
groM  ist.  Streng  genommen  würde  man  die  Nähernng  nun  Immer  norh 
einmal  wiederholen  nupe^en^ '  da  man  noch  an  keiner  ▼olUtändigen  Ueber- 
bereinttimmung  mit  dem  xnm  Grande  gelegten  Maherangewerthe  f^ 
langt, iit,  woraus  sich,  wenlgetene  nach  feiner  Meianng,  ergiebt,  da« 
die  obige  genaue  Methode  4er  Nähermigsmeiho4e  In  den  meleteo  trillen 
▼onuxiehen  ist,  wenn  man  die  N&hernng  bis  lu  einer  völligen  lieber* 
einstimmnng  zweier  aVif  einander  folgenden  Niherungswerthe  treiben  will, 
was  doch  natürlich  eigentlich  die  Strenge  nnd  Schärfe  der  Rechanng 
erfordert. 


»I  die  Hohe  h  anC  der  Q^e^te.  ji^^M^  h*  auf  der  Westseite 
Meridians  genonniien  woi'den  lisl,  ^ro  icM    '   i 

in  der  Formel 

■ 

Bor  i=0,  -^i^'-4^1^^etA(ic«iii;')4ee(aIfeM]^*oiBiibar  A=  +  l  za 
eo,  welches  giebt: 

wt 

.  -.t      .:-••(   Ol  ;'ü--". 

«=  8«.  22'.  35",  45  A=:33».  33'.  0",00 

90»-«=W ,  irZ.  :34l,a«|)     -   ^W»--Aa:lj6  -  ,27  .  0,00 
aO"-*=56.  27.    0.00  " 

fl».    2.  lJ,Wa±;4-t(90fti-d)+<(«0»*^A)},'    >< 

•         ■  .'/   11".  •  '1^.:  I  '»  II'  !i:    :':i     \       I    ••  •     !'.  •/ 

:  i'»ir  1!    ;)Mil  , .1*5 '.--.•>«•  •  ••    ..      -    •.  •.  ••I* 

«'=20.  10.  ß^,!^,,,.    ,   ,.  0*'^*®°'    ^'-  ^'^** 
90»— d-sflO.  49.    3,08    "      (JÖ«>-*'=39  .  56.  21,30 

109.  45.  25,28= (90»—«') +  (»0»-Ä'), 
29.  52."42!68taJ(9ÖPM*)l-(900u-A'); 

54y.<a.4a,64ss^«9OP4-^"f(0O<)-A'>i<>...,  . 
1^.  8&,.  2l,34=:5t(90».-;«')-Tr(9(>»-*')l. 

ufMiDuteo  abgekflrztist:    , ,,,,        ,,.,;.,.     ,.,,,,   ,„      . 

e=o»-o»'=283«>.  44' 

I  .     I 

...    -   •   .     ■-      ■•  :   -_  (  ;     -   ''(i'.>. 

•.'   .    i«(90<V-4)r4'(90l^t-A)j=69p.iÜ'....  -  ,.;  ,i 
\  \  (90»-«)  -  (90»-*)  1=  12  .  35 ; 


also 

,  i  . 


tang  j  I  (90»-*0  +  (W»-AOI = M22 

•  I!    U  .  '...    .  ■      -      . 


«  1     . 


■*Mg|!(90«-^  — (gOö^AOI«»©.««? 


Die  CoD«tnictioii  aiif  Taf.  1  tst  AiHtebt  der  oblften  nnmerbcheo 
Werthe  ganx-äiaeK  iLer  in  f.  12.  gegebenem  (Aiiteitoiig  «nscefiibrt 
worden  5  und  die  betrefleDde  Vigar  bedarf ,  als  vSlilg  darcn  rieh 
selbst  TersttUidHeh,;  keiner  w^üertn  EkUvter^ag.  Der  Radios, 
Rir  welchen  die  Tangenten  aafgetraffen  worden  sind,  ist  einpreus' 
siscber  Decimalzoll.  Die  Durehscbnittspunicte  der  beiden  Kreise 
sind  C  und  *:0,'  ilnd'ihre  Entftmungei»  von  dem  Punkte  O,  auf 
dem  Maassstabe  gemessen^  finden  sieb: 


\ .  '■ 


OC=0,^  und  bi>=i'Mio 


>  4. 


weicben  Linien  als  Tangenten  die  WiJlker  • 

I  i         *  ....  I 

Ip».  17'  wMiW«<7'  .  . 
cntsprecheDi  -tu»  ante  EalferDpag  gidtt  idaa 


und  die  zweite  Entfeiliung  glebt 

i(90o  -  9)  =  460  - 1  „==610, 7/. 

I 

Da  sich  ans  dieser  lelsteren  GMehnog  Üih  hier  nicht  solSssiger 
negativer  Werth  von  q>  ergiebt»  so  kann  bloss 


sein.    In  {.  13.  ist  gefanden 

also  ,       ,  . ,  I  .      *         »    • 

*  1  "    I  '    -  1 

90»— 9>.^3»»,28',  iS«— yO)=19».l4'. 
INe  .C;«Ml(tt«tiitii.giaJbt>  I  . 


I  *■  I    »   .1 


I       *^         t'        tl     *l        ,  *  •  %  i  ^  I,  '.« 


1  '    « 


lUn'Khnbe'abec^  datonao'  tei  AolFMidsDg  ooab  arSsAeM?  Soi^ 
fält  IM  AnsfUlinnia:  4^  (kiiistnit*tiM  tsfaüB  ooch  MSiKeqe,iD•b€^ 
«iMÜfaunabg  iwalcbMi  GouMcImIi  utid  Redmiuig  b&t(s>eiif#isiMe 
Mnnett*   1  ' 

Fflr  den  Puokft.ci  w4Mm  ^mt.  waihr»nrPoi|if^<i  «n^^ri«U».M 
also 
Mglieh  nach  $.  13. 


♦.     1  o      *      1/    .    A    0,05     ,t  _      1     .1  ^ 
tang  2  A  =  tang^(n-f «0=^  cot^ e  =  ijoot^^  6, 

wo  nadi  dem  Obigen 

j  e=>  141«.  6r.48'.e9= mrss'. 


Nun  ist 


logcotj^  e=10«106106ä^ 
logll=  1.0413987 

loRtang^  A=  9.0637155. 


n 


.^«>=J73<.  2». 


Also  Ut 


'. .      I 


t 


|^A  =  |^  («-!-«')  =173  .33 
!         asrSlS  .  15 

•'=  31  .  31 

was  nicht  viel  von  dem»  was  wir  in  §•  14'  geftiflddki  Iwiiwp,  ab- 
weicht, wenn  man  nur  nicht  unbeachtet  läsat,  dasa,  was  »,  uf 
in  $^14.  war»  jetzt  natflriich  reafi^ctiv'e  a^,  n  ist 

Ich  halte  die  vorhergehende  Constmettonv  '^amenflit^h  In  der 
Erweiterung»  welche  ich  ihr.  flir  das  Problem  in  seiner  aligemeiii- 
sten  Gestalt  gegeben  habe,  Und  da 'sich  auch  ans  ihr»  wie  ich 
gezeigt  habe»  leicht  die  Stunden  winket  herleiten  lassen»  f&r  in 
tkeoYetlseher  iRfickslebt'i  Mn  betnerkenswerth »  gluibe  «aber  avcb, 
das»  iich  wegen  «Ihrer  Mehlcvi  AjQsAlhrbarkeit"waU.audi  maoflhe 
«weekMSssig«  Anweffdmig'  In  4c»»PMüdB  vMi.ihr  machen  lassea 
dürfte.  Es  wQrde  sich  selbst  leicht  ein  besonderes  Instrumest 
angeben  lassen»  durch  dessen  Anwendung  die  Ausf&hmng  dieser 
Conk^bfinlD  lio<^  ttiishr'  efieiehteft  w«rAe0  wirttb:  '• 

Vielleicht  findet,  si^h  der  eine  oder  andere  Leser  veranlasst, 
über  ein  solches  Instruttisol  Weiter^  nacfazudehkitai  und  das  Ergeb- 
uiss  mitzutheilen. 


'    .   ■•' 


j !  l        <>.'»,  1 1. 


I 


I 


1^1 


* 


) 


i>l  « 


".I  »«••  M  *•  •    i      '        ' 


II. 

Ueber  dtö  "Bied^g^ttiig ,  unter  weliilicfir 

-."'    ■  ''''••••»>«   IStv-'  '■  '        •-••'• 

Von  dem 

Herrn  Prpfesaor  Dr.  Hessel 

an  der  UaWerftitftt  so  Harbarg. 

'       f  • 

kl      /i       «•*' 

LehtMaiz. 

Wenn  e   die  Grundzahl   den   natürlichen  Logarith- 
meosysteflia  Istvaid  es  ^Bi^-^^üMr;  ho  i«t,  w^nli'    •'<<'^ 

*    « 

^    -    .   •    ■       -   !  » 

ist»  auch 

gleichviel  welchen  Wertb  man  der  Zahl  x  giebt. 
Beweis.    Es  ist  fi'>a;,  wenn  x.la^lx  ist,  d.  h.  wenn 

'  '•  '      •      -       -tjtf'-  .    •  '  '  '       ' 

ist 

.  -       • 

Da  adeV   diese  Ci^teicbung  für  jeden  Werth   von  'x  gelten 

sollj   so  tnass  sie  insbesondere  auch  ffir  jene  Werthe  von  x'  gel- 

*  • '     '  '         *  Ix  '      ' 

ttn,  welche  die  gtOssten  Werthe  yen   —  Kefem. 


e  _ 
♦)  V^=  1,444S68....  weil  f=8JI89S18.. 


Um  diese  zu  ÜDclen  sei 


Ix 
*»  =  »  =  ? 


Es  ist  danu 


1 


dg=  —^ — 'da  und  «Pjf 


— &r-|-SLrlar 


(Ar)* 


Seist  man 


djf  1— to_ 

dx  "7 


=0, 


«^.enplebt  man  sogldch,  dass,  wenn  \^lssiwß  ist»  a 

also  j?=e  ist  9  dass  daher  ^in  lanf^-»  also  a=^^^*~' 
weil  für  ar=s  auch 


uch 


•*? 


£r 


eine  n^ative  Grosse  ist,   der  gefundene  Werth  tod   —  =  - 
Maximum  von  —  sein  müsse. 

X 

Um  aber  zu  untersuchen,  ob  fiir  positive  Wertbe  roo 
anderm  (riel|«icbt.gr(isaqBe9)iJ)fiffi«ia.v9ii  ^  m^tYoAi 
sei 


1) 


Es  ist  dann 


/  •  • «       « 


=«  +  {,  al8oy=     *^t    . 


'      --• 


und  dieser  Werth  ist  flir  jede|i  positiven  Werth  Ton  ^  deri 
sehen  |  =  e  bis  |=qo  liegt,  sicher  Mets  negativ,  weU  Ue^\ 
also  >  1  ist. 

Es.  hat  also  beim  Waohsen  von  x  zw|sebf^n  ;r=e  bis  ji 
i^  h.  beim  Wachsen  von  |  zwischen  |=:u  bis  ^:qd»  die  &{ 
y  stets  ein  negatives  Differential,  ein  negatives WaehstliaB, 
y  nimmt  hierbei  stet«  ab ,  erveiebt  ailK»  MintA  W^iitk  — ^- 

7"*"   ist. 
>e 

2)    Ist  andererseits 


«  =  «-1,   also  y=z—-p^ 

•  t..i  ,'  ■^.     6 


J':l  J 


wobei    £  w  0  und  ^ «»  also  x  ^e  and  ^ 0  ist,  go  ist 


ond  da,  fUr  {^^.awl  ^ Ob..  auch  t{e-i-^^l€,  also  <1  ist,  so  ist 

auch  liier»  beim  W^Lcbmemvon  |  zwischeo  |=0  bis  |=e,  d.  h. 
beim  Abnehmeii  tob  x  Sfri«|cben  x=e  bis  x=sO,  der  Werth 
von  dff  stets  negativ,  also  y  stets  abnebmend,  so  dass  «  zwi- 
schen j;=:e  und  jr=0  keinen  Werth  mehi'  erreicht  >  der  ^-  wäre. 

Ix 
Es  bt  also  zwischen  x=0  bis  x=od  der  Werth  von   «=  —  , 

welcher  zu  x=€  gebM,  d«  h.  der  Werth 

X      ''  e       « 

der  grosste  Werth  von  — ,  und  es  ezistirt  zwischen  diesen  Gren 

Ix 
zeo  kein  anderes  Maximum  von  —  • 

X 

•    •    -  - 
Es  muss  also,   wenn  f&r  jeden  positiven  Werth  von  x  stets 

a'>x  sein  soll,  Ai>---*  also  o>  V"e  sein. 

e 

Was  nun  negative  Werthe  von  x  betrifft «  so  Ist,  wenn  a  nur 
positiv  ist,  ohnehin,  falls  x= — v  gesetzt  wird,  stets 

eine  positive  GrSsse,  mithin  stets 

Auch  ist  ohnehin  a^=l  also  a<>>0. 

Es  ist  also  i&r  a>V^e,  (&r  jeden  Werth  von  x,  stets  a'>x. 


Aaaerkaag.    Di*  «riekfigirteB 
Taa  X  aad  v«o  5=1  —  ~ 


HITeribe 


x=0 


=1        x=e 


ps: —  OM  «=0 


1 


I 


*wi  jr- 


5=0 


Wach- 


Sonstige  iBferessante  Werthe  mid 


i 


3r= 


•   '    .-  f 


»  I 


.  / 


t  >        •       • 


i       ••        • 


4   <•.» 


.    .    / 


.) 


1« 


»7 


in 

ITelber  drei  Hauptarten  Yon  Iiogarith« 

mensystemen. 

Von  dem 

Herrn  Professor   Dr.  Hessel 

aa  der  UiuTenit&t  zu  Marburg. 


Aus    dem    im    vorhergebendea    Aufsätze    bewieaenen    Satze 
(8iebe  Seite  93.) 


»Wenn  a^^^^)t  so  ist  fitr  jeden  Werth  Ton  x  stets 

ergiebt  sich  als    interessante  Folgerung    eine   merkwürdige  Ein« 
tbeilang  der  Arten  von  Logarltbmensysteroen. 

Man  ersieht  nämlich  sofort: 

1)    dass  es  Logarithmensysteme  giebt«    in  denen  jede  Zahl 
(Z)  grosser  als  ihr  Logantbme  (log.art.Z)  ist.  Es  sind  diese  alle 


steme,  deren  Grundzahl  a>VT  ist;   flir  diese 

stets 


jeoe  Logarithmensysteme,  deren  Gm 
ist  also  bei  jeder  beliebigen  Zahl  Z 

Z>  log.art.Z; 

dass  demgeroSss  insbesondere: 

1,1)  im  natfirlichen  Logarithmensysteme,  vro  a:^esz2, 71828... 

also  a>W 

ist,  auch  Z'^IZ  sein  mus«; 


•)     tf =2,7182818...  lind  Ve  =  1,444568 ..^ 
Theil  XIV. 


1,2)  n  Bfig^ccfcai 


»>  V7 


GroadxaU  a=V7Uit,  frddbcs  die  inkiigiditt  Eigf mi fcifl  Vt 
mtzU  daiw  M  iha  eis  LoffariltaK  oictiit,  wckber  der  zae«lh*m- 
eeii  2ttU  gleicli  wt,  nialick  der  Lopr,  da»  db« Jeder  ^ 
LoftriAse  daris  kleiner  Ut  als  die  dan  ^cliBrige  ZaU. 

9,1)  lat  nlmBeh 


1 


so  iat 

alao 

logarte=e. 

J,2)  Ist  ferner  Z=a»-*=«     ^^=e»,  aod  es  ist  jr  ^  1    asl 
nicht  =1,  so  ist  x«e<e'>  also  log.art Z<Z;  denn  wire 

4r.e^e',    so  mflsste  ^>~   m>b«    D&  buo  aber  üSr 


auch 


rf»= 


a:» 


ist,   and  demgemSss  fiir  or — 1=0,    also  für  x=  I,  ancb 

^  ein  MiDimum  (nämlich  y=e)  wird  (indem  fiir  fedes  i, 

das  >  1  ist,   beim  Wachsen  von  a   der  Werts  tod  | 

e* 
wichst,  bis,  bei  x=z  +  co,  auch  «=s  — =ap  wird,   ottl 

*     ao 

auch  fiir  jedes  x,  das  positiv  vnd  <  1  ist,  beim  Aboeh- 
men  von  x,  der  Werth  von  «  wichst,  bis,  bei  0=+—» 

QO 

ei 

auch  y=^-Y\=«>  wird),   so  folgt,  dass  fiir  jedes  po- 


ftft 


5.   '«I  •yl_:~' 

sitive  or,  das  >  oder  <lish  he\a=zy  e,  auch  stets 

Zabl>fc«.ai».  J    ^?f'  ^'^^-^  **'"  ™~- 

Da  D0II  -otAieliiii ,    fi^p    eineii   tfe^tiv^  V^erth   Ton 

*« 

X,  a^-^^^.e  ist,  so  ist  bei  a=V^  jeder  voo  +c  ver- 
scW^eoe  Lt>garitbmos  kleiner  als  die  dazu  gehurige 
Zahl : 


^h  'ji 


log.art.e=e, 
\ogMt.(€±Z)<:(€±Z). 


3)  dsss'  ^  L^gari^bmensysteme  giebt,  in  welchen  auch  Lo* 
^arithmen  exisnnnr,  die  grSsser  sind  als  die  dazu  gehörigen  Zah- 
len (neben  :eii|fii|i  4tr  :=^4fif  ^betreffenden  Zahl  und  neben  anderen  die 
^  als  die  betreffenden  Zahlen  sind).  Es  sind  diess  die  Logarith- 

meosysteme,   deren  Grundzahl  a<Ve  ist 


<  t 


Ist  4ilunlich  Qzxe^^,  also  <e'9  so   ist   ä*^==:f,  also   ; 

iog.art  .^=n.<? 


.     '-.1     •     '    V  •    .   l  ..» 


..  f 


Es  ist  aber  zugleich.  Csrjier»  bik  Z«^«rM'=^  ist,  auch 
d.h.  log.art.Z>2  «•  "^"''  "*>i-' 


>  m-' 


d.  b.  wenn  •»  'i  •  -♦  •* 

ist. 

Ist  nun  z.  B.  i&r  dp=:4  gefunden: 

«  =  j  =  ye* 


9 


so  ist,  wenn 
ist. 
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fSr  jr=4,  auch  log.«'=nejr, 

1 
log.e*=  j  e'.e.4=:e* , 

s 

00  das8  \ögZ=Zx 

y    fiSr  j:  <  4i  .  ,       .      ^  ^    « 

1.  B.  x^  *  *"^°  log.e»= j^.^.3 


60  dass  logZ>Z; 
c)    rar  a;>4l  .  ,       ,      l    ,       _ 

80  ihas  lo{fZ<Z. 
Anmerkung.    Was  das  Logarithmensystem  anbelangt,  des- 
sen Grundzahl  a^STe         <    ist,  in  welchem  Z=a''*=e'  ist,  so 

=  1,444568) 
ist  bei  ihm  fog.artZ  =«./Z,  d.  h.  man  erhält  den  log.artZ,  wenn 
man  den  Datflriichen  Logarithmen  von  Z  mit  der  Grundzahl  e  dei 
natürlichen  Logarithmensystems  multiplicirt 

Auch  folgt  aus 


dass 


und  dass 


dass  also 


Z=:10ir=rs't=i|et, 


.  e.x=(€./10).y, 

[log  .  art .  > 

%-.     Z  =  (e.nO).log.brigg.Z. 
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\ 


rh.i 


IV. 


I. 


Zur  elementaren  Quadratur  des 

Kreises. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlö  milch 

an  der  iechnischen  BildoDgtaostaU  su  Dresdeo. 


Bezeichnen  wir  mit  En  did  Cläche  des  dem  Kreiee  eiogescbrie- 
benen  reealären  iiEcks  und  entsprechend  mit  Un  die  Flache  des 
umschriebenen  regelmSsstgen  Vielecics  von  n  Seiten,  so  finden 
zwischen  den  vier  Grossen  En,  Vn»  E^y  ü^n  bekanntlich  fol- 
gende Beziehungen  statt: 


1) 


2) 


£,«=V£i..C«, 


17  ^»E^n '  t/»^ 


mittelst  deren  man  aus  En  und  ün  zunächst  E^ßk  und  darauf  Vn 
za  berechnen  pflegt.  So* einfach  diese  Formeln  an  sich  sind,  so 
ist  doch  die  Benutzung  derselben  zur  näherungsweisen  Berech- 
nung der  Ludolpb*schen  Zahl  etwas  mühsam,  da  man,  bei  n=4 
anfangend,  bis  zum  32768Eck  geh^n  rouss,  um  7  Dezimalstellen 
▼on  ^  zu  erhalten;  dieser  Umland  hat  bereits  Herrn  Prof.  Kunze 
zur  Bepjroduktioii  der  Gre^or^'schen  Näherungsformeln  ver^^n- 
lasst,  welche  schon  beim  2^ Eck  dieselbe  Genauigkeit  darbieten 
wie  auf  jenem  Wege  das  3'2768Eck,  und  es  können  die  Freunde 
einer  synthetischen  Betrachtungsweise  die  genannte  Darstellung 
gewiss  als  Muster  derartiger  Ableitungen  betrachten.  Um  aber 
anck  den  Verehrern  heuristischer  Methoden  zu  genügen,  gebe  ich 
hier  ein  Seif^ostück  zu  jener  Darstellung,  dem  man  wenigstens 
die  Kürze  nicht  absprechen  wird. 
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Um  zunächst  bequemere  Formela  su  haben ,    iShre  'vk  ^ 
reziproken  Werthe  von  En  und  ün  ein  und  setze: 

1         *  1 


Ä^*-' 


=    ün» 


3)  n— ---'    x^ 

wodurch  die  Formeln  1)  und  2)  in  die  folgenden  übergeb» 


4) 
5) 


Nach  einem  bekannten  SatM  4er  Arithmetik  darf  man 
geometrische  Mittel  zweier  Zahlen  a  und  a-^-d  das  eross 

metüKAi^MÜdsl  iiflitti««»  ^eon  Or^^iMsVAMrifei^  P«l 

eher   weniger  als  tt-  betrigt»  tfdiA-  mlangten  Grad  von 
keit  nicht  beeinträchtigt*).    Benutzen    wir  diese    von  ii 
Stelle  I7«s;^a>  E^T:^a+d  an,  ao  finden^^wir  4er.  Reih« 


*)     Es  ist  nämlich  identisch 
und  folglfch ,'  doreh  WciglaMaiig  ro»  -  il" , 


■^-•aa^>A> 


Sei    ferner  /*  der  Fehler,    welcher    begangen    wird,     wei 
ira(a-i-ä)  das  SU  grosse  ä'\-^d  ^etat,  feo  hat  man 


2^ 


V(f{a-td)  =  a  +  -d^r 


oder 


iino.daravs  ergiebt  sich  durch  beiderseitige  Quadriroo^ 

ofler,'  wenn  man  Yinlcer  Hand  ä  fär  O^d  setst  and  /" 
diis  Uttice  Seite  so  klein  wird, 

ira<\d*, 

« 

iii«raiM  folgi  der  int  Texte  beoatate  SaU,    das«  /   waa%er 

trägt. 


aJ< 


» 
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* 

*  i 

Ü^zna  +  ^d, 

*  1  1  1 
£»•=«+ jrf+ jgrf+ 32  <*» 

*  1   ,.   1   ,     1   , 
C7«.=  a+jrf+jgrf+gjid 

a.  8.  w. 

Hs  Gesetz,  nach  welchem  sich  diese  Ausdrücke  bilden,   ist 

:  zu  übei^ehen;    die  Wertbe  v<hi  v  enthilten  Imnef^elne 

I 

etrische  Progression  des  Gxpoaedieii  j   als    Faktor   von  d, 

fie  zQgehOrigen  Werthe  von  E  differiren  nur  darin  von  ieaeo» 
ibr  letztes  Glied  das  Doppelte  von  dem  letzten  Gliede  des 

Itägt    Die  gemeinschaftliche  Gränze,   gegen  welche   die  E 
♦  i 

D  convergiren,    ist  — ,    wenn  wir  den   Radius  des   Kreises 
wtzen;  s^  ergiebt  sich  den»  die  Formel 


^enn  man  flir  E,  und   U,  ihre  Werthe  setzt,    so  findet  man 
t  m  nicht  Obele  Näherungsformel 


3E.  ü. 

TT: 


iE.+  ü. 


wci  begangene  Fehler  beträgt  weniger  als  g- ,  d.   h     weni- 


als 


104 


8£.«.  ü. 


8U, 


etwas  bequemer  zu  macbeB,  boi 


Um  diese  FehlerbestimmuDg 

ken  wir,  dass  för  f>3  auch  £< 
deofalla  (7«>3  ist;  demnach  haben  wir 

8£.«.17.>8.^.3>40, 

und  folglich  betrfigt  der  beim  Gebrauche  der  Formel  6)  be|i;aBg| 

Fehler  weniger  als  jqC^ — 'E«)**    Hiernach  ist  es  sehr  leicht j 

Ludolph'sche  Zahl  schon  aus  Vielecken  von  geringer  Seit^ 
mit  vieler  Genauigkeit  zu  berechnen;  man  hat  z.  B.  ftir  f=V 

■ 

5 
Ü2M  —  £»5=0,0004731  <  jQi , 

mithin  ist  in  diesem  Falle  der  Fehler  kleiner  als 

2     25       6,2S 
40'W~  10»  ' 

woraus  Bu  ersehen  ist,  dass  man  aus  E^m  Q>^<1   '^^sa*  wenn 
tere  auf  eine  hinreichende  Stellenzahl  berechnet  sind»    acht 
tige  Dezimalstellen  für  »  erhalten  kann«    Diese  flachtifM 
tungen   mögen  die  Brauchbarkeit  der  Formel  6)  zur  &enii 
weisen. 


its 


4  <  «  I  ■ 


I   I 


I 


nerkniiff  filier  ilie  Cjunwergewa  der 

Reihen. 

Voa  4flai.    i 

Henm  Professor  Dr.  O. 'S chio milch 

« 

■n  4er  techDUcfaen  BiMnngtaBttall  «a  Dr«a den. 


(folge  eines  Theoreme«  voo  Raabe  convergirt  oder  diver- 
I  unendliche  Reihe 

lern  der  Gränzwerth  yfon 

oder  weniger  als  die  Einheit  beträft.  Man  kann  diesem 
Doch  eine  etwas  andere  Form  geben,  welche  in  vielen  Fäl- 
i|Qem  sein  v^ird.    Setzen  wir  nämlich 

3)  «»=B*"» 

Tergirt  oder  divergirt  die  Reihe»  jenacbdem 

« •       ■ 

■ 

LimJ«(e'«~'»+»-l)J 

r  oder  kleiner  ik-  die  £^beit  ausfüllt.  Nun  ut  aber 
ch 


IM 

und  folglich  der  Gräozwerdi  hiervon  gleich 

Nach  dem  bekannten  Satze,  dass  Hlr  unendlich  abnehmende  d 

Lim  — g — =  1 

ist,  Ifiast  sich  der  Gr&nzwerth  des  ersten  Faktors  bestimmen,^  indem 
man  d=ztn — ^4.|  nimmt  und  voraussetzt,  dass  die  Differenz 
tn — ^+1  unendlich  abnehme.  Di^  Entscheidung  der  Convergenz 
oder  Divergenz  hängt  jetzt  nurvtioch  von  dem  zweiten  Faktor 
Ijim{n(tu — tn^i)\  ab,  und  diess  giebt  den  Satz: 

Me  vnendlleli«  Reihe 

fto  ^  ftx  -j.  gt,  -f  e'»  + 

convergirt  oder  divergirt,  jenachdem  der  Gränz- 

wertb  VQQ  yK^-^^-h)  g'^ss^r  odf-r  kleiner  alz 
die  Einheit  wird,  vorausgesetzt,  dass  die  Dif- 
fereliz  t%'^Uk\-\  sieb  der  Oränze  Null  ttäliert 

Setzt  man  aus  der  Gleichung  3)  rückwärts  för  in  seinen  Werth 
'(««)>  so  fBhrt  der  vorige  Satz  auf  den  folgenden: 

Die  unendliche  Reihe 

ttb+«*i  +  ««2  +  «8  +  .-.- 

convergirt  odf r divergirt,  jenachdem  derGTinz* 
werth  von 


mehr  oder  wenrger  ^U  4te  Einheit  beträgt. 
Vorausgesetzt  wird  hierbei  allerdings,  dass  U — Wi^'f^"} 

sich  der  Gränze  Null,  folglich  der  Gränze  1  nähere,  aber  es 

liegt  darin  keine  Beschränkung.     Man   weiss  "nämlich ,    dass  die 
Reihe    icq  + 1^  +  «tc.    convergirt     oder    divergirt,     jenachdem 

Lim  kleiner  oder  grosser  als  die  Einheit  ist,  und  man  wird 

das    obige    Criterium    doth-  Mr    hi    deM"  Falle    anwenden,    wo 

Lim  —^  :=s  1  ist  mü  manr.  «Mi  deniw^en  jpaob  eiMv»  aiidMen 

Kennzeichen    umsehen   muss.    Mit  anderen   Worten,    dicf    obige 
Regel  tritt  erst  da  in  Kraft,    wo  die  gewöhnliche  Regel  versagt 

Wenden  wir  diess  z.  3-  auf  die  Reihe 
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*  4.1-1.   ^4. 


IK«»«« 


'1 

,  WO  ^k^zä»  ^^  ^^^  ^  ^^  Stelle 


M 


Um  \  nl(^y\  ^LimU^tl  +,7)l=V;    '  " 


r-.        .   ■!   •...      •'      1... 


•    ■      I        I 


i  MgiiQh  lioMefgii«  die  lUüw  Ar » 1,  Wie  Wlmtet  Ut 


I  f  • 


•  • 


VI, 

* 

relbunssaufffalbeii  für  filchfiler 


VoD  dem  Uerru  Profettor  Dr.  O.'  ScTiloinilch  an  der  technuchen 

BildongMnttaU  xu  Dresden. 

I. 

Man  soll  die  folgeoden  der^  Creometrie  der  Lage  angehorigen 
jienschafleD  deif  Dreiecks  und  Vierecks  beweisen  und  die  ver- 
>ge  des  Princip»  det.  RMlprocil&t  Uuieii  eatsprechendcn  Corre- 
e  auktellen« 

1)  Von  einem  Dreiecke  aöc  sind  die  3  Selten  ao^  bc,  ca 
riangert,  bis  sie  eine  willkühriicli  ausserhalb  gezogene  Gerade 

iD  den  Punkten  p,  q,  r  schneiden.  In  jedem  der  Punkte- 
Bteme  {a,  6,  o)»  (b,  c,  q),  (e,  a,  r)  construirt  man  den  jedesma- 
en  vierten  narmonischen  Punkt,  welcher  zwischen  die  zwei 
i&er  zversi  ji^eMBotto  Punkte  (lUU;  heimsen  &,  b',  a*  die  so  ent- 
indtnen  dr«i  n#uen  Pnnkle,  so  sebteiden  sich  die  Geraden  aqf, 
\  c&  in  einem  Punkte.    ••  . 
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9)  Die  vier  Seiten  ab,  be»  cd,  da  eines  Vierecks  sind  ver- 
l&ngert«  bis  sie  eine  wilikffhrlich  ausserlialli  gezogene  Gerade  »9 
in  P»  9»  r»  «  schneiden.  Constmirt  man  wie  vornin  die  zugeliu- 
rigen  vierten  harmonischen  Punicte  a%  V,  &,  d'  %vl  den  Panl^te- 
Systemen  (a,  b,  p),  (b,  c,  q)^  etc.-  so  bestimmen,  dieselben  dn 
ViereclE,  dessen  Gegenseiten  a'6^  e'd'  und  6V9  d'a'  sich  in  zwei 
Punkten  /  und  g  der  wilikflhrlichen  Geraden  uo  schneiden;  za- 
gleich  liegt  /  mit  a  und  c,  g  mit  b  nlid^dl  10  einer  Geraden. 

3)  Sei  wieder  abcd  ein  Viereck,  h  der  Durchschnitt  von  üb 
und  cd,  k  der  von  be  und  da\  veHfitagert  manr  die  dri^i«  Diagona- 
len  ac,  bd,  hk  des  so  entstandenen  vollständigen  Vierecks  bis 
sie  eine  willkfibrlich  ausserhalb  gezogene  Gerade  uv  in  p,  q,  r 
schneiden,  und  constmirt  in  den  Funktesystemen  (a,  c,  p), 
(b,  d,  q)^  (h,  k,  t)  den  jedesmaligen  vierten  hatmonischen  Punk^ 
welcher  zwischen  die  zwei  immer  zuerst  genannten  Punkte  fallt, 
80  liegen  die  entstandenen   drei  neuen  Punkte  in  einer  Geraden. 

Weiche  schon  bekannten  Sätze  folgen  hieraus ,  wenn  man  die 
willkfihrliche  Gerade  uv  unendlich  weit  wegrücken  läast? 


1)  Man  soll  einen  gegebenen  Kegel  mittelst  einer  Ebene  so 
durchschneiden,  dass  die  inrer  Fläche  nach  grosste  Parabel  da- 
bei zum  Vorschein  kommt* 

■  »  ■  ' 

2)  Einen  gegebenen  Kegel  mittelst  einer  Ebene  so  zu  durch- 
schneiden, dass  der  Rotationskörper,  welcher  entsteht,  wenn  man 
die  als  Parabel  vorausgesetzte  Schnittfigur  sich  um  «hre  Achse 
drehen  lässt^  den  grossten  cubischen  Inhalt  bekommt. 


'  •     ( 


'  I  < 

Arithmetisches  .Theorem.  »^ 


n  *   .     ■ 


S^i  N  eine  beliebige  ganze  Zahl    und. In  ihre  PrimfiU^toreD 
zerftlilt,  so  dass  man  setzen  kann:  *  '  . 


«  1 1 


2V=a«^/»cr..^,;    .  ' . 


I        I 


seien  ferner  P^ ,  P^, ....  Pn  die  relativen  Primzahlen  tn  N-,  welche 
kleiner  als  iV  selbst  sind  (P|  =  1,....A»=:JV— l),  sfl^gikifir  die 
Summe  ihrer  mten  Potenzen  die  Formel 
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P,"  +  P."  +  Äi?"  +  4..  +  P,"- 

=  — r-i  iV"1Hl  r--,)  0  -r)  (i— ^)— 
+  ^«ti  B,  V— «^(l-«)(l-6)(l-ci 

-  jm,  fl;,iV«-l{l-a^(K6»)a-<^  .- 


i    • 


Hier  bedeuten  nti,   ms, die  Binomia|koefBzieiiteD  des  ganzen 

Eu!Cf>oneuten   m,  ^,  B^ die  BernoulU'schen  Zalileo  der  Reiiie 

nach. 


.  I 


IV. 

Lehrsatz. 


Wenn  y=/'(ar)  die  auf  rechtwinlclige  Coordinaten  bezogcfne 
Gleichung  einer  ebenen  Curve  bezeichnet»  welche  sich  ins  Unend- 
liche hinaus  erstreckt  und  immer  mehr  Von  der  Absdssenachse 
entfernt  [/'(od)=qd],  so  ist 


^:^V[/^(Ä+|)]«_Ä« 


M      ' 


die  Gleichung  einer  asymptotischen  Curve  zur  ersten;   h  and  h 
bedeuten  hier  willkührliche  Con^tant^n.    FQr  3f=— :r    z.  B.   wird 


;:   1    •    f. 


1?^/^ 


(A+|)^^A> 


und  diess  ist  die  tileichung  der  Hyperbel  als  asymptotischer  Curve. 
[Der  Begriff  der  Asymptote  ist  hier  verallgemeioert  und  als  rela- 
tiver genommen;  zwei  Curven  y=^(jr)  und  y^t^(4r)  beissen 
a83riiiptotische»  wenn  y^y*  fllr  unendlich  «Wachsende  x  gegen  die 
Gränze  Null  convergirt] 


Man  soll  die  nachstehenden   Formeln  ableiten»    welche   zur 
Berechnung  der  Ludolph'scbe»*ZftM  sehr  bequem  sind : 
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ferner 


24.,      S  1    .  -24   1 


3  10  +  3!510«+ ' 


66 


2   2     .  2.4  /  2  \* 


+  ]rö''"*^3lÖ0  +  35V,W  ^■'■*' 


28 


3Vl00y"'"3.5U0«J/   ^ 


Zfmh  ...  2  Z'  144  ^  ,  8.4/"  144  V  , 

100000 '  ^  ■*■  3  uooo()o>/ + 3.5Vioöööoy  +••• 


Aufgabe  n*) 

von  Herrn  O.  Bermann,  Kandidaten  de«  höheren  Lehramta  %n 

Coblenx. 

1)  Die  Spitze  eines  eine  Kugel  vom  Radius  r  umhüllenden 
Kegels  hat  die  Entfhrnung  d  vom  Mittelpunkte  derselben.  Wie 
sross  ist  der  Kubikinhalt  des  tfuteerhtüb  der  Kugel  liegenden 
Theiles  4es  Kegels? 


I  < 


1     r* 


2)  Ein  Planet  vom  Kadi^^s  r  hat  die  Entfernung  d  ven  der 
Sonne  9  deren  Radius  wlr-nit  J$  befeiehnen  wollen.  Wie  gross 
ist  der  Inhalt  des  ausserhalb  des  Planeten  liegenden  Theiles  des 
Kebnsckatterite^la  S 


Resultat:    o"  ~j~  ^5 

6    d       R — r 


/.    'i. 


3)  Eine  Kugel  Ivoa  Radkis  r  P^f^  ia  einen  geraden  abce- 
stumpften  Kegel.  Der  Radius  des  Berfihrungskreises  Ist  p.  Ko* 
bikinbalt  und  mantel  des  Kegels  2u  bestimmeiL 


1 1  1 


Resultat:    jw -^4r«— p«). 


I    • 


r'i 


nr 


*)    Der  Einsender  glaubt  In  den  drei  folgenden  Aufgaben  Das,   vai 
tie  aein  wollen,  aafgeatelit  au  halben« 


»   j 


•  I 
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Iseellen. 


rf^teiA- 


Ueber  ein  Integral  in  Ealer'ft  Theoria  motus  corporum 

solidorum    seu    rigidorum. 

Von  Herrn  Doctor  J.  P.  Wolfert  co  Berlin. 

In  $.  723.9  Pagi.  202.  voo  EulerB  theöria  motus  corpo- 
rum solidorum  seu  rigidorum  wird  als  Integral  des  Diffe 
rentials 


.     810 1  V^l-  Ca+2CZ>co8/—  dl + Ifi)coaP 
folgender  Werth  angegeben:- 

^  =  £+arc.s.n.^ -^7— J' 

wo  £  eine  Constante  is^.  Dieses  Integral  scheint  nicht  richtig 
zu  sein 9  wie  man  auch  durch  DiCerentmtion  sehen  kann,  indem 
man  daraus  nach  einiger  Umformung 

— d?(<:— />co8i) 
sin/.  V  1  — (i+C«)cos/2+2C/>cos/— />« 

erhfilt.  Uro  nun  das  oiben  gegebene  DlfferentiaU  weiches  man 
auch  so  sehreiben  kann: 

.,  — <I/(C— Z>cos/) 

sin/.  V  sin/»—  (C—  />cos/)* 

zu  integriren,  bin  ich  folgendermassen  zu  Werke  gegangen. 
Setzt  man. 

C— />  cos/ä=  X  (/>- Cco^/) , 

wo  L  eine  neue  Veränderliche  ist,  so  erhält  man  hieraus; 

und 
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und  weoD  man  diese  Werthe  bi  das  gegeiicae  Differenfial  snbsti- 
tuirt,  nach  einiger  Omformong: 


Um  nuD  ferner  die  Integratioo  zn  ▼ereinfacben ,  setze  maD 

L«=j:  und  0^'^0t=it^, 
wodurch 


wird.    Endlich  setze  man 

Vi  — (l+a*)^=x,    woraus  *=TXiä  und<te=-Tqr— j        folgt, 
und  wir  erhalten 

also 


i=£;  +  arc,tg-^^^. 


Nnn  mnss  man  noch  von  z  nach  und  nach  zn  den  ursprflnglicbeo 
Veränderlichen  zurückgehen»  und  es  wird  demnach 


_  V8in/«-(C-/>co80»      V  1— CH2COcos/-(i+/?«)co8f«. 
~  Z)-Ccos/         "  D—Ccoäl    .  ' 

also 


i=  Ä+arctg.  (^— ,2»_C!»os< ) ' 

WO  £  eine  Constante  ist.  Durch  Differentiation  kann  man  sich 
a  postetidii  leicht  dberzeügen ,  dass  dieses  Integral  dem  gc^be- 
nen  Differentiale  entspriclS.-  •  ^ 
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4  .       /  \ 

V  J 


TUM.. 

Vntersachanflr  Aber    die  Form  eines 
fViirzelausdrackes  der  C^leichun^  des 

Uten  CHrades. 

Tob 

«     «    «  •  • 

Herrn  L.  Mossburger, 

.Lebrer  der  MatheoMtik  an  4er  kaotoneMlMla  wk  Aaraa. 


Es  sei  allgemein: 


it 


die  Gleichung    des    nten  Grades,    worin   a^tü^t o«    bekannte 

Coefficienten  ;siod.     Im  Allgemeinen  soll  zwiscben   di^en  Coef- 
ficienten  keinerlei  Bezie^ang  stattfindet.  ^      *  '  ) 

Nehmen  wir  ^zuerst  den  specielfen  Fall  an/  dass  alle  Wur- 
zeln der  Gleichung  (1)  einander  gleich  seien ,  so  ist»  wenn  af  eine 
solche  Wurzel  bezeicnnet: 

n 

Auch  lässt  sich  in  diesem  Falle  die  Gleichung  (1)  unter  nächste« 
hender  Form  darstellen: 

=«»  +  »t^"?^*+«i^*J^*+ +«r«-tar«+(i«-iJr+a«=0 (2) 

Differentiiren  wir  die  Gleichung  (2)  (n — l)mal  nach  einander,  so 
erhalten  wir: 

Thcil  XVI.  » 
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F(^)=«(*+-^y 

=n!t»-^  +(«— l)fl,Ä^H  ("—2)  o,«^*+.....  f  2fli»_,«+ «i^.i=Ä,(3) 


,m-a 


=n  (n  - 1)«"  -«+  («— l)(n  -2)01«^»+ . +2.1  *^-,=0.....  (4) 


F«'(«)=fi(ii-l)(ji-2)  (x  +5)"' 
=«(n— l)(n— 2)*"-»+("-lX«-W«-^Oi«"-*--+3-2.1flii-i=*CS) 


F^»)(ar)=«(n- 1)—.  64  (*+5')  «*«(»»—<)  .••»•**■ 

+(« - l)(«—2).....4Aiijr*+(n—2)(ii-3) ....... 3.2o,af  [ ••(•' 

+  («— 3)(n— 4).....2.l<%=0 

I 

+  (n  —  l)(n— 2)-...-3.2flia:+..+(ii-  2)(»«-^) 2.  t  •«» = Oj 

fXii-i)(j?)=it(«-l)....3.2(a?+^)=ii(n— l)^...3.2a 
+  (n-l)(ii— 2) 2.La,=0 

Da  in  den  Gletdumgen  (1),  (2),  (3),...^)  die  Ausdrücke 

.....«(n  — 1)  ^..  3.2(4?+^) 


(8) 


fiir  dr= ^  zu  Null  werden,  ee  hiOssen  auch  die  respective  die- 
sen Ausdrücken  gleicbgeltenden  Ausdrücke: 

Ä*+aia:"-*  + -f  a»«*f  <M> 

n  «■-**+ (n  —  1)  «i  Ä«--*  +  ...^  +  2  o«-«« + On-i , 

n{fi— 1)  J?"-*+(n  - 1)  (n  -  2)i^  «•-»+.......••  +  a2.«i^4r  +  W.««-«. 

m 

i 

«(ii-l)....3.2.ar  +  («--l)(ii— 2) 2.1fli 
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t&r  ix^—t^  m  is^]l.  wem^t    rPurVb  die  »Kf  «»aiid^  fotgflide 

•tSbbvtitiitifHi  »voD  h3  sMt  »44 1^.<7),  (»)» ....(^,  (l)6rliftHiDao».Mr0iiii 
der  Kürze    neg^ii    die  Resultate    dieser    Substitntton6n  mtch 

Nehmen  wir  nan  wieder  an»  die  GleichuDg  (1)  habe  laoter  un- 
gleiche Wurzeln»  ihid  «s  bA  <^"eiile  solche  Wurzel,  so  wird: 

A  -.   .\      .  •   •    .'  !       ■   •    «)<!'•, :mv  *- 
a?'==;— —  f9i<«i»««»0», oji (10) 

Mla.  Di«  in  ^let  Klmninei;CMbfle«£UoM<ineikCoelB«ieQtW'  wevdeti 
in  verschiedenen  Potenzen  und  Verbindungen  mit  c^ina,nder  vor- 
kommen, und  diese  Verbindungen  und  CottffictMmi  ^ -Potofacieft 
werden  wiederum  in  verschiedenen  Wurzelzeichen  eingeschachtelt 
sein.  "         f  '         \ 

Es  sind  aber  nachstehendeEigen^chaften  des  im  Funktionszeichen 
Ol ,  entbalt^neii  Ausdrucks- (}0)  |i|qcfa  qhi^.,)FFei^erie  BeweisfSfaniiig 
ab  gültig  vorauszusetzen :  /  ,\      \         '^        \ 

'1)  MuVs'sich  der  unter  d^'ni '  f*ii^kt((Aiszdfcben  vgii  'Be^riiFenie 
allgemeine  Ausdruck  in  Nr.  (10)  auf  alle  moglicocni  fl|>ec6eRen  ffÜlUe 
anwenden  und  reduciren  lassen,  wenn  er  ßlr  den  allgemeinsten 
Fall  (nämlich'  liir  deii^  wo  alle  Wur^a^Mi  ungleich  sind)  gültig  sein 
soll.    Darauf  fo^  ,V  j    \ 

2)  dass  sich  auch  der  in  Nr.  (10)  gegebene  Ausdruck  auf  den- 
jenigen Fall  züHIckQihren  lassen  muss ,  in  welchem  alle  Wurzeln 
ats'  gleich  angeilomtten  werden ;  Ib  diesem  t^kÄö  reaucif  t  l^iiH  Über 

die  Wurzel  der  Gleichung  (1)  aufar'= -l  mithin  muss  tö'der 

V^Mwissetzung  j^eicbet  Wtfrti^A  dii  ^unkflon  9^  üa,,  o«,  %,.... a«) 
verschwinden.  Nun  fiisden  aber  ßk  diesen  Fall  nur  die  Bedingungs- 
glelcbnngen  (9)  statt,  und  keine  mehr^  und  keine  weniger;  würde 
DUO  der  Ausdcuck  J^  t^N*^  ''t»  <is»-^*^  dadurch,  zu  Null,  dass  an- 
dere CoefBcienten- Funktionen  als  die  in  Nr.  (9)  oder  wenigstens 
solche,  in  welchen  die  in  Nr  (9)  nicht  als  Faktoren  enthalten  wä- 
r^n,  tiebiAt  jenen  in  Nr.  (9)  tu  Null  wurden,  oder  einige  Von  de- 
nen in  (9)  vorkommenden  ^ieb  nif:bt  auf  Null .  nedsciren  liesseo^ 
so  entstünden  im  ersten  Falle  zwischen  den  CoefÜcieDten  Oi,  a^„, 
...Ok  Gleichungen,  die  der  Voraussetzung  gleicher  Würzen  nicht 
gerfügen  ^vfiroen,  well' im  i  4ler  in '(9)  aufgestellten  dieser  Vbr&us* 
Setzung  genfigen;  im  ändert  Fall6  würden  einige  der  ßezieliunes* 
glelcbungen  , mangeln,  ,die  in  (^)  ala  .notkwendigc  B^ii^nsj  glel- 
cner  Wurzeln  dargestellt  sind.  Au6  diesem  allem  gcft  Servor, 
dass  die  in  (9)  enthaltenen  Funktionen  aUe  in  dem  Ausdruck  (10), 

8» 


in» 


der  unter  dem  Fonktionszeicben  begriffen  ist,  vorkomnien  mÜBseD, 
Widrigen&Hn  der  allgemeine'  AosdrQ^  «iner  Wtirzel  von  einer 
Gleichung  des  nten  Urades   mit  n  verscliiedenen  Wurzeln,  nicht 


auf  den 'Spedellen  Fall  von  n.gMeheniWarz'eln.rediKiKt  werden 
konnte,,  das«  al^o  die  Wurzel  x*  der  Gleichuiig  (1)  unter  der  Form: 

^=-l+«  K-?H -?M- SV^^K-^)! '"> 

begriffen  «eiox  muas. 

Um  einige  Anwendungen  voil  dem  eben  be^ieseneif JSatze  ab 
Erläuterung  zu  geben,  so  sei: 

l  F(:r)=a:*  +  aj«+ai3;:0 

die  gegebene  Gleichung.     Hier  ist 

jP(Är)=:2x4-ai=0. 

'Dies  'giebt   d^tm-^-^;  dieser  Wertb  von  j?  in  der  gegebenen  6ld- 
.cbung  subs^tuirt ,  giebt : .  .    ..  '  i, 


■    .  t 


.(-i)=v-^. 

Es    ist   aber  in    dlcüsetti  Belsplde  n=s3,   also    ik^^isO,  ako 
F("^«/_jy=J?/—j);  folglich  b^t  nach  Nr.  (11)  der  Wurzel 

werA  af  die  Form: 

.    •  „•        '  "     .«     .'  .  ■  . 

y=-|+„,  Jf(-}))    oder^=-f+v,;j^*-a,|  , 

-j  —  Oj     übereio- 


w 
stimmt 


I.  I*.   / 


II.  F\x)—9^\a^9!^'^ß^p^\at^^ (s) 

Hier  ist  rGp)=3j^  +  2o,.*+a,=0.    ,..,..  (6) 
F'(«)3B6«+«ais=0.     .  .' (e) 

•  •  4  I  .  "     i  *  •  1 

•  '  •  I  • 

Aus  der  letzten  Gleichung  erbalten  wir  jr';^  ^% ;    (lieser   Weitb 
von  m  in  (o)  und  (fr)  substitdirt,  glebt: 


•  r 


Nun  ist,  trenn  man  in  Nr.  (lU  n:s=L%  setzt,  n— -^==l,"ii— -3=0; 
folglich  ist:    .  .  ^' 


I     I 
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aber  die  wahre  Wurzej  dier  G^dchung  (a)  Ut 


•"T-J* — '       .<  '  ;    1^      NU,!!  ,h,.!  ,- ;j.fi    f.'    Vit  ^   -— 

iT--)+V(^-¥-*.Ka-«.)- 


*  1*    '• 


^-hVc^-^^y-^^^r 


'.  'ji 


Aus  der  Vergleichung  dieser  Ausdrücke  zieht  man  dieiUeher- 
einstimmung  der  darin  enthaiteoeD  Funktionen. 

Sind  In  der  Gleichung: 
Fla:)=Ä«+ai.t?^»  +  aai»-»+ +  ai.4^r«+a,-iar+a,=0...(l) 

n  *- 1  lyrleiöhe  Wuraeln ,  und  ist  o  eine  der  gleichen  Woraelji,  hin  - 
gegen  k  diejenige,  weidie  mit  den  äbtigen  Wurzeln.  oidktgfeUfh 
ist,  so  wird  die  CSeichaDg  (1)  unter  dieser  Voraussetzung 'iui  :  > 

Differeutiiren  wir  diese  Gleichung  (n— 2)nial  nach  einander/ so'  er- 
halten wir: 

= i«r»-H(«— IM  *^H(rt-^  2)ajar»i-H-.-.+2ö»-4a?+a,^-i=dff. .  ...(3) 

F^(x)Ä<i^-r,  IX«-  8(0?  +  «)«-^».<a^ +Äi)  +a(»^  iXx  +  o)^«  I 
==n(n-l)a*-«  +  (n-l)(ii— 2)ciijr«i-»+ +2.1a«-a=0....(4) 

F*(i)=i:(«-l)(«-«X»-3)(«+a)ii-4(«4H»,H4(ii-l)(«^9)(*fHt^ 
=n(«-l)(«-2)a^»+(H--IXn-2)(it-5)fl,a:i»-*+..+3.2.I««_iid(lV(5) 

: 

m 

»*^»»(a:)=(«-l)(n— 2)....4.3(ar+«)^a:+tti)   •    ' "'     ' 

+  («  — 3)(«— l)(«~2)(ii  — 3)....^(*+*)» 
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f 

\       • 
\ 


=«(ii  - l)(ii-r»- 4.ar»  +  (n^t)in^9i) .Sa^  ^  ) 


=ji(n-l) 4Ax*+(n— l)(n— 4) 3.2«!^  1        ^^ 

+  (»-2)(«-3) 2.1.fl,=d  f«w.«^.. 

Da  Ib.  den  Gfelehimcen  (3),  (31...^  dio  auf  der  fiaken  Seite 
4«r  Gkicbbeitueichea  befindiidien  Tbeile  filr  iv?^— a  m  ^qU 
werden.  Weil  alle  Glieder  den  Faldlor  :r-fir=0  habeil,  ^  .i»üK8f« 
auch  die  auf  der  rechten  Sdte  des  Gleichheitszeichen^  'liefiiidli- 
chen  Theile  zu  Null  werden.  Der  Werth  von  a  be8än|mt  sieb 
aber  ans  der  Gleichung  (7),  welche  sich  auf 

Y^%){^\^ft{n--i^aß^{f-\i^,^^  V  .,.  .48) 

reducirt. 

Bezeichnet  man  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  mit  a'  und  tf*. 
se  erhilt  man:  '  -> 

^^^       n-l '  ^        ^j 

"     V«»    «     »-1 

Eiser  dieser*  Werthe  Tom  m  aiiMi  d«vGlniehungen^)yt(3)l.'..(7) 
befciedtnea,  wall,  wie  wir  soeken  gesehen  haben,  jede  beweiben 
eine  Wursel  jrs^^«  hat,  und  einer  dieser  MEden  »¥enlie>gleidi 
-*a  sein  muss.  Wir  nehmen  nun  an,  c^  sei  der  Werth,  der  dieM 
Eigensobaft '  besitzt,  also  gleich -i-'a  Ist,  so  erinAeii  wtt  afcis  (2) 
(3) (7)  durch  Substitution  folgende  Bedingungsgleichungeo: 


#l(aO=0,F'(«')=Ü,F'(«')  =0, F— 3)(«0==Ö (10) 

WSre  aber  o^ss-*-«,  s^  Mitten  »ir  ^iien  190: ;. 

\  1   «     ■  I    '.        .      .       .      .   ^ .  I  •.•-•• 

Die  Gleichungen  (10)  und  (11)  können  nicht  gleichzeitig  statt- 
finden, «4reii  .nur  eioe'der  beiden  GrOssen^  ^  und  ta^  gieidi -«'ff 
Mfm  Vmn\  finden  daher  4in.i^  (10)  statt »  so  sind  die  in  (II)  un- 
gifitig,  und  umgekehrt. 

Nehmen  wir  nun  wieder  wie  in  $.  1.  an»  es  seien  lauter  uo* 
gleiche  Wurzeln  in  der  Gleichung  (I)  vorhanden,  und  hezeichoen 
mit  x'  eine  solche  Wurzel ,  so  werden  wir  be%veisen,  dass  der 
Aitsdnick  (fir  die  Wurzel  x'  folgende  Form  hat : 
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i<-?)'K-?)'K-?)-'^"(-?X 


../»-^jlFN-aV).  FC*-3>(«^]' 


In  diesem  Ausdrucke  beseichneD^^y/]^/^,/^»..«/«^  eiostweiUp» 
«nm  Tbeil  noqli  uobestiuuate  FonktiooeD. 

SebliesMD  wir  wieder  wie  in  §.  1«,  so  nnies  sieb  der  Ansdrock 
(IS)  Mf  die  spedelleii  Fälle  redactreo  und  anpeesen  lassen, 
wenn  er  für  den  eHgeneinsten  Fall  tang^b  sein  soM,  also  so- 
weht  aof  denjenigen,  in  wetehemii— 1,  alsanehauf  jenen.  In  welcbem 
n  gleiche  Wurzeln  vorkommen.   Im  letzten  FaUe  ronss  er  alcb  auf 

^^ — H  '^^^^^f  dieees  kann  aber  nach  $.  1.  niir  statt  finde», 
wenn 

selbst  Funktionen  von  F  (-j)'  ^("  ?)'  •'^*"'^(^?) 
sind;  im  ersten  Falle  muss  aber  entweder  den  Glelchmigen  (10), 
oder  aber  jenen  in  (11)  genflgt  werden;  da  aber  sfeci^e  Fälle 
eintreten  kOnnen,  wo  0^=  — a  ist,  so  wie  auch  wieder  andere, 
wo  0^=:— a  ist,  so  muss  der  alleemerne  Ausdruck  in  (18)  so 
beschalen  sein',  dass  er  sich  sowohl  auf  den  einen  als  auf  den 
andern  dieser  Fälle  anpassen  läset;  dies  kann  aber  nur  dann  ge- 
schehen,! wenn  fT[«0  und  FUf) ;  jP(o')  und  F'(0  J  ^'C«0  «n^  ^(O; 
II.  s.  w.  In  einer  solchen  Verbindung  vorkommen ,  aass  dadurch  sowohl 
für  o'ss— -a,  als  fflr  o'z: — a,  beziehlicb  den  Gleichungen  (10) 
oder  (11)  genüfft  wird.  Diese  Verbindungen  können  aber,  wie 
leicht  ersichtlicn  ist,  keine  anderen  sein,  als  F(aO.  iF(fl^>» 
F'((/).F{a"),F'(i/).  F'((0>  tt»-w-  Würde  nun  eine  einzige  Funktion 
dieser  Produkte  in  dem  Ausdrucke  (12)  nicht  vorkommen,  oder  andere 
Funktionen  aU  solche  dieser  Proaukte  vorbanden  sein,  bo  würden 
bei  der  Voraussetzung  von  n-^l  gleichen  Wurzeln  (und  zwar  so* 
wohl  fiOr  afsz-^a^  oder  für  t^^ — a)  zwischen  den  constanten 
Coefficienten  der  Gleichvne  (1)  Bedingungsgleichungen  entstehen« 
die  filr  0^=— a  den  Gleicnongei»  (10)  una  fflr  0*= — a  den  Glei- 
chuneen  j^i)  widersprechen  würden.  Weil  endlich  bei  n-^l 
gleichen  Wurzeln  der  Ausdruck  im  Funktlonszeicben  0%  der  Glei- 
chung (12)  nicht  Null  werden  darf,  und  dennoch  die  Gleichungen 

/itF(«0.F(OI=0./yF'(«0.P(O) =0,ÄtF'(«0.F'(iO}=0,l 

,../-„_,(F«-8)(oO.F(»-8)(«^|=0  j  -.(I») 


•  M..I 


wie  wir  soeben  gezeigt   haben,  für  n  —  1  gleiche  Wurzeln  statt- 
finden müssen,  so  müssen  diese  Produktenfunktionen,  die  in  dem 


12t 


Ansdnicke  (12)  durch  eine  besondere  Klammer  eingefaest  eiid,  d«|| 
daeZeicheii(-f  )oder(— )  (odermlt beiden ntch einander, wetldieGti  * 
filr  das  Vorhandensein  von  jedem  dieselben  sind)  mit  dei  andcn^ 
kommenden  Funktionen  verbunden  sein;  und  nicht  divck  ildt 
kation,  oder  durch  Division;  denn  wiie  diese  eiog^bmae 
Summe  von  Produktenfunktionen  durch  Mültipiikadon  imit  deft 
dern  vorkommenden  Funktionen  verbunden,  so  wflrd^m  Fall 
it-*l  gleichen  Wurzeln,  wegen  der  Gleichungen  in  No.  (13), 
Ausdruck  im  Punktiopszeichen  m^  der  Gleichung  (12)  t< 
den,  was  offenbar  nicht  sein  aarf;  wSre  aber  jene  Pi 
summe  in  (12)  mit  den  andern  dort  verkommenden  Fnokt 
durch  Divisiou  verbunden,  sp  wjiirde  der  Ausdruck  im  Fuokt 
zeichen  g>^  Im  Fall  n^l  gleicher  Wurzeki»  we^n  No.  (13), 
endlich  gross,  was  ebenfalls  im  AJUgemeineD  .nicht  seu  b 
mithin  kann  diese  Verbindung  nur  mittelst  der  Zeichen  (+) 
(*-)  stattfinden.  Oass  fibrigens;  diese  andern  Funktionen, 
welchen  jene  Summe  der  Produktenfunktionen,  wie  so  ebesj 
wiesen  wurde,  durch  (-f-)  oder  (— )  verbunden  sein  messen,  U 

anderen  als  f(-^V  '''("■S')'*^('"?^)'*  ''^*"K  I 
sein  dflrfen,  wurde  schon  zu  Anfang  dieses  ParaflTaphen  enrk 
auch  folgt  dies  unmittelbar  aus  dem  Beweise  in  §.  1.  Aua  di 
allem  gent  hervor,  dass  die  in  der  Gleichung  (12)  aafi^« 
WurzeDform  einer  Qleiehung  des^  fiten  "Grades  den  Anforder 
und  Bedingungen  ton  n  und  i^^^l  gleichen  Wurzeln  doi 
Genüge  leistet 

Wir  wollen  dieses  in  einem  Beispiel  zeigen. 

Es  sei  wieder  die  Gleichung 

gegeben,  so  haben  wir  wie  in  §.  1. 

F(ar)=3jr*+2#iidc  +  <i2=0 

Die  Wurzeln  a*  und  a*  dieser  Gleichung  sind: 


j?=:tf'=r 


:r=«*. — 


I   * 

1-     *f^    m         II  I I I       >  ^ 

s  +  v^V^-*^'/ 

3      V3  V  -S—"« 


Werden  diese  Werthe  nach  einander  in  (a)  eingeführt,  so 


man: 


^■'^>=<n-^'-.h^("^-.n 


'^""'=-[(=^-¥-0-sÄC^'--)'] 
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folgiiMi  iirt 


.1  >. 


arid  F^--y^=^-3-  --^-«»- 


Setzt  man  aber  in  No.  (12)  n=39  nnd  wendet  beide  Zeichen  (■{•) 
und  (*-)  an 9  so  kommt: 


oder 


x'= 


-y+«^  lv"3 — -2f--«»;+A  j^^-5 — »- «B^  -^yr-"*)  \ 

Dlete.Form,  vergliehen  mit  der  irabren Wurzel  derGlekbang    : 
(a),  welche  am  Ende  des  §.  1.  beigefögt  ist»  lässt  leicht  die  Ueber- 
einstimmung  beider  erkennen»  .wie  fibrigens   die  Funktionszeicheo 
^  und  fi9  so  wie  die  fiii  Nermer  vorkommende  Zahl  %  bestimmt 
werden»  werden  wir  gegen  das  Etider  dieser  Untersudwng  neeh  sehen. 


I  • 


J.  3.  ^       •    t 

Wir  haben  in  §•  2.  die  Beschaffenheit  einer  Fanktion  zu  be- 
stimmen angefangen »  welche  dieselbe  haben  muss »  wenn  sie  dazu 
dienen  soll »  einen  Wurzelausdrack  einer  Gleichang  des  nten 
Grades  mit  lauter  ungleichen  Wurzeln  darzustellen.'  ^is  jetzt 
sind  von  dieser  Funktion  noch  keine  weiteren  l^dstulate  vertangt 
worden,  als  dass  sie  sowohl  jedem  der  einzelnen*  Fi^le  vqp  n» 
und  von  ii-*l  gleichen  Wurzeln  insbesodere«  aU  aiich».b^l4^Q -zu" 

SIeich  Gendge  (eiste,  üas  Gesetz  der  Bildung  der  Wurzelzeichen» 
ie  in  di^s^n  Funktionen  vorkommen»  wicd  einstweilen  ganz  un- 
berücksichtigt  gelassen.  Wir  gehen  daher»  äbf^eseb^n^vo^  diesem 
Bildung»eesetze»  zur  Bestimmung  der  Erfofderhisse  flbefr,  wo  n^ä 
gleiche 'Wurzeln  in  einer  Gleichang  des  nten  Grades  vorkommen» 
uud  untersuchen  den  Einfluss  der  sich  ergebenden  Resultate  atrf 
•die  Be^öbaffenheit  (t^r^Funktioh,  Welche  den  Wurzelaas<)Tiick  der 
Gleichung  des  nXen  Gracles  mit  n  tongleichen  Wurzeln'  d^rs'tejlt. 
Zä  diesem  Zweck  nehmen  iKir  an,  es  seien  — a^  und '-^1x3  die- 
jenigen zwei  Wurzeln»  welche -weder' unter  sich»  nochraft  ii^end 
einer  der  übrigen  Wurzeln  gleich  sind,  — er  bezeichne  eine  der 
71—2  übrigen  gleichen  Wurzeln  der  Gleichung: 
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Zufolge  der  objgBn  Aonf^me  gdht  diese  GMoiiiing  fijber  in: 

Differeotiireo   wir  diese  GleichnDg  (n — 3)iiial  nach   etnaader,  ao 
erbalte», >irk:  . 


"         r. 


P(«)=(n— 2)(*+«)i^»|a«-K«»+«%)«+«i«%}+(*+«)*-»t4«+«%+«%»    I  «v 
=im:^»+(»»— l)«i«*-*-K«-*-9)Oi*V»+ — +«*i-i»+ir,-i=OI 

^  •  »  y  • 

i 

\  .      '  ? 

F^^)(x)=Ci(x4a)9+C^(a  +  a)<+  Cito  +  «)• 

=n(it— t)...-6.ar»+(n— t)  («-2) 5.ai^+(n-2)(n— 3). — 4.<%ar«| 

«••(n--l)......öir*+<ir-.l)(«-2) 4«i»»  '         / 

+(it— 2)(«— 3)......3iiiJ?*  +  (n-3)(n-4) — 2a,^        ^^ 

+(ii— 4)(n— 5) 2.1.0«  =30  ' 

««(fi— l),^4jf»4.(n— IK«— 2) Sajjf^  |  — -(7) 

+  (« — 2)(n-3) 2a^x-Ktt  —  3)(n  -  4) ...Äi,  =0' 

In  den  drei  letzten  Gleichungen  bezeichnen  AuA^A^^Bi» 
u.  8.  w.  die  CoefBcienten  der  Potenzen  von  x-f «»  deren  nähere 
Werthbestimmung  übrigene  annStbig  ist. 

Auch  in  dieaeo  Gleichnnsea  wird  der  auf  der  Koken  Seite 
des  GLeichbeitaxeicheas  befiaaliche  Tbeil  für  ^:;=  —  am  Null» 
weil  alle  Glieder  deaaelliea  a;<|*a::70  au«  Faktor  haben ,  mithin 
mOaaen  auch  die  auf  der  reqbtf^n  S^ite  dea  Gleichbeitaaeicbena 
befindlichen  Theile  zu  NuD  weraent  wf^Qn  jr=7  — a  wird.  Bfaa 
kann  daher  fiir  den  Fall»  daaa  n— 3  gleiche  Wurselo  b  der 
Gieichuug  (|)  vorbanden  sind»  und  wenn  §\  ß^,  fT  die  Worzdn 
der  IJIeichuag  Nu.  Q)y  alao  von  der  Gleichung 

n(H---1)(it--:2}a;»4'3(u-^X»— 2)ata;^f3.2.(ii--2)Oca;4^3.2,LaB==0-*-*(^ 


m 

sind,  wie  in  §.  2.  gehlimpont  4a««  einer  der  dref  Wertbf  8%  jS^, 
^y  welche  X  ans  dieser  Gielchuiig  erbält,  wenn  man  ihn  in^die 
Gleichuhgeo  (S^  f^,...(d)  slpktt  ^  €^ AM*  ^diese  liefriedlgeD  mtise» 
weif,  wie  wir  soeben  gesehen  haben»  jede  dieser  Gleichungen 
ei#e  Wurzel  x^-^{9  h9i\  nfibwn  i^vr  «m  an»  es  .sel:^':c»*^at 
4pa.erbalien.  wir  an«  (^)f  (3)s^(0)  fplgende  Bedipgiuigsgleiebiuigeiit 

'  .     '  ^.. . . .        -    .       • 

i       ,  '  > '  #      .  I  • .         ... 

Wlne  abw.  j^==— «,>^^d«f  P^=5— »;  «lO  würden I. wk '€li»,Be4«»< 


«  \ 


I* 


fT:^=o,F'Qrj-a,*T'ör)ÄO.-.,..^— 4)(^=o  . . .  (lo) 


I  • 


iiXr)=o.if((r)-p,**(iO=vO, fT«-4)(/r)=o  . .  (11) 

erlM^9  Jf^Qch  mOsseu^wi^  wohl  hieiQerfcen^  dassdi(9-,Gleiehqi^|a* 
svfien^e  (9),  (10)»  (11)^  vicbf  j^leichytiläy  bestehen^  sondere»  >«ean 
did  ,G|ei<Awig9n  von  eb^in  dieser  Systeme  stfdifij^denj  4o  b^te^ 
heu  die  ^  den  bei49n  Obrigen  Systemen  nicht. 

TV^hmeef  wir  jetzt  wieder  an»  es  «eten  nur  nnglelühe  WtehE^n 
in  der  Gleichung  (I)  vefhandeii»  und  es  beaBelcbne  j^  eine  solche 
Wiir2el,  se  wiä  dlevWertb  Ton  m',  wie  wir  sogleich  beweisen 
werden,  folgende  Form  haibeik 


(12) 


luftm')- 


lo  diesem  Ausdrücke  bezeichnen  q>t,ft,ft fpf^......  Funktio- 
nen, deren  nihere  Bestimmnng  sieb  aus  dem  weitem  Verlauf  der 
Untersuchung  ergeben  wird. 

DsM  in  iem  Andmekf,  der  in  dam  Funkflanszeichen  ^j 
Ailhaltch  ist,  die  Funkfionao Verbindung 

± [fi |fT(««0''(Ol/«J F'C-O.F'C«*)! /— ,|F[-4){o').  F(-^) («•)!] 

a 

vorkommen  muss,  ist  in  §.  1.  und  §.2.  ausführlich  bewiesen  wor- 
den; dass  aber  mit  dieser  noch  die  PnnktionenTerbindnng 
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■   1-       f»^{F<^*i  (ßf^iFO^-^i}  (a<^.FIß-4i(fi^ll  • 

:.>'■■■. 

mittelst  des  Zeicbens  (+)  irad  (— )  In  •  V^blndang  eebtacht  irer- 
den  misB,  eebt  daraus  b«rvbr,  dasii  der^aHgenmäe  AosdradE 
der  Wurzel  der  Gleicbong  (1),  wenn  sie  nur  ungleiche  Wurzeln 
hat,  sich  auf  den  Fall  aorficb^Shren  lassen  mosa^  wo  fi-^2  gleiche 
Wurzeln'  In  der  Gleichung  (1)  vorhanden  sind;  dieser  Fall  hat 
aber  eine  derGleichungsgruppen  (9),,, (10), oder  (11)  ;snr  Folge;  da 
iNM  'abei<  soWohl  /7'ri:.-.tf,  oder  auch'  /9*=— o,  oder  eiidüch 
ß^= — a  sein  kann,  so  können  wir  wie  in  {.  21  InchKessen,  däss 
in  diesem  Falle  die  Gleichungen: 

f^\JP(ß').F'(ßf).fy(ßf-)]=^0  [  , .... ,  a3) 

fi.-ilF»-4)  (/J').Ft»-4)(jS'').fX«-4)(j3*'))=0  ) 


nicht  Adr  richtig  «!f|d,  sondern  jstne  nqtbweüdtge  FVAge  der  An- 
nahme-von  n^2  gfeicheh  Wurzeln  in  def  Gleichung  (1)  sein  irifis- 
sen,  \in&  dass  diese  Produktebfunktidn^ri;  fc  4^>b  Ausdrucke' X^*^) 
vorkommen  mflssen,  wenn  ji^ner  allgemefite ' Wnrzelaosdruek  siteh 
auf  dei^  apeciell^  Fall  ^^w  it-T-3  dbidbeo  Wunstfla  anwenden 
lass!^9  soll;  dass -diese  Produktefifttafctionta  mit  den  vorberg^n- 
dep,  durfih  .die  Zeichen  (+)  und  (-i)Hyerbiitfdeti  seiA  miis«(»Df 
wird  ganz  auf  gleiche  Art  wie  in  §.3«  te«#ieseii9  wflorao«  diQ  Rict^- 
tigheit  der  Form  des  Ausdrucks  in  Nr.  (12)  hervorgeht 

Sind  /,  f,  f,  yiT  die  Wurzeln  der  Gleichung 

ft«-4)  (a:)=n(n  -l)(n-2)(«-3)a:*+4(«— l)(n-.2)(n-3)aiar»  J       j^ 

(  +4.5.(n--2)(n--^ii,a:«44^.^(fl--3)fljj;f+4.3.aic4=0r'" 

so  können  wir  ganz  auf  gleiche  Art,  wie  in  6. 1.,  §.  2.,  $.  3.  zeiaea, 
da^s  die  nacbstehc^nde  Wurzelforin  einer  Gleiehiing  4^  nten  Gra- 
des die  Bedingungen  von  n,«'-l,n  — 2  iind  n— 3  deichen  Wur- 
zeln enthält,  und  sieh  daher  auf  jeden  dieser  spe^iefl^  Fülle  an- 
wenden Ifisst  V  ^  ^' ;  ß\  ß^f  ^'  nahen  hierin  ihre  früheren  Be- 
deutungen : 


* 


(16).  : 

■ 

K-?H-?>''(-?>';-''-'<-5) 

±  [/i{iPt«0-^«"))./il^(<9-^(Ol.  ..../U»lf -5)(«o.'V^5K«')l]| 

*L  .....5«.^;^^5)0.i^»-5ky'')*>-ä)(y*')-*''"-*'(r')i  -' 


im 

Gehen  lyi^.i^dlAii^  zu;'4f^iiypn^^^^  wo  In  dei  Gtei- 

nur  zwei  gleiche' Wurzeln'  rbrkomtnen,  und  hehm^n  —  tt' wieder 
als  eine  der. zwei  gleichen 'Wurzeln   ah ,    die  übrigen  ^ien:  ^-H)^, 
—  «^» —  <%»•••••• —  «»-«.    Dadurch  geht  die  Gleichung  (I)  In  folgende 

über: 


•  • 


w«rii  der  KjdrseiiiPegeD!:.   t:.!    » 

■  1  a 

/(a:)=(arf«i)(ar  +  aj)(a:  +  ai) (ar  +  «.-«)    ^  .  .  (3) 

gesetEt  wurde. 

Durch  Dilerentiven  finden  wir: 


In  dteset'  Gleichu()g  müssen  beide  TheÜe/ffir  ar=— ior  verschwfh- 
deuj    Sind  dtfher  i^ii/Vv^» iK»-])  die  Wanseln«  der  Gleiohimg 


+ö«-n=Ol 


• « 4       t 


»•i  '*•.'  *^rt.  it  y; 


(8)  .: 

SO  niQSS  eine  dieJtfr  Wuraiilii  :^'— «t  sefn;  es  sei  daher  v'r± — a, 
M  moite;  wettrt  man  'v'  -üMt  x  In  dfe  Gleichung  (1)  oder  (2)  ehi- 
f&hrt,  sie  auf  Nnll*  redttcirt  werden,  d.  fi.  es  muss 

..     F(iO2=0   ...............  (ß)i 

sdia;  es  koanen  aber  FäHe  eintreten,  wo  cotweder  tr^'s-^o,  oder 
ff^=z^a  u.  s.  w.  sein  kann;  in  diesen*  Fftllea- mdsste  dann,  wie  in 
§,  3.1  respective: 

f(iO=o.'..  ..V. CD 

F(O=0 ' (8) 

I  F(v(—l))  =0     , (9) 

sein;  dev  dllgemeine  Ausdruck -muss  sieh  ^ab0r  nicht  nmr  auch 
aaf  den  von  zwei  gleichen  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  redaciren 


IM 


und  anpasseD  lassen ,  sondern  e^  müssen  selbst  diese  \ 
Fälle  alle  in  ihm  enthalten   sein  yd.  b.  filr  jede  der  Wuzeli 

v",  V*; vi»^i),  es  mag  elKe  beliebige  tew  Urnen  =— ff  « 

so  muss  aus  ihm  die  entsnrechende  derGleichnngen  (6)  (7)^(9) 
diicirt  werden  können;  aa  ab^r  diese  Grieicbqngen  nicbt  A 
zeitig  statt  finden,  sondern  im  Gegehiheil»  wenn  eine,  i.  d. 
CMeichung  (TV^  statt  findet,  die  übrigen  alle  nicht  statt  findep 
wird  diesen  Forderungen  nur  dann  entsprochen  werden  k? 
wenn  in  dem  aHgemeinen  Ausdrucke  für  die  Wönel  jc*  der 
chung  (1)  das  Produkt  ] 


oder  eine  Funktion  dieses  Productsi  torfcommt.  Dieses  hm 
oder  eine  Funktion  desselben  muss  mit  den  vorhergehendeoFd 
tionstbeilen  im  Wurzelausdmcke  durch  die  SMciran  (-f)«B'f 
verbunden  sein,  was  ganz  eben  so  wie  in  §.  3.  bewieses  wiril 


§.  5 

Theils  aus  den  im  voryren  Paragraphen  angegebenen  Gröi 
t|ieils  aus  dem  sicbtbsren  BiMtt«g«gesetse,  das  sldi  in  den  g 
denen  Wurzelausdrflcken  des  §.  L,  §.  2.»  {.  ^.,  §.  4.  offenbar 
spricht,  endlkfa  theils  attch   aus  dem  allen  diesen  Entwickb 
zu  Grunde  liegenden  Gniiidsalz,  .nämlich:  dass   sich  der 
druck  eines  Würzelwertbs   einer   Gleichung  des 
Grades  mit  ».  versehiedeaen  Wülr&eln«  »nf  .alle  sp( 
eilen    Fälle   von  n,   n—1,   n— 2,    n  — 3,  ....3,  2  gleid 
Wurzeln  zurückführen  lassen  muss»  d.  h.  dass  jenerj 
gemeine  Ausdruck  so  beschaffeb  sein  muss,   dass    die  emi 
R«latlonen  zwischen  denCoefficienten  der  6leiclmng(])^d«dii 
dies^  specieHen  Fälle  charakterisirt  werden ,  so  zu  sagen  ii 
in  jenem  al^emeinen  AHsdxuck  vorhanden  sind«  oder  de 
n^tens  aas  ihm  deducirt  werden  kdnneo,  glauben  wir  bc 
zu  sein,  dem  Wurzelwerth.  welcner  allen  diesen  «peeieilee  Fi 

von  n,  n—1,  n — 2, 3,  2  gleichen  Wurzeln  eenugt,  well 

also  der  ^ahre  Ausdruck .  für  eine  'Wurzel  der  Gleiehum;  ^V 
ist,  wenn  n  verschiedene  Wurzeln  In  derselben  vorbandeD 
fönende  Form  geben  tz»  kfinnen,  wenn  i#ir  anf  den  SeidheBi 
a*l  die  gehGrife  ROcksldbl  nehmen  e 

a^  j  +Si  {F(y').  F{r):F{f).F(yr^\  + 

*— — ;i-+9«-i \+ . .  : 

+  ...:..: 

^t{F{¥%Ffyff%Fiin    Fi^^-^i 
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+9»— I  <^ 

'+ 

+  XtF(AF(O.Ä(v*) F(v(,^i))l 


+A(''(y9.ny").''(/»).F(y.»M+ 

1+ J . . '.  •• 

+X(F(w')F.(*'OF.(v*) F(v(»-l))} 

■ 

I 

I 
\ 

h  u.  s.  w. 

Ke  Reihenfolge  der  Giieder  bricht  ab«  wenn  der  Zeiche^- 
lel  erschöpft  ist     Die  Buchstaben  a',  ä",  ß\  ß'%  ß^^  y'...... 

«em  Anednieke  haben  die  frflhere  Bedeatang.   Hingegen  sind 

F|, 7  Funktionszeichen  y  die  nur  durcb  WurzelzeicheD 

stellt  werdeo  kGnaen.  Man  sieht  aii6  der  Betrachtuilg  dieses 
taeks  für  eläe  Wnrsel  der  Gielchens  des  viten  Grades,  dass 
slbeo  noch  ethe  Bestimmung  der  Wurzelzeichen,  nebst  ihrer 
igen  Verbindung  fehlt  Die  Bestin^niung  derselben »  so  wie 
iaiger  Zahleit-Coeflicientea  wollen  ^h  im  folgenden  t^aragra- 
{in  an  einigen  Gleichungen  versuchen. 


I 


f  « 


.    r  •  .  .         ■  »• 

)  Es  sei  die  Gleicbcng 

^  +  «iar  +  aj=0 (a) 

Wd.  Ffir  diesen  Fall  erhalten  wir  nach  dem  resuitirenden  Aus* 
t  in  j.  5.,  weil  ii=:2  ist, 

« 

^  wir  dieseo  Werdi  von  s*  In  die  Gieichonff  (a)  statt  x,  so 
len  wir: 


2)  e«  ad  «■  fttgBJiii  Glekhag: 

a»+iha*+«k«+%=i («) 

E*  wt  ab»  aadb  dM  ftMirarfrf  ia  f.  5..  ««i  fi=3. 


oder   wcBo    «rir   &    bcrals   io  (.  1.  geftodeacB  Wcrthe    v^od 
je/— ^^  «Mi  TM  F(tO.F(^  gchffMdwD,  so  ist: 

(6) 
Dm  diese  Warxetfem  alle  noglickeB  speciellea  FiUe  unter  «ch 


bereifen  nnM,  aleo   «och  die  aut  xwei,  ood  drei  gieiciiea  War« 
zeu,  so  wie  aaeb  jeoe»  wo  etozdae  CoefiMentea,    Oi,  «t  **^^ 

S,  za  Moll  werdea,  so  nehaien  wir  xocfst  aa,  es  sei  :r= — «' 
le  der  drei  oagleicheB  Warzeia  der  Gteidraas  (s),  so  werdea 
die  beides  aadera  jr= — t^  nad  x=:--t^  «faach  eias  Cteirhaag 
TOB  der  Form: 

«•+ilx+Äs=0 (e) 

bestimmt,  wo  der  Kdrzo  wegea 

A=ai^uf,  B=at— u'COi-»')    (il) 

> 
gesetzt  wurde;  aas  dieser  Gieicbimg  erhalten  wirt 


I 


=-«*=-l-iV^^«-*Ä- 
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Mebmeo  wir  jetst  ao ,  es  seiei»  4p  der  Gleichung  (a)  swei  Wurzeln 
gleich,  80  folgt-aua  (e),  dass 


.i   -  ♦ 


^A^^AB=Q (f) 

•  \      '   *  .      .*-''■ 

0ein  moss«    Aas  (6)  folgt ^aber  nach  §.  2.f  dass  flir  zwei  gleiche 
IVuriein    ^    :  ;. .  1.    •  ,      .        .   ••  .  ;h   .»    .     .     •    . 

sein  wtBs;  di«  Bediogwngea  (/)  iiud  (^)  mfissep  notkweadig  ideii- 
'tisch:  sein 9' daher  inusp.aiicti  •    '••.(•.  hi..'>.{'»<i.  xi, - 

ur~T~V.  .Ata,  i;;^    V  Uä,«    \?.^  / 


1  .*•  '    i..'  r 


// 


•  I 


sein.    Es  wnrde  aber  io  {.2.  bewiesen,  dass  im  Fnnktionsseichen 
fi  kein  anderer  ^Ausdrack  4^r  Coeffidenten  6i»  0%  und  Og,  als 

entbahen  sein  kann,  mithin  mätm  amb  J^—AB  mit  diesem  Aas- 
druck  identisch  seio,  daher  moss  sieb  das  Symbol  fi  durch  xV 
darstellen  lassen,  oder  es  mnss 


// 


sein.  Eis  uird  daher  der  Ausdruck  {b)  zu: 

'I  ...  .  - .  ' 

Wir  erhalten  endlich  aus  («1),  wenn  wir  in.  jener  Gleichung 
Hl  =0^=0  setzen: 

Tlieil  \VI.  9 
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x'=  V— ^ •  .  -  Co 

Aus  (ü)  crbaHen  wir  mter  der  gleichen  Vor«— ctmi g 

Die  SomiDe  dieser  AusdrüdLe  b  dea  FonktioiiaeicheB  ^  iotfiii 

s  

aber  nur  aof  V — Q%  zorfickaefiihrt.  werden ^.weo|i  ^as  erste  in  91 

enAartene  6fied  ^P^  ~^^'~^)  *^  tf)  «»^  »M^  9»«»  j<<^ 
noch  unbekannten  Zahlen  -  Coeficietitea  n  Terrieirarht  ist,  indem 


dhne#  Glied»  noeh  der  ohffi|;e  im  Wnrielaeichen  tuthüitene 
Anadmck  eine  andere  Aenderang  erleiden  darf;  eetaen  wir  nine  iv(A) 


I  wioi(j«i»e8  för  %=<L^«  aa  —«0^;  ^M  eriÜt  ako  M  (A 
tatt  der  Anadrueka  7i()  feheendeh: 


Ana  der  Vergleithang  Von/(i)  nnd  (#>  folgt,  dasa  entweder: 
od^r* 


I 


1  •      •         1 1 

'  •  t  •  •         • 

'  V-  ■  •• ;        \  y   '' 

aein  moaa;  läset  man  die  letztere  dieser  Gleichongen  gelten,  so 
folgt  11=:*-«^;  dieser   Werth    in    der    ersten)    siilHititairt 


3«^ 


+  -sr »    welcher     Werth    'unbrauchbar    ist ;     set;it     man     aber 

—  nn,  -f  ~^=0,  so  kommt  fi=r-f  ^;  dadnrtfh  wird  aber  — nui — -^  an 
— Oj,  mithin  ist  :r'=^{ — Hj}.    Hieraus,  und  ans  (i)  folgt: 


/  {■       •;    ':■:       \         ■  V"— a,=4»,t-ir,l„ 


I       • 


(  woranB  )iervor§|ebt,  dass  das  Symbol  ^  die  dritte  Wursel  ror- 
V' stelleil  ttuM.    Es  wird  also  der  Äusilnick  ^A),  w^lin  man  das  erste 

Glie^  if^  ))P^  mit  ä  multipUqirt: 


isa 


C-#-¥-^) +y^-¥-^>-^=^-) 


2 


9  Tersteht  sich  von  selbst,  dass  niemand  einen  so  langen 
sur  Auflösung  einer  Gleich jM^es  3ten  Grades  einschlagen 
allein  es  handelte  sich  ifttcnr  Mer  ear  nicht  damniy  eine  neue 
lune  der.  Gleichuns'Jes.  3ten  .Grades «,.z|i   gebcui»    sondem^ 
i,  ädHUUAtiMfillng  d«s  if>  f/<«  gMMeneteAttddräfctf^ 

iüy^ ,  ^VH  ^"^  '^^  j^**^^  allgemeuifiii .  Weg*  an^q^^  4«^ 
i,  das  UnD^stimiftM  in' j^nem  AusdrucK  i^g^bbar  ^ü  machen/ 
l^dtkh'HiAt  «i  teiii^t,  dass  sMiialt  den  Mhsil«^ad' 


Gleichung  die  Sfhmwgjuiietk  dieser  Bestimmungen  ver- 
o;  allein  es  1^  noch  We  IVlOgltcbbeit'' vorhanden,  gerade 
esem  Wege  zu  einem  alleemeinen  Wurzelbildungsgesetz  zu 
;en,  (welches  allein  nocn  fehlt),  was  auf  dem  Wege  der 
nation,  wie  icbifi^st  übsrsmgt^his,  and 'was  erst  ein  neulich 
enenes  Werk,  in  wefchem  die  Gleichungen  des  Sten  und 
Gtades  gelost  sein  sollten,  aber  es  halt  nicht  sind,  neuer- 
emiesen  bat*  niemals  geschehen  wird« 


/   i'.,!!»    .  !  '*  ij  •'     '  ■  :    .       .  •»  . 


•» ;  I    •    :  iH» '  •. '    ••     •      •  •     .    •     •     •  .    • 


I     I 
I 


t     I 


•I  •'     1" 


, , ,     •     t  • 

'  t-  »♦    tl  ♦• 


1 


I  I 


I  t                                          .                                               •          '                      -  Mi    "i 

«  ■  •      •             •                                 !  'I  '  i  1 

.  .  «                                             / '  *    •* 

t  .     •                             •            '  '*.  > 


IKi 


l. 


/ 


«I 


.«..  /  I  » 


D'efoer  PaulHiilekeii's  iiarsteUiiiiff  d«r 
sewIMiiillGbeii  Aofllfiittli^'  (ii^i'  cvbi- 
9cli<«  CUelchuBgr^ii  durch  ^die^  earda« 

nfsclie  Fol*|i(ie|-. 


>' 


•Ki'     ;    M    .-  >     -. 


♦.    !: 


i>  .1  dbm  .IIer«a»ft^ben 

t)'!  .     •  ^'        '         ..     •     ..        •    1»    u;-  .     .    ♦       "     ,  /. . 

j .  I  •     /      ■»   ;  ■*■■!;> 'i^'i  '7      -        (   .  "    .  •      .   i  •   { '         •  I .'  *f .     ' 

Paul  Haicken,  Arithmeticus  zu  Buxtehude  und  Mitelied 
der  Societät  der  ^unst- Rechner,  oder  vielmehr  der  im  Jahre 
1690  gestifteten,  die  Kunst-Rechnung  lieb-  und  Gbenden 
Societät  zu  Hamburg,  aus  welcher  apfiterhin  die  jetzt  noch 
dort  blähende  G^esellschaft  zui;^  Verbreitung  der  mathe- 
matischen Wissenschaften  liervorgiog,  in  dieser  die  Kunst- 
Rechnung  lieb-  und  übenden  Societät  der  Haltende  eenanDt, 
und  nicht  zu  verwechseln  mit  seinem  Bruder  Johann  Ha  Icke, 
Ihre  Kunigl.  Maj.  zu  Dännemark  und  Norwegen  bestelltem  Mathe- 
roaticus  und  Arithmettcus  zu  Dtersen,  in  der  die  Kunst-Rech- 
nung lieb-  und  übenden  Societät  der  Harrende  genannt,  hat  in 
seinem  viele  scheine  Problemata  und  andere  sinnreiche  Dinge 
enthaltenden  Buche:  Deliciae  Mathematicae,  ober  Mathe- 
matifc^ed  ®lnnen«(£onfect,  (cjie^enb  in  S&nf^unbcrt  biet  unb 
fieBent|{g  audertefenen,  jum  S^^eil  gar  Jtunfireld^en  Alge- 
brai-,  ueometri-  unb  Astronomifc^en  %uffgaben,  mit  bte« 
len  fünfiltc^en  Solutionen  unb  Reguln  gelieret,  infonber« 
^eit  einer  curieusen  (Erfinbung  ber  Logarithmorum,  t»on 
ber  Quadratora  Circuli,  na^  ber  unenblic^en  SRAberung, 
unb  anbern  @tnnrei(i)en«®a<^en  me^r  u.  f.  ».  Sllen  zith^a* 
ttxn  ber  Mathematifc^en  SBiffenfdftafften,  infonber^eit  ber 
(Bblen  9fle4en«Jtunft,  gur  tvo^Igemeinten  ®emttt(i«(Srget|ttng 
auffgetragen  bon  Paul  Ualcken,  Arithmet  in  Surte^ube, 
in  ber  Societaet  ber  Aun{lre(|^net  bem  '^altenben.  3u  Selom« 


in 

ier  an  ber  St^ulen  )u  ^,-Nlcolai  unb  iti  Jeben  3«nfft- 

üanbtrn    ber    XunftlitUn\>tn    Societaet    In    «öamBurfl. 

»*>tt'g«  4719.^8.  —die  pafflaoifichje  Fqrmel  nach  einem  yon 

gegenwärtig   in  den  Lehrbfichern  der  Algebra  gewöhriliclien 

Aicdenen   Verfalir^l}   dnrcb   el^e   blo^ei  Substitution    entwi- 

,  welche* natth  meiner  Meining  noch  jet^t  gekannt  und  bei'm 

mchte  anjgewandt  zu  werden  verdient,  weshalb  ich  dasselbe 

esem  Au&atze  mit  versc/^ie/dlfpf^B  ▼m  mir  jselbst  hiwugeth^.. 

t5emerkungen  den  I^j^eratdes^ircbivs  mittbeifco  will,  da  es! 
noch  wenig  bekannt  ist     *  ? 

Veon  a  und  6  positive  Grossen  bezeichnen,  so  kann  eine 
hem  zwoltm  GIMd»  apif .  bekannte  Mi,€m%  bef^^te'  .i?ubiuq|^e, 
laog  nur  unter  einer  der  vier  fo|gen4§ri  Vwax^*  Au%.e|tefi : 

ar»— Sät— 26=0, 

a:»+3aa:+26=a, 

•  '      .        ;    '   •  '  •      .. 

a:»-3ai?  +  26=0. 


■  Im  ■    • 


aber  die  dritte   und  vierte  Gleichung  durch  die  Substitution 
3f  in 


y«-3oy  +  26=0, 
— y*+3iiy  +  26=0; 


.♦     » 


/p."l    .1 


«•+3ay-2&  =  0, 
y»— 3ay— 2*=0 


«• 


Jien;  so  ist  klar,    dass  wir  als  speclfisch  verschiedene  For- 
I08S  die  beiden  Gleichungen  . ,   !•  .  ' 

a:t-.3i„r_-26=0 

Irachten  brauchen,    wie  auch   Paul  Halcken  thnt,    wobei 
n  bemerke«  M,  daes  die  Coefflcienten  3o  und  26  statt  der 


1  sincL 


H'egen  gleich  foo  vorn  ^reiii  c^^g^h^t, 

Btrachten  wir  nun  zuerst  die  Form  ,,  .  "*. 

jr«+3flx-26=s:0, 
hreii,  indem  wir 


lU 


,  .  -...-• 


'.*'.*.,.  ..  n  ^to-L'i  'i  IM' ;  '/•  r  -^  f.  '1  o  'j  i  'i  '*  '  *» ; 
-  ^ '  ' '  . ;  ".  •  i  •  ,  .  ,0?  s*  *^  J  .V  u ;  u .  1  u  '»v  '  !  i'j  i: :.  \  :'.:.' 
•f'»'*        J-'*'      ':        J ♦  .•  I  j  j-J  vi  ij' '•  »i  K     •;••<     tiii'- rj.  viv.' 

Ket^ti,  eirte  nvüe  ünbekantit«  OrO^e  W  ein,  ^.^i^akeiOMtf^" 

I  W  ■  '  I  tf  •  T       • 

n'>t     ''.-.'    ♦         .  1.      ..I i  »  /    ,.    I   V      '    I?'     I  .  ..    ''  ♦•  •   il  ,{•••«•    I 

d8o;.W«)»ii'  wtY  V  l>^Mi>i>  SeiMt'A«i««  i>lei<««llletliU'W>'nthltf' 
p1lcir«n  ttVid  aüfhcbew;  wm  «{cin«ifti«f«tt'l«H«f"         l'""»"  <"; 

J-.    Lull  ..     ll     •  lil  ♦.•'      '    •  II    I«   ■••" 


I        .      .   / 


1.  »*:••  M         M.      ,      ^-».»-    »     **/in<r*>M    n     1)1111     .»     »i;iO/* 


t  J'i    j.  .'     M:. 


abo  •-  ' 

*.  )  ••  .:. 

und  folglich,   weil  nach  dem  Obigen 

I 


a 
u 


ist: 


^  -     .•  I  .-  I  'v 


•j    • 


V(6±V6«+a»)' 
also»  wenn  man  Zähler  und  Nenner  des  letzten  Bruchs  mit 

multiplicirl :  w      < .  i-Moli/  tr  !>i;»«'      '•  ^ .    . 

wo  es  nun  genügt,  bloss*'  '     "' 

■  v.   aje=  v(*4,Myr,^:^  f  lv'<*aiV.  W-^o«)'  •    ,    ....  . 

.  .      »••     •'«'.       i<    •  I     '    T).    ' -«'mI    ^\  .»'III  u    n"-' »i'Inil«!  /  ♦!  •    I-...!  ^ 

]Ai  's^tSM;  Mtttldst'^l^s^Foltti«!  llbssl  #ith'1l»i«tt4ieifl'iWltiiliini' 
eine  reelle  Wurzel  der  gegebenen  cnbischen  GlelcliAs|i  beibiifc* 
pien;  und  wie  man  dann  ferner  die  beiden  anderen  Wurzeln  fin- 
det, Ist  bekannt.  '   •  '    '  "         •'         '      '    «  - •  «     ••» 

Wenn  ferner  die  Gle^cfauV^g         ^' \  ' ' 


laB 


leben  toly  m  mIi^b  ivir 

u^  +  a 


ff  ^    *  '    .   -     •' 

■       t-  -  ) 
■«  -fr  3«it« + a«V  -1- «»      3a««  -f  3n*     «^  i^^     ,i 

'  ,  •  I  ..  .   •  ■  l     '       .  '  '  '  * 

S  w«Mi  wir  auf  bMen  Seiten  tait  «*  nMiUiplicircNi  ub4  Mlfber 
,  WM  sich  4nühilien>Ui8gt;  ..Mi 

len  wir  diese  Gleichang  wie   eine  quadratische  Gleiithiing  hnC 
srgiebt  sich 


ii»=6±V6»— a». 


ii==V(6±V6*^^), 
foiglieh,  well  nach  dem  Obigen 


I' 


'  *  .  '       '    .'  •  * 


I  .    ...     u 


r^VibJ^VS^^^^)+-r 


r«  wenn  man  Zähler  und  Neimer  dek  letzten  Bruchs  mit 

Ifiplicirt:  »  ' 

«=:V(6db  V6«— a»)  +  V(6TV**-a«) , 

es  nun  wieder  genügt»  bIcBs         | 

'  '^  »  --      

x=y(«+V6«-a»)+V(6-V6rZ5») 


ii'if , 


fldzeo.  »   .    *  .    •      f  M   IHM'/    ,♦'!    ..-   ,  I*  I 

Wenn  ^>«-^a^wOis|^.«okannfnan.auGl|4i|d}(^ein.^al|e  i^wsier 

•  reelle  Wnrsel  der  gegebenen  cubiscbenGlel^hnng  berecbi;eo» 
1  wie  mati  dann  femer  me  beiden  andern 'Wntzeln'Bnaef/    ist 

Mal»  I     r    • 


■I   . 


Wenn  aber  6^— a><0  ist,  so  erscfaeiat»  d«»  WoemI 

unserer  cabischen  GleichuDg  unter  eibdrtimigiiätooik  Form/oBil 
lässt  sieb  auf  folgende  Art  leicht  zeigen ,  da^ss  gerade  in  diesem 
Falle  alle  ^i  Wurzeln  deV  Gleichnii^  notÜWendig  ieetl  sein  müs- 
sen. Da  naraiich  jede  .cubische  Gleichung .  als  eine  Gleichang 
eines  ungeraden  Grades  nothwendig  mindestens  eine  reelle  Wur- 
ifel 'habiMi  iMMs-,  so  wollen  wir  diese  seeRe  Wurzel' unserer  cubi- 
schen  Gleichung  durch  o  bezeichnen,  so'doBS  iakso-  > 

•Ä»— So©— M=0, 
mid  fokrUehi-  •'  .«•.■■.  ...l)  •  •'.•■•'  -•'•/  ■ 

X*  — Sät— 2*=a?»— w*  --  3tt(a?-ü) 
oder 

ist«    Daher  sind  die  beiden   andern    Wurteln  unserer  •eoblschen 
Gleichung  mittelst  der  quadratischen  Gl^icbun^  ^  ^,     .,.'.]  ,  ^ 

a*+«^  +  »*— 3a=:0 

ZU  bestimmen.    Die  Auflosung  dieser  Gleichung  giebt 


ar=-2®±V  3(«— 4  »*) 


\  I 


Weil  nun  wegen  .der  Gl^icbung 
offenbar 


und  folglicb 


•    -•    .26       1    ^3        6 
ca«=3a+  — ,     4Ö>^4«+2^ 

4  4         2o> 


1 1 


'»  •. 


st,  so  ist,  wenn  oo  negativ  ist,   offenbar  a — j  oo^  nicht  .negatiT, 

und  die   drei  Wurzeln  der  gegebenen  cqbisi^en  G|eicbuoK  sind 
dabe#  In   diesem  FaHe    aUgen8ch<iinticlk"ianmtlich  rel^II:- ^ire 

aber,,   ^'enn  ei  posfftv  litV  ör-r«*  '•^^l^^.  ®.V®^/ J*'?' !^,fP»»^^^ 
wfire   o*>4a  oder  «»>2Va.    Weil  nun  naeh  der  VorauAsslibBg 
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(*,  b<^aVa  ist,  so  ist  2b<,2aVa  oder  26<a.2Va,  folgRd^ 
dem  Vorhergehenden  um  so  mehr  üb'^am.  Nun  ist  aber 
dem  Obigeo  Mk«»ibttlch' ''  •'   •  > 

•     •  •   •     '    ■  i        »         " . 

■  -v.  -    .  I     "  '*  {  --     '     .         |- 

weil  wir  angenommen  haben  ^  dass  a — j,  <»*     negativ    sei^ 
ja,  d.  i.  26>ao)«  was  dem  vorhergehenden  26<ac»  wt- 

rieht.    Daher  kann  auch  in  diesem  Falle  a  —  j  co*  nicht  ne- 

sein,  und  es  srod' fot^lrch  aiicn  jetzt  atlii  drei  Wurzeln  der 
eoen  cubischen  Gleichung  reell ,  wie  behauptet  wurde.         ., 

t  diesem  Falle,    wo  alle  drei  Wurzeln  der  gegebeoen  cubi- 
GJeicbung   nothwe'nätg  -  mK  seiil  Füssen,    die  durch  die 
A 


'»•< 


=V(Ä  +  V6«— a»)  +  V(6  -V  6*— a») 


ene  Wurzel  derselben  aber   unier   einer   imaginar^i^.  ^^l^. 
i,  sucht  nun  Paul  Halcken  die  Wurzel 


C^'?**^. 


•  i 


V(6±Va»— 6« .  V-J) 

•  ■,  '\ 

^  auszuzie|Msn);-sein  auf  eioemi  gewissen  Probiren  beruhen- 
|m1  eewiss  in  alleix.'J392i^j^ngen  höchst" eingefchränktes  uod 
eUiafles  Verfahren  lässt  sich  aber  aus  den  neispielen,  auf 
e  er  es  anwendet,  nicht  mit  hinreichender  Deutlichkeit  mwA- 
nmtbeit  entnehmen,  und  kann  daher  hier  nicht  wiedergege- 
rerden,  was  ^cl|  bei  der  je4.eafails»grossen  Mangelhaftig- 
fe«selben'4iftrbti(^niRiM  w€rde,M  b£'>i?an?j^M  ^eiss,  dass 
dergleichen  Kubikwurzeln  auf  eine  sehr  leichte  und  elegante 
f  mit  Hfilfe  der  goniometrtscKeti^FtM6tldHefl'  und  Bei^'ir toll-' 
iger  Berechnung  schon  v.oriiegenden  X^^^ll^  derselben  berech- 
uwen,  was  aitf  die  ^lenlbiätarst^wM»^  vieReicht  auf  folgende 
^zeigt  werden  kann. 

tetzcn  wir  ..  -. 


Li 


|'»Im 


las 

Qaadrirt  man  nun  auf  bellen  Seltea^  W  wUi 

'  ■  .:  i  "    "  1 

alao^  wenn  m^n  addirt: 


d.  i. 


.•    ..  •./   ;•»    ;!i    .''.♦■«    o.'//    .'   ••>!    •   "  ii  .    ••    .      .'...' 

.     "  1. 


oder 


und  (i>l§(f ich 


7 


i«    r     • 


.•jr '  :.    '     ■«').'      1      '■    •  '■  ■. 

.'•»*•!  ff  '<».)  »  ..  ..  1 

Daher  ist  man  berechtigt         , 

iPf.     .f!    '"•         •.        -n    •      ",     t*,;I        :i  I,-'     ti-    ii      '";    .*    '     ■  '     >'.ll. 
nUgf    li     •-.»..      •'  I    .'!"■!      .Ulli:    '      i    !•!  '  '■     .  i'.l«.    »   .ih;   »»i    I  • 
.    1  .      I       .:!  •  ti    •:•  li!  T-rij.»»    '  • 1    l..i'.»    ,  .!•»     :i  «.'...•»   li'uli  ...  . 

-»{•••♦TMi  '    >  .i'  .'.•i'i!     'L»'»''-J    nj!' "»  '  >ivHL/  noil')-    ;'ji:i:.!  v)t«U    ;'>.•;.: 

gesetzt  y  giebt: 

,  ^M  litf  ir>\l  ■' 

sin9»*V  «•+/J«--3«in9C089»V  «H-/**=  « » 

38in9»cö»9V>?fll*  -  co«9^V*3T?=^ 
oder 

siny»-.3iin9)i:oag>*==;;^^^=^> 


V  «■  +  p* 

Bekanntiieh   Ut  aber,   was   durch  die .  elementaraten  goniometri- 
•cfaeo  Formeln  sogleich  za*  beweisen  ist: 

6in39=3«in^^i«MB9)9i-nsiDf9^'>..;  «>  ::^^m'i      

8UlwP=2—  — -  'r:^  -   C08d<X)^=^^      /.  ■-       : 

und  folglich  auch        ,  ,  .  ,  .      ,  .. 

»• ::  '  i;  fi.  in  i;  .\  '»!,.'>ijj  ,1  ''  '1  ••''tt'''*  ' ''»^  '''*^'  '•*' '  'tx').'*  <;'tii 
•.!'..'<  .«.MJ  .'d  »;  •»  1  M  .  feilt  3öll=^y»irn.i!  1 '»jiTi  //  n')tl)rtiti  pt 
i/'i'«n|    »li-    .    '»'.i';    i:  11   ii   !'.   tmI.; '^.♦niiM  ii"\i»|.  »j     m!!*»x.'»,1»   v.'f.i» 

MlfikiJt  <m^e^  F^iMlW4citnii'3i^;  »sti'Midl'  ^'Mre^An^'UWd^Y 
hat  man  aber  w,  so  hat  man  auch  ,.  ... 

u=  sing} .  V^orf  p^,  td= cois^ . V^  +  /3* 
nnd  demnach  auch  ""^  ' "    ' '' 

Id  Kflcksicht  auf  unsere  obige  cubische  Gleichung  Ist        >  >  ><' 
folglich 

so  wie 

Ferner  tst^i;        .    •  #  * 

I.  vtssin^.Vn»     to^cos^.Va; 

also  i"><>/'iii*    •   |io  9fi -..ifl    rl,  i\i'     H'    iron;''ii'»\  •■'  i».i 


MO 

folglich  nach  dem  Obigen 

Die  weitere  Discussion  dieeer  Formeln  nnterl 
hier,  da  dieselbe  allgemein  fiekamil  isi 


H 


Hält  man  die  Einfilbning*  der  gemomeitischen  Fonctioonl 
der  Alsebra  zu  fremdartig,  so  kann  man  den  vorhersdicndeBfi 
der  cubischen  Gleichangen,  den  man  bekanotliqb  jäem  irre4i 
clblen  Fall  zu  nennen  pflegt»  auch  auf  folgende  Art  oehasd^ 

Aus  der  Form  der  Gleichung 

erhellet  nach  einem  bekannten  leicht  ganz  elementar  za  bew< 
den  Satze  von  den  Gleichungen    (Supplemente  suoi  mal 
matischen  Worterbuche«  Thl.  B*  Art.  Gleichuoir.  S.3i 
dass  dieselbe  jederzeit  eine, '  aber  auch  nur  eine   ra^e 
Wurzel  Jiat»  di^wir  y9ii,.i^n..an  durchs  selbst  be^farbaenVi 


Weil 


'i  I 


ist,  so  ist 


^-3«:--86=fO    ^    ,    ,  I 


••.).'•        ..    M    . 


26 


oder  ..>!(•    •  \{i    '  .'■•^.iit  tt>  «r 


also 


I  •» 


^^^^ 


V*H^ 


I,'.  t*üM 


•*  .• 


,^v^ 


3a+ 

und  bezeichnen  wir  nun  die  Brüche  oder  Grössen 


26 


tu 


VSa^r— — 26 


V3-+^.v^s;3^.y3;;j 


►r  i 


«  f 


•  t 


'  V^  3a 


der  Reibe  nach  durch 


f  I ,  j?9  9  ^9 »  *4  9  •••••• ; 

HO  liest  sieb  zuerst  durch  ganz  leichte  Schlösse ,   Aber   die    wir 
hier  fiiglich  hinweggehen  kctnneil'j  kelgefr»  dess  •  l*       »  i     ' 

^4  ^  ^7^  ^6  » 


'  '         *    '  ••    w   iul     '•    I    ..  ••    « 


■.:...!•'      -;.'  •  ■  '•-'' 


u.  s.  w. 
ist,    8o  dass   also!  jede ,  zwei  i»  einander  JktfUMfctiarte  Glieder  der 


Reihe 


^i»  ^a»  ^9*  *4) 


zwei,  jr  zwischen  siqb- ffts^ende  Granit  sind,  und  es  kommt  jetzt 
nur  darauf  an ,  zu  uikteVMicheui,)  eh  fliese  Gräazen  einander  bis  zu 
jedem  beliebigen  Grade  nahe  kommen  können,  weil  sie  nur  unter 
dieser  Bedii^gürig  ein  sicher  zum  Zwecfc  fiibrendQs  Mittel,  <j?.mit 
jedem  beliebigen.  Cb»4e  der  Genauigkeit  a^oiberttd.zu,;berAcnnenii 
an  die  Hand  geben  können« 

Es  ist  aber  augenscheinUdil  in  vulUger  Allgemeinheit 


=v»-+r..  -=vi+^ 


„  .  26 

oder  •      .    ' 

a:H-i*=3a  +  z^  .    ar««=3fl  +  - — 
also 


d.  i. 


V    \. 


14f 

Ätiglich  iiiiob'  eineVti  bekannUm ^irftnmenscheii  Satze: 
-    /  ^  26 

Das  Product 

ist  aber  offcDbar  iiiim#r  gf9§#^  ^ 

d.  i.  grosser  als  6i/3. aya»  fplyUch^ 

!26..T  >  ,..^.      1 


r< 


und  folglich,  weil  im  irredac'^l^,l^ey    den  wir  jetzt  hier  aliein 
im  Auge  haben. 


ist,  jedenfalls 


«  •    • 


V. 


»  ■  • 


•         I .  ■        »>f       <      I 


also  nach  .d^m  Obigen,   immer  bidiss  In  Raeksieht  auf  die  abso- 

I    •_»  !, 


also  nach  d^m  Obigen,   immer  bidiss  In  Raeksieht  auf 
Mteh  W^the  der  lliferenaen  Xn^^***an  np4'9i^-^^Mui 


^     • « 


Es  ist  also  hiernach  '  -  .  .       ö 


\  ».' 


f 


\'. 


'     'I 


*4— ^» 


^  J^4 — ^J?5 


liB 


^'t 


1 


« •    •■ 


I  ^^'    J 


■ '  .  • 


'      »     ■ 

^8     ^•>(3V3)r' 


Ulli. II 


>    ■ 


U.   8.   W. 

I .  .  .  t  •  '    '  ' 

*V3»  <3V3)»,;  (ayji)»»  (3V8)*,  (8v3)*.  •"'• 


't\\  nUQi  die,  rpiönzeo  .  . 


DeDdliche  vra^h&en.  so  ist  Iclar.  dass  die  Differenzen 

^:;       T  .  ,     r     '  ■-:'■  •  ,.      .  ■  .     l    •  .  .. 

•     >  ■  .  f . .  <  * !        .'  •    '  I     i  \  i 

It    '    '      I  I    '     1 

Jnendliche  abnehmen,    wenn  man  nur  die  Reihe   derselben 
^enug  fortsetzt.  |  ^ 

lieraas  sieht  fdaH  nun,  dass  mittelst  des  Ausdraciss 


Utll 


=v 


3a -f 


IS 


V 


/ 


3«+^ 


^^. 


26 


*'"=m 


\3a+ 


näheninff  mit  jedem  beliebigen  Grade  der  Genauigkeit  berechnet 
Rann)  und  da  düe.FQ 


V^    3a  +  u.    a.     w. 

die  eine  reelle  positive  Wurzel,   welche  die  cabiache  Gimehiing 

jederzeit  noth wendig  hat,  im -Ihvditvlbliw' falle  lnRNiMr' dareh  An- 
näberone  mit  jedem  beliebigen  Gra~ 
werden  Rann)  und  da  dü^Fotenzen 

3V3,  (3V3)«,  (3v^)<  (SV3)*,  (3v3)», 

ntatUch  •  ;      ^  .     ,.   . 

3V3=3V3, 
(3v3)«*»'. 
(3v3)»=eiV3, 
(3v3)*=729.' 

•    > 

(3v3)«= 19883, 
(3v3)?*ISB049v3, 
(3v^«s:53144I . 

ii.  8.  w. 

schnell  wachsen,  so  scheiot  auch  die  Annäherung  ziemlich  rasch 
fortzuschreiten;  aber  die  successive  Au8ziehu|ig  der  Quadratwur- 
zeln wird  immer  Schwierigkeit  machen ,  namentlich  '  wenn  man 
sich  bei  diesem  Geschäft  nicht  der  Logarithmen  bedienen  wollte, 
und  die  goniometri^he.'ätiss^rst' Jeifbte/obd^^legaoie  Auflosang 
wird  daher  immer  in  der  Praxis  bei  Weitem  vorzuziehen  sein. 

Wie  niaii ,    W'enn '  man  die  eine  Wurzel  der  cnbiscHen  Glei- 
chung kennt,  die  beiden  anderen  finden  kann,  ist  bekanoL 

Die  ZurSckführung' der  ^ibischeii  Grelchutigen  durch  die  Sub- 
stitutionen .  , 

auf  eine  quadratische  oder  wenigstens  auf  eine  Gleichung,  die 
sich  wie  eine  Gleichung  des  zweiten  Grades  aullGsen  lässt,  ist, 


n$ 

el  ich  fioden  kann,    gaDz  Paul  Halcken'a  Eigeathum  uod 
Obigem  von  denicielben  entlehnt  worden;    da«  Uenrige  Ut  Zu- 
voQ  meiner  Seite. 

ZujQ  Sohlu88  will  ich  der  Ergutzlicbkeit  wegen  nun  noch  an- 
en,    nie  der  genannte  alte  Arithmeticu8   tu   seinem  Grimme 

den  fatalen  Casu«  irreducibiii«^  aber  doch  auch  mit  einer 
i^sen  Freude,  dass  er,  wie  er  wenigstens  zu  meinen  scheint, 
der  lieseitigun&:  desselben  einen  Schritt  vorwärts  eethan  hat» 

über  diesen  Fall  der  Auflösung  der  cubischen  Gleichungen 
pricbt.  S.  63.  seines  oben  erwähnten  Mathematischen 
len-Confects  sagt  er  nämlich: 

»fiil^kf^n  i^  flelel^ret  wottta,  tüit  man  bte  Cubifc^m  Aequationes 
t^rer  richtigen  Denionstratiou  aud  wat^rrm  ®runbe  solviren  foll, 
Hrfed  bad  mü^fomfie  unb  wic^ti^fle  i^,  bte  Cubic-SBur|eln  aud  ben 
ma  )u  eztrahiren  @d  ifl  aber  ehte  uuXUitit  dtegul  baoon  gegeben, 
m  fo((6f  «Gai^^ltdn  U\dft  unb  balb  mMfWt  fomii  lOei  ber  gweüten 
rittm  9irgu(  n?irb  man  angemer^et'  ^aben:  ^amt  bafclfift  ber  Cubus 
cm  Dritten  $^etl  ber  ßaf)\  3a  gröfTer  ifl,  ald  bad  Quadrat  bpn  ber 
iber  lebtgen  3^^^,  ba§  atftfgmt  Binomia  imperfecta  fpmmen,  baran 

irdifc^e  Xffdk  M  V^^  gan^  ungefd^kft  unb  absurd  fid^  et}e{get, 

]m  auc^  bie  3A^I«^ün{Uer  mit  felbigen  nic^t  gerne  n^otten  }u  fcj^ajfen 

gleicb  »ie  ehi  d^ntinemian  efn,  unartig  fnaftrfg  pid  ^o^  bettneibet/' 

^rr  berühmte  (^ardaiins  ^at,  um  folc^en  kDteberfpenjHgen  Jtunit>en 
rm  SBrge  }u  geben ,  im  25  Gau.  fetned  X-iSBud^d  16  particular-8le« 
ftrfrtet,  üon  welchen  er  auc^  V^^^^^  ^^  ^  ^^P-  ^^^  ^d(f0  De 
la  Aliza,  allein  ed  wirb  ba(ur(^  bte  @ad^e  ni(^t  gehoben;  5Dann  toon 
ia(b  fol^nt  Sterin  algebraÄM  procedlret»  fo  !onunt  vBm  tvieber 
Dld^e  ungrft^icfte  Hlimmia,  bleibt   alf»  ber  ^Utm  im  Sto^t  fMw, 

Sifl  4ier  Eein  beffer  JRtttel,  aM  baf  mtit  bad  lEBerd,  »ic  fd  bie 
t  Solutidn  giebet/  boUfu^re,  n^ie  bm  ntdb  unfer  £xtraotiei4s 
k  foicbe  ungef^tdte  Binomia  fid^^  ganfr  fä^i^  unb  \x>tHji  trinken 
tffie.fol^ed  wa  ben  angefft^tten  (fcrempelit  gmugfan  ttf^Kinft^f ) . 


'  ij ..  - "' 


)    Tns  ab^r  doch  luolit  reditklar  «^oworriei»  ist.  •<! 


» 


I.  • 


W   \IV.  10 


ii6 


I 

I  I 


.  * 


•  •  *   •  * 


I  • 


» 

•••    «: 


i 


.  f 


». 


lila  '  ■   • 


I 


1  '» -1  1  I       )-••'•;• 


f  .1  -- 


t..  j 


/«^iL# 


ZtBt  Theorie  der  Beih^ii. 


.  i<  . 


Vofi  4«iii 


i      Hem^Dr.  O.  Scblomiieby^ 

rroCfttipr   4fr  .hölieren  mathematik   mid  iMediMiik  «n  der    fiecfanUciicii 

BildliDgsRnstttlt  sn  Dresden. 


■  *  «  I         '«H 


J« 


J.        <■ 


1'  J'  Mtfhr  Im-  6enthle  «te  ni  BeiAtee  ttes  'wMcKcheii' Nadiweii«» 

vtMkb^D'  di^  Vurfeohter  Vinef  «tr^ng^reii  IMNiiidkiiig'de<r-  uaenAit^ben 

jReihett  die  fiifrhaiiptafig  anstteepriidheii ,  -  diüis '  mart  l^cl'  id^tn  sof^- 

-4m«ii  >Rüeebii6ti'  mit  jenen  Formen v  iivie  es' e.'iK.  D^m  HiriDlich 

«iiAM^tArt  bat,   tn  jedett   betiebipfc«!  iMdh  so  abMtikl^n  iResattete 

g^lailg«!!    bjiiNie.;   Ini  Qegensatxe  Mertttt  troUlMi  O*^   «nd  sao 

Anhane  geltend  macben,  dass  solcbe  Absurditäten,    wie  man  sie 

tbatsächlicb  aufweisen  konnte,  nur  von  einer  widerrechtlichen  Spe- 

zialisirung  der  Bucbstabengrussen  berrfibrten,  mit  anderen  Worten, 

es  wurde  uns  verboten,  in  Gieiehubgen  wie 


] 


l+:r 


— —  X  "^  JC  ^*  JC    """ *P    ~f"  ••••» 


das  X  für  eine  allgemein  gedachte  Zahl  anzusehen;  .r  sollte  nor 
der  „Träger  der  Operat44^Ben^S  ein  allgemeines  analytisches 
Symbol  oder,  Gott  weiss  welcher,  grosse  oder  kleine  Unbekanntesein. 
Ich  will  mich  an  dieser  Stelle  nicht  auf  die,  allerdinirs  nicht 
schwierige  Eriirterung  einlassen ,  ob  eine  Gleichune,  wie  die  vorhin 
genannte,  nur  einen  8inu  bat,  wenn  x  keine  Zahl  sein  soll»  p 
ob  es  überhaupt  möglich  und  denkbar  ist,  mit  etwas  Anderem 
als  Zahlen,  gleichgüßig  ob  dieses  Andere  allgemeiner  oder  spe- 
zieller als  eine  Zahl  ist,  rechnen  zu  wollen;  diese  Untersuchung 
gedenke  ich  einer  noch  zu  schreibenden  Philosophie  der  Matb^ 
raatik  aufzubewahren»  dagegen  will  ich  nachweisen,  dass  man  io 
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That  durch  d^rQbm'«che;L6icbtf(Q|itisb6it  Alle«  berrasbriogen 
1,  oameDtticfi  .den  Satz,  dasg  /*(fA-t»T=/l(f  "^*0»  j  wobei  fi,  u, 
id  die  Funbtibn  f  willkührlich  sind.  leb  oemerke  dabei  au8- 
klich,  dassiich  Jie  RetboaDgaUg^meiii  balte  und  keine  Spe- 
siruDgen  ▼oroebme»  die  etwa  den  Träger  der  Operationen  zur 
Idegradiren  kunnteo,  dase  leb  also  eine  Betracbtung  anatelle, 
jeder  Obm^ner  r<^r.i:icbt;||gjii^^k^nn/&n,,ia«ps.    .     '      .t 

Zafolge  des  Taylor'^cbe.n  Satzes  ist  immer 

h  k^ 

für  A=a?  — «:  .       ^    •     \       .        •      i 

V(x)  =  9 («)  +  ^(.^  +  ^  (ar-«)«+... ; 
r  nach  Ob  ms  Bezeichnung  geschrieben  werden  mii|ge':"'   ' 

*9» — 9«  =  ^»"  (^ — *)  %%*"  (*-^'-<«)*+  ••^•«  ^    '  ^• 

G^ffizienten  ^mi  ir->^>/ (ir^iik)*  m.  ^teti  #if  twAbkür^- 
mit  «1 ,  a^  etc.  bezeichnen ,  also 

«.  Dabei  ist  es  übrigens  für  di€  Dachfoigenden  Operationen  ganz 
kgültig ,  ob  man  ai^h  die  Reibe  als  convergeut  oder  divergent 
l  —    Erbebt  man  beifle  Siit^'d^iGfaicbung  1)  aufs  Qna- 
fio  erhalt  man  eine  neue  Gleichung  von  der  Form 


jj' iMiM**>d  nr  T  »•       '  ••  1.1.     '«ni/  .  ►.  rrc:-.^^.ri.    ■   ,i{    « 
ue|d^;^IQ  g,e,^  19^  pqni^tant^  Co^zienten  b^^iei^J) 

etc.      etc. 

tnaltiplizire  jetzt  die  Gleichungen  1) ,  2) »  3) .  4) ,  etc.  mit  den 
der  ^inÄ'iM^rbi4^ti|iifBteÄL%de(Uztenteii,l4|!^  A^  ete.» 

(t  durch  Addition  «... 

10« 


IIS 

oflier  bei  geliuriger  OHimin;  meh  deir  Potenzen  ron  x — az 
=  -4,«|(jr— «)  »  • 

+ r     - 

Andererseitii  bat   niaii  zoFo^  de«  Taylor'ecfcen  Satze«  for  jede 
Fonktion  /: 


Gkkliqvg  baltea  wk  «U  d«r  Tiorigeii  ■—■■«■,  indsdi  wir 


^  «  -  ^- 

etc. 

setzen  ond  aus  diesen  Gleicbungen  dFe  vorber  onbestimniten  Coeffi* 
zientc»n  Ai,  A%9  A^,»^*  bestimmen.  Diese  Bestiinmiuig  istjeder» 
zeit  ipO^Kch ,    weil  die  obigen  Gleidinngen  in  B^eziebiiHi;  auf  A^^ 

An,  A^ nur  vom  ersten  Grade  MM;  man  findet  aus  ^er  eisten 

Gleichung  24i»^  aus  der:zWei!en  ^,  aas  der  dittt^ti '  Jt«  u.  s.  f. 
Somit  wird  nun  die  rechte  Seite  der  Gleichung  5)  mit  der  tecb- 

ten  Seite  von  Nro.  Q)  identisch  und  wir  haben  daher 

•  •  •  "         •  •  ' 

> 

oder  endlich 


\  " 


7)        fs^fa+Ag  (yjr^-)  +^«(^*'''rq^,)M-4j(l5r-^)»+.-  . 

d.  h.  also  in  Worten :  jede  Funktion  fs  kann  in  eine  Reibe  Ter- 
wandelt  nenlen,  welche  nacl|  Potenzen  von  fpx'-^a  fortschreitet, 
wobei   <px  eine    beliebige  Punktion  und  n  eine  beliehiire  Grosse 


bezeichnet. 


■  '  «  ^'^%P'VI>i'!^  niir  gowif».^i|^€ta^c^ens  ^'^^  bei.  dleaer  R^ei^huun» 
iVcbt  Qf^,geriag9te  Spezii4li3ir.uQg  ^i^orgeoouiMif^ii  wordeii  .ist^  uofl 
gl^'^cbwqbl  entl^U  (tf^  obige  Sfitz/b  dieser  4^llgei)ieinl|eit:au8s;Q- 
sprocnen,^  alle  möglichen  Absurditäten  in.,  äicb.  — .Ua  nämlicb 
die  Funktioo  ^x  beliebig  ist,  so  kann  sie  auch  beliebige  Maxinia 
und  Miuima  bekommen;,  ge^eM  uui»,  ein  solches  Maximum  oder 
Minimnm  trete  ein  ll|r  a:&^*),  m  liimmt  Ah  Funktion  q>s  über 
ar=rfi  hinaus  wieder  deinen  Tbeil  derHV^rtb^  an,  die  sie  frOher 
hatte,  und  ^  ciebt  eir^p..  f^nfnidiif^e  |kfe|)ffe.,zi^ajLiii;i^en£ehr»rjger 
Grossen  u  und  v  der  Art,'  dass  V/u-u^T^/u+s  ist.  (Sehr  leicht 
sieht  man  ^  diess  geometrisch ,  wQiin  nyin  die  Curve  construirt, 
deren  Gleichung  y^tps  ist;  man  braucht  nur  parallel  zur  Ab- 
scissenachse  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  die  Curve  zweimal 
schneidet,  dann  sind  ft — u  und  ft-l-v  4ie  Abscissen  der  Durch* 
Schnittspunkte).  Setzen  wir  nun  in  der  Gleichung  7)  erst  x=fi — a, 
dann  a;=:fi*f  r,  so  ist  zugleich 

f/i—u^^fa  +  ^i(9Ju— tt-^^o)  +  -^2(9/*— »""9^«)*+ 

/m+»  =fa  +  ^l((PfJii-v^$>a)  + J^  (9»M+»"-9«)*  + ; 

und  da  ipfji-u^g>fi^pp  so  folgt  auf  der  Stelle 

B^c^deiikt  man  nun,  dass  .eri^tens  fi,  'fi'  und  1^  Grusft^n  8in(|, 
weiche 'nur  in  Beziehung  auf  9^  Bedeutung  haben,  'dai^s'zwei- 
leib  stkt  kicbt  eilte  Funktion.  ^  siii  üsden  wäre,  1  ;«^lohe;|&r 
wilikfihriich  angenommene  fi,  u,  r,  dje.  B^dipguug  ^fji^u^g>ßA^ 
erf&llte*)  und  dass  endlich  drittenil  f»  in  gar  Irleinem  2u^am- 
uienhange  mit  <ps  steht,  also  yöllig  willkührlich  genommen  wer- 
den darf,  80  erhellt  auf  d^r  SStelle  /  ..,d|ss  die  Gleichung  8)  reiner 
Unsinn  ist,  womit  sich  die'Gleichbeit  jeder  zwei  beliebi^n  Gros- 
sen beweisen  Hesse.  Vielleicht  sind  ein ,  paar  Beispiele,  hierzu 
nicht  fiberflfissig.    Man  setze' erstlftV^"-   '  '  ' 

so  ist  nach  Nro.  7)  bei  gebSrig  bestimmten  Coefl^ienteu:     ,  ^  ,,, 

9)     /i=Ä  +'^iG4^)'+^(jr+:ir*)'-^  ^<i4i*y + 


*)  Dieae«  /<  braacht  keioe  Zahl. j^M^ 0^1^ fn^scben  Siano  zu  seio;  x« 
B.  far  9«  =  ,  ^  wirdf /*=^ik,  und  A%m  Ui  eben  so  allgemein  wio  X 
ond  k  telber.  i    '  '. 

**)  Man  braucht  nmr  reehU  onil  link«  von  der  Abccine  /«  beliebige 
Strecken  U  und  9,  u*  und  e%  tt"  nnd  t"  etc.  alixucchneidra  und  den 
AbtciMen  /« — tt  und  jU-fr,  /*-^li'  iirid  /«4~^'  ^t<^*  jf'drsinal  gleich  grosse, 
sonst  aber  beliebif^e  Ordinaten  xn  geben»  so  erhält  mau  so%ie|  Punkte 
der  Curve  pz=^s  aU  man  will. 


IM 

bf^  Bestimmang  der  CoefBxieDten  wfre  hier  sehr  leiditideon 
entwickelt  man  die  Untre  Seite  nach  dem  Theoreme  v.öti  Mac^ 
Lanrin  und  rechter  Hand  jede^  einzelne  Glied  nach  demBitiomf- 
sehen  Sät^,  indem  man 


setzt,  i^')bdct.inaD 'leicbt  durch  beUeipeifige^erglti 

4i  — ir/*o'»* 


*  •     » 


I     •       •  ,  •  I     *       ( 


"      ••         ■        ■»    ■    ^^4    .'«_ ^'      . '.    -  . .       .      •  r 


In-      l     ..      '•  i        I 


♦  •         •/•..•  ■      .         *    •....:  I  '.'1       -        MJ" 


<4s  ^^l^f^  'i'I^tQ» 


t 


24' 


»       •      . » 


n«    8,  w« 

vnd  es  mflaste  nun  die  Gleichung  9)  richtig  sein,  wofern  or nicht 
sur  Zahl  spezialidirt  wird,  ''Mimmt  man  fdnmal  X'z^Ü   Md   daa 

amdere  Mal   x^  —  ,  m  bieibi  die  reohie  iSeite  in  heidib4^iHn 


^Uselbe ,  ui)'4  .mi^  /bat  ^tplglicb' 


>  ( . 


•      » 


was  achwertich  jeroartd  glanh^n  w|r.d„, . ,      .^         ,^    ,;,    ^, ,  ,^ 
Für  ein  zweites  Beiapiei  nehmten  wir 

^jr=Bin;r';*  crr=0; 
so  muss  nacfrWrd:' fr)" stein .••  '*  •"•  '    ''' '    *   "•''•  »^  ••••■•  •-♦  -- 

und  man  findet  durch  beiderseitige  Entwickelung  und  Vergletcbung: 


•1  r, 

o/mit  8 


^  — lA/ft  :^  if/  0.»    : 


•  I 


U.  8.    W. 


Iffl 


man     ab0f<     erat    »hz^^ä   iivid  *imh  ai^;^  +  u,    so 

wird  die  rechte  Seite  der  tileichang-  10)  nicht  geändert,  und  mit- 
bin folgt.  .  , 


Doch  genug  von  dieiüea  Absurditäten,  deren  Zahl  sich  sehr 
leicht  beliebig  Termebren  Hesse.  ^Vielleicht  ist  es  den  Lesern 
angenehmer,  wenn  ich  dea\  Fehler  aufd^ke,  welcher  den  obigen 
Rechnungen  2u  fOidinde  liegtj  -        \)\     '    :)-      )  .,  ^  . 

^  Stellen  wir  die  Gleiehnngen   t),  ^.  3)  etc.  so  dar,    dass  die 
Reihen  rechter  Hand  f^d|io|i|  sipd,.  so|  milssen   wir  die  Reste 

I  II  IIX 

derselben  berücksichtiget^;  ne^n^  wir  letztere  Rn»,  Ru$  R%  etc. 
sb' Ist  ^richtig:  .  »  ./i;  i  -.')!i  ).."'!  i?',    i'>  ij//  .t*».'  •,.' 


..;,^-^-«|,iC«— «)■  ^Bm, 

,    X?>*-9'«)*=6,(«-«)*+*»  ^^-«)"+ **(*-«)*  + 

II 

(9x— 9«)'  =  c»  («^«)*+t?4  (jfW^)^ + C5  («-«)»  + 


+Cii(j:— a)»+Äii 


Q.      S.     f. 

imd  die  letzte  dieser  GleÄchoogen  sei  , 


'.•»iiSn' 


.■  -  i.vj<.U-i  ;  ,  •  .'.»  .:    I  ,,.1. .  ,''.       M     x\ 
ichi 


Addiren  wir  diese  Gleichungen  nach  iHfukäpItkation  nift  'cfen'iiBb'e-^ 
stimmten  Coefficienten  Aj^^  A^^y^J^y  ßfß  ^st,  wenn  zur  AbkCirzuog 


t*  '  f     '  ••! ;;        **    ,  ^      <    I  I*  T."        •     1    .  "    Jl  "•     ■  '»   »( 


•  •     .  • 


«       » 


gesetzt  wird: 


.n- 


»  «         • 


0 


»      •• 


••/•   'uF  ;iM''  r     ,  I   »;      •    .  r.'  ,    !•        1   1 
.„•-{■  Au  ((p* — ^o)" 

+  \A,a^'+A^b^](x^a)^     \  '-      ' 

+ '  >  ' 


V-        •  I  ' 


Itt: 

I 


•  •  < 


und   hier  lassen  sich  allerdings  die  Coeflfizienten  Ai^  A^» — »Au 
ebenso  bestimmen  wie  früher;  ilnan  erhSit  d^in 


.1 


Neooen  wir  du  den  Rest  der  Taylorscneii  Reihe,  so  dafts  also 

•    •    •  .       •  i     ■  .     '    I     ■■  -     • 

bt,  so  kSnnen  wir  statt  der  vorhergehenden  Gleichung  schreiben: 
Ai  ((Pm  -  q>a)  +  4b(^*— V«)"+ -^3  (9*-V«)'  +  •••••• 

.  •    ■     .       . 

oder  endlich 

,*    .'       ' 

m.....-i-A»((ps — 9«)*« 

Soll  nun  diese  unbezweifelt  richtige  CrlAdmig  in  die  Formel  7) 
fiberg^hei^.  so  muss  Ü^  unendlich  wachsende  n 

'    '"  ■'  Llm(^ii'— •&i)=0 

sein,  und  hierzu  gehSrt»  weil  Qn  nur  von  /*,  iS«  aber  auch  von  9 
abhängt,  und  sich  folglich  p«  «und  5»  nieht  •  auflieben  können,  dass 
gleichzeitig 

Lim  9a=0 »    Lim  jS^ = 0 

sei.    Diess  ist  aber  nur  mogBch,  w^nn  äie  Reihen 

1        I  •   • 


•  <  '  t  w     * 


e^ren.  weil  im  GefFenUle  ifm  und  Kb  (mitliin  aitcli  Rm,  Hm 
flieh  Dicbl  d«r  Gränze  Null  afihern  KAnlvii.  Ob«chi>n  nan  die 
lergens  der  ebenf^enannteii  Reihen  nnthH-endig  erfordeit 
,  M  ist  sie  doch  Doch  nicht  hinreichend;    denn  wenn  auch 


lAmfw=(i  und  IAmRn^läm/tm.:-  =  0 

so  ToljEt  daraus  achlecbtardl^^  nicht,  da«s  für  unendlich 
wende  » 

mü»se;  es  wird  zwar  jeder  einzelne  Summand  immer  kleiner, 
ehr  R  wSchst,  dagegen  wird  al»er  auch  die  Anzahl  der  Sum- 
ien  immer  grSsser,  und  es  katui  folglii-l)  der  GrSnanertb  sehr 
I  «ine  endliche  nnd  sa^ar  stiitr  grosse  ?^ahl  sein.  Wer  das 
■uDte  Utegral  kennt,  wird  wissen,  da»»  jene ftesuchta  IJmes 
n  That  nichts  Anderes  als  ein  derartistts  Integral  ist.  Hiur- 
geht  klar  genug  hervor,  das«  ausser  der  Convergenz  der  fflr 
nd  (Pm  benutzten  Reiben ,  noch  anderweite  Bemugungen  zu 
len  sind,  wenn  die  Gleichung  7)  Bestand  haben  soll.  Auch 
eleriori  erheUt  diess  leicht;  ho  z.  B.  cc^nvergireu  die  Reiben 
'  und  8in;E  Immer;  setzt  man  aber 

e'=:H-^,sinir+^j8iu«i+^,sin»a:+ ..-.,'      ' 
«folgt  '"■/.", 

'  '  i      '75' 

^,  =  1,     A^  =  ^,  A,=  Q,  At=^^,    etc. 

m  die  obige  Eiitwickelang^  doch  nur  von  .r— V  bia  •*=ä>  »b- 

B  die  Reute '  reobter  Hand  Imtnet  oonveagiNi .— -  Weldwr.  Art 

iranch  SU  •rRlIlfladen  Bedingnngen  sind  '-(damit  Lim  &=dQ 

le).    gedenke  ich   bei  eiaer  andm>n 

kam  es  mir  nur  auf  den  Nachweis  a 

illieen  Irrthume  befangen  Ut,    wenn 

Me  Prinzipien  gestützt  zu  haben  glau 

Meinung  geßillt»  es  hätten    Abel    u 

™  «Geist  der  Analyeis"  die  wahre 

len;    aJlerdiirgfl  .findet  sich  Mancfaerlt 

KB,  nur  l^i^er  Dicbts  weniger  als  Ge«ei.  _. 


Veber  die  el^iiieiit9i|e  Cabjatar  der 
Flächen'  zwelteii  C^rades. 

Herrn  Dr.!  O.  Schlffmilch,/, 

FM^Mor  fcr  bMMni  MalfaMMil:  n*  M«cbulk   ak  *m  tickUmAm 


Die  eben   so    ei»rachep  aJs  eknnteo  ^fnihttioten,  ^    welehd 
verehrter    Vor^Ün^r    an    di^m   tiiesigfn  t)«lytecDni8(Aien  In- 
oC  Franke^  in  iS.'Bande  dw  ^i|clüv^  nüteetbeJIt 


•titnte,  Herr  Prot  Frankepin  l^.'Hani 

lücblii^eQ  UoteraucbaniE  Sl 
Cnbator  der  Flächea  zweiten  Grades  überbaopt,  nameiMM 


veranlassien'mich  zu  einer  fiJcbni^eQ  UoteraucbanjE  Sber  die 


entscheiden,  ob  sieb  nicht  von  beliebigen  in  den  Ricbtunf^n  der 
Achsen  genammeaen  AbschhiUen  oder  Kippen  derselben  eioe 
elementare  VolumMbestitnniiihg  gelwn  liesse.  Der  'Erfolg  dieser 
Betracbtnnß  war  ein  so  ^ter,  dass  er  vielleicht  al  Igen  einer  Hit- 
tlKiliAig  nicjit  yan-erth  .lad.  wobei  |ch  übrigeiw  di«  Be«D«iang 
nicht  hinterdrücken  kann,  dass  es  mich  sehrwuiidtini  fottUi,  Wtan 
Rltfhtt' «eilen  irgendwe- das  ««dielehenlle  «ehr  naUkgeade  V«- 
Mreii  benäUt -winden  wCr«;  ^echhabc  idtiaiall««  MirinCMotS 
stehenden  Werken.  nlehU  idaMber  Rnfandeh. :! 


wdsen.    nnd  zwar  kommt  der  Bew^  in  iti  Bauptsache  dai^ 


*)  Die«  lit  gnnr.  richtig;  jedWh  därfte.wohl  bemerkt  ma  verJai 
venliencn  ,  da«  socril  Segaer  difMca  Frlnclp  in  allen  aeincD  Elemcntir- 
Lchrböchem  der  geaammlen  SteroHnetrEe  al*  Grandprincip  ram  Gnai» 
fCelegt  nnd  in  den  ElcmanUr-Unterricht  eingefghrt  bat.  H.  i.  •■  B 
KloaicnU  Geoinelriae.  $.  194.  S-  SS8.  G. 


ISS 


ttflachen  des  Turnens.  V  sind,,  und   ;i;| ,« arA«*-'*^»*  ^'^  ^"^' 
Igen  dieser  Fifiehert  voh  ettiaiiddr  'bedbiit^ii ;   die  Oleibhu^ii^ 


(todet   •        • .'  •,       •         :     *'.';..     -i  .  ! 


I    •     •      I ' » t 


i'  1^ 


ii 


sich  das  Zeichen  Lim  auf  das  unendliche '  Wachsthuih  vbii 
I  die  MendilclMii'Abnirhne  der  jp  bezieht.  \-Vj  EtetüFiol^de« 
I  Satzes  ist  noch  das  Theorem:  TStehen  die  correspondi- 
D  Querschnittflächen  zweier  Volumina  in  einem  constitbten 
iltnistfe^  so  findet  zwischen  den  ^^^treffenden  Korperräumen 
Ibe  Verbältniss  statt  v.  - .  *  ^ 


-  \ 


Das  EUipßold.    (Taf.  U.  Fig.  1.). 


\     "'      t  I 


eben  wTr  der  lyelcanMMi  &dkimng'Abs  EWljmMes   . 


e;+(f)**(0=' 


'►'    ;i  t    «  •>      I.    H  ,   I 


)rin        '  '    '      *'   •''  '         •    '      "'"    '      i;-'     ..   ••■..'' 


■ '  •  I  *        ^ 


<   \» 


\ 


•        I  • ..  1"  '  i  I 

» I    .  I »»  I  j        ■  « '   •  .  1 1  1  t '  I  '  I  •     ••♦>•..'   r  •   .     .-  I .  \  I 

iralcterimrt  diese  Gleichung  denjenigen  Schnitt  des  Eltip- 
,  weicher  ^qb  d^n,  EljndpiinM  fl^  z  par^lel  f?i(  A^^  ^^^ 
rerden  kann.  Statt  nämlich  eine  Gleichung  zwischieii  den 
!oordinaten  OMiscsPt  MN^^^,  SP^z  autzustellen»  kann 
laeh  eine  Crl^tchiAifi^^wisifaeil  buifzMien  derselben  i^M' 
^^x  und  M'P=z  Mlfzs^  verfangeir/' indem  man  sich  durch 
en  Schnitt  gelegt  denkt.  Diese  Gleichung  zwischen  &M* 
VF  ist  aber  die  Gleichung  der  Schnittcurve  IJPV.  Letz- 
ildet  in  unserem  ^Falle  eine  Ellipse  mit  ijlen  Halbachsen 


ab 


aber  ist  äie  F'l&cne  des  ScYinTttes: 


!D  wir  uns  eine  iKugel  mit  dem  Halbmesser  c  beschrieben 
ihren  in  der  EntfenHUig?  %  6into  SchuiU«'  so  icrt  die-  Flächt 
\  Schnittes 


im 

und  es  Terhilt  sich  demiwM:b  jener  Schnitt,  des  EUip^ides  u 
4ie3eiji  cirkiilaren  i^chnitte  der  Kugel  ^i^  '^••^»  dasselbe  Verh&lt- 

niss  findet  also  auch  sivischen  den  entsprechenden  Körpern  «tatt. 
Lassen  wir  nun  z  das  Intervall  2  =  0  bis  2=:A  durchlanreo,  so 
erhalten  wie  einerseits  eine*  dliti^blfUsche,  astfererseits  eine  sphi- 
rische  Zone,  beide  von  der  Hübe  /i.    Das  Volumen  der  Kueelzone 

M  bekaontiidi  (t^h'^^J^)n,  uiid  M^iob  daä  dtfr.  eUip«^i«cbeii 

rar  '  •       .  '  '       ,*  '',.'. 

?"«?;         •    ■•       • .;..    ••   ...... 

Für  A=c  ergiebt  sich  hieraus  der  cubische  Inhalt  der  obereD 
Hälfte  des  Ellipsoides  zzzj^aöcit,  un^  folglich  ^abcn  fOr  das  ganze 

Ellipsoid.  Will  man  dus; Vishimfli  f^dieff  Zone,  deren  Basis  nicht 
durch  den  Mittelpunkt  gebt,  so  braucht  mau  nur  einmal  A=ii 
dann  h=^h^  zu  setzen  'tfiid^  zu'-^sublrahlhenx  man  erhält  so  da^« 
Volumen  einer  beliebigel^  Zbne,  .  defen  Hegi^nzungsebenen  senk* 
recht  auf  OC=c  stehen.  Ebenso  leicht  rst  es  ähnliche  Formeln 
lOr  solche  Zonen  zu  entdecken,  deren  Begränzungsebenen  anf 
OB=b  oder  OA=^a  senkrecht  stehen;  es  würde  hierzu  eine 
blosse  Buchstabenrert^uschung  hinreichen. 

Das   einfache   Hyperboloid.    (Taf.  U.  Fig.  2.}. 


Die  Gleichung  dieser  Fliehe  ist  bekainntltefr 


t  * 


U        ..Ml 
•  •  .1      '.  _''.•' 


oder 


und  mithin   der  Schnitt  durch  den  Endpunkt,  von  z  eine  Ellipse 
mit  den  Halbachsen 

»I  1  ...  '1  i- 

'  .  »     •  •     I    •       ]'    Vli/I       «1    ,!•» 

Die  Schnittfläche  hat  demnach  die  Grösse      i    . 

a&  (1  +  ^)7- 


Denken  wir  ons  ferner  denjenigen  Cvlinder  constmirt,  f«*el- 
cher  das  Hyperboloid  in  der  Kenleliipse  berfihrt»  so  bettelt  das 
gesuchte  Volumen  aus  dem  Cylindervolumen  plus  dem  Räume 
eines  riiigfiiriiig^i  .KÜrper^a  i  Ded  ^iqer^ihnitt  dek  letzteren  wird 
erhalten ,  wenn  man  vom  Querschnitt  des  Hyperboloides  den  Quer- 
schnitt des  Cylinders,  d.  |u  die  Flache  OA.OB,n=:a6n,  subtra- 
hirt;  der  Quet^Htiift  d^s  Hflgf^^rrt^eft  fCOr^ts 'M  '-  - 


•  I 
Construiren  wir  einen  Kegel ,  dessen  Achse  mit  derjiSeite  einen 
Winkel  von  45^  macht,  so  ist  der  Querschnitt  desselben  in  der 
Entfernu^s  >  X^n»  8ch<^itel  ein  Kr^is  nist  dem  HatbmeSlser  z,  und 
folglich  die  $chnittfl^cb>  ^a,*.«.  Die i%Schi[(tY<Hiche  d^  ringför- 
migen  Körpers  verhält  ,^icii  also  zur  8ciinitHläphe  dieK^s  Kegels 

wie  ~a:l,»  nnd  dasselbe  ronas  von  den  Korpern  gelten,  welche 
entstehen,  wenn  man  z  das  Intervall  «eqO  Um  i'=pA'  iWf^hlMufi^n 
lässt,  d.  h.  der  ringförmige  Korper  ist  das  Produkt  ans     -^     und 

einem  Kegelvoluifien/^t^ch^«  h  zi|r  Hc^hejuni  h  zum  Basishalb- 
messer hat.    Dieses  Produkt  wäre  demnaeli    ' 

und  wenn  man  den  Kehlcylinder  vo^  der  Höhe  h  damit  vereinigt, 
so  .ersieht  .<icU 

1  M  l'^--        *    «!        i  .i     !    .   !•  .  fy/f'l--       •   •        '.   ■'    .1  »I   ••     I      .  .'.  M 


.'i  »  *.'      , ''  ♦     ...      "•  .     •       '  .  'f      .  ♦.  '      1  #    I     •   i;>' 


^ 


•    .     • 


oder 


•  I  • « 


abU+^^^hn. 


afv'Voltfmen  der  hyperhtvtf^discbeti' Zone ,  welche  die  K!ehMKpse 
ztir  Baste  u«d  h  zur  ttlihe  hat.*  Gfebt  mvh  h  itw^l  V^rsthieden^ 
Wevthe  URd  8idl»trahif-ti  so  ksnn  Ynan  d^  Inhalt  jed et 'Zone  üil^ 
den,    deren    Begrünzuiigsebenen  der  Kehlellipse  parallel  laufffO» 

Fur:Aj=,c.  wir4  das  Volumen  der  obigen  Zone.  ==f  ^a6r;;r,alsogleic^ 

dem';^an«^n'  ßlltpAciid^  ,^  welches  man  aiis  deii  Halbachsen '  a ,  b; 
c  constnilren  ft:?rtlKt«^MKd 'Welches  das  Hyperboloid  in  der  Kdhl^ 
ellipse  beruhten  würde V'  diess  ist  d«r  }»BAt  des  H^rtn  Professor 
Franke.  '  •  ••»'  "  •» 


»  t 


\* 


rxB 


!•'       Das  getli«>iltor  Hyperboloid.    (Tat  iL  Fig.  3.). 

•    i-    .•  .    .    •^•..       r.    w .:     >    -.i!  ■   1  -    '    :   ^      l'    •'  '  '      '     ' 

Geben  wir  fder.Gfa^kbaiig  di^aer  FUi(;be»  atoUcb 


-e)*-(0'>(o*='- 


die  Form 


.1. 


80  zeiet  sich,  daas  der  ScnoiUy  durch  den  Pankt  jryz  gelegt,*  eine 
EtiiMiS^  Alf  den  Haibaehaea  •    '    i  *  :  <     .; 


«M.'f 


I  .     .    aV  (  i  Ji^'l'»   '«  »V  I  ^  1  —1 


'.?V(Ö*": 


darsteüt»  und  daas  mithin  die  Flfcbii,  dea  Schnittes  gleich 

ab  )"Ä""M  ^ 

aein  muss.  Denken  wir  uns  einen  elliptischen  Cyfinder  mit  den 
Halbachsen  a  und  b  hinsu ,  sp  la^ürde  der  Durchschnitt  desselben 
in  der  Hohe  z  die  Fläche  'oftn^  bealtssA^  demnach  bilden  das  Hy- 
perboloid und  dieser  CytindeV  zuaammen  einen  Korper,  welcher 
in  der  Hohe  x  die  Schnittflfiche 

be^^zti , . .  .Qpn^troi^^n  nir  wje  v^of bin  <  friMs:  «Kfioel  i  de|i«M  •  JkAm 
1M?4  Seite  ,einQn  baibej^,  jrechi^n  Win|c<^l.  eipscbliqftseSi  .so  .»eigt 
diji^er^  ifi  4ßf.  HoM^  ge$choiUen>,i4}p  »j^hpittlaiabe  2%»,nod'lolg' 

Kbh  Verhält ^Icbjen^' Schnittfläche  zu  dieser  wie  ^  :1:'    Lassen 

wiV  i  das  rntervall  ft^'ir'bis  it^/i  dnrUhlauhsd,  äö  btit»tehev  jetzt 
^wei,  Korper;,  der  firste  l^f  st^<  au^  ifi^r  hypfHrheioldiaebaii  Kama 
u|id,, einem  elliptij9f:(ieo  %lii^dei^,H.4f^9i) -' gf»BM^iiscba|Uiefre  fl&Le 
A-T-.i;  iats  ,i^^\xw,üte  M  :^iP  fd^gif^it^Riipf^r  iKegfL^iM.  deraelbea 
Höhe  und  sein  Inhalt  .   ./ 


IS» 

dem  elliptischen  Cylinder;   subtrahire*  irfr' i^ndtteh'd^ir  letiltef^nf, 
welcher  den  Inhalt  ab{hr^)n  bctsiti^»  so  kommt  der  Ausdruck 

zuhl  Voritdieln;  welcher  d^tl  inü^lt  der  hypetbototdtscfaeW  Kapp6 
vhh  Mt.  Hohe  A-<^  angie))t.  .Nehmen  Wir  A=2c/  sb  findet  sich 

2  oben,   d.  h.  die  hyperboloidtsche  Kappe  von  der  Hohe  e  hat 


eleiches  Volumen  mit  dem  ganzen  Ellipsoide,  welches  aus  den 
Halbachsen  n»  6,  c  construirt  werden  kann  und  das  getheilte  Hy- 
perboloid io  Beineil  beiden  Scheiteln  becilimo.  i(i^0rdet  —  .Oiess 
ist  das  Analogen  zu  dem  für  das  einfache  Hyperboloid  geltenden 
Satze. 


'     •  ■       ■  I  • 


■     (  J     '  ■ » 

Das  elliptiscÜ'e  PaVtillolotd.    (Taf.  II.  Fig.  4.). 


I  4 


..Diie.: Gleichzog  desselben  ist  bekanptlicb 

t/ *  Cm  "^l''.  '. 


■   \ 

.  ■  I  , 
'■  ..;t 
:    i\i't 

•  ■!'. 
•  •      »- 


oder 


a 


»    I 


und  mithin  der   Schnitt  dureh  deii  lElndpunkt  von  z  eine  Ellipse 
mit  den  Halbachsen 


Die  Schnittfläche  wird  demnach  durch 


V^    «nd    bif^. 

VC  V      C-/.\ 


—  I« 

•  c  .  *         • 


amgedrOckl;;'  Corisiräiretr  wir*  elti>  Pitema^.ivlplilhes. didi Hohe nA, 
difiiQreit^  ykund  dJQ.  Jiefe.-^s  l^esi^,«  so  ist  der,\^ttersi;linitt 

dcssifb^n  in  dbr''B^rehiQng''lr  ebenen«  £±  ^2 il^,tf^'^^ciftll '=^k 


'•■I  •  •  .    ••  ..     »'    ,  ' ,  .  •  i'  '!■  •  »  i 


IM 


aUo  z  das  Intervall  t=0  bis  z^A^darcblaufeii  lassen,  so  hat  die 
eiyteteUehdle  Kappe  'd^s  (ilRpfiscbeu  Parabeloides  denscdben  Inhalt 
\ii0  ,4i^0»9  Prisma»  oäiolich 

Für  A=:c  giebt  diese^  Formel  dref  Achttbeil  des  aus  den  im 
Halbacbsen  ß,  bf  c.  cunstrairten  EIJlip»oides^    Giebt  lufto  k  zwei 

Serthe  Hiid  subtrahiiij  90  lasst  sich'  die  Ciibatur  jeder  Zone  aus- 
liren,  deren  Begräuzungsebenen  der  Eb^ne  xy  parsdlel  laufen. 


/ 1< 


,1 .        .  • 


i  ■ 


1 ' 


Das  livnerboil'sehe  Parabblold.    (Taf.  IL  Fig.  5.). 

..."'',  •  .        . ..    • 

Die  Gleichung  dieser  Fläche  ist 

Ein  Schnitt  parallel  zur  Ebene  xy  würde  eine  Hwerbel  sein  und 
diefeis  hill^  ihik  nichts,,  weil  die  (/uadratur  dieser  Curve  nicht  ele* 
roentar  ausführbar  ist.  Legen  wir  -aber  paraltet  ziir  Ebene  yi 
einen  Schnitt  in  der  Entfernung^  OM^^x^  so  ist  die  Schnittfignr 
eine  Parabel,  deren  Scheitel  in '«  F  T^gt.  Nehmen  wir  s=0,  so 
geht  y  \n  MV  über  und  es  ist  daherv 

oder  \    '     '        I  i 

* 

bx 

Nehmen  wir  dagegen  in  der  Gleichung  unserer  Fläclie  y^^ü,  so 
geht  z  in  iHF  über  und  es  wird 


(D-i 


*?"  «le,  MT^'^ 


ff  a 


Nach  dem  Archimedischen  Satze  ist  die  parabolische  SchniftflSche 
ilfl7r=:|ilfC7.ArF=|  ^:r*\    Diess  lässt  sich    nicht   gnt  mit 

.^ner  anderweit  (bekannten -Schnittiäche  verglelcheff'  uod:  »mtonNiss 
desshalb  einen  anderen  Weg  einschlagen.  Denken  wir  uns  dem 
'ir  d^n   Spielraum  ':r=0   bis    x^h^  angewiesen;    theilen  Jk  mn 

gleiche  Theile,  deren  einer. ^=^'r  -beisse^  mOge,  und,  setzen  der 
Reihe  nach  j:=:dy  2d,  3d,...n^,  so  bedeutet  die  Summe 


^sch  eioe  Snmme  Ton  Cyliodern«  welche  die  gleiche  Hohe 
EU  und  deren  GnindflficheD  die  in  den  Entfernnngen  x^=ip 
nd  eeffihrten  Schnitte  des  hyperbolischen  Paraboloides  sind, 
bekannten   Prinzipien  ist  der   Gränzwerth    dieser   Summe 
Auderes   als  das  Volumen  desjenigen  Abschnitts  unseres 
ynerbolischen  Paraboloide  begrenzten  Korpers»  welcher  zwi- 
0  und  einem  in  der  Entfernung  x=h  parallel  zu  yx  ge- 
Schnitte enthalten  ist    Wegen 

man  jetzt  das  VdJatnen  des  Abschnittes  gleich*''' ^"*^  ^ 

']    .  - ",     •  - 

Lim  l  p (nd)»(itd  +  d)«  =  Lim  \  ^*»(*+d)». 


1    A<?'i4  1. 

6  ar 

man  speziell  A^a,   so  wird  der  Abschnitt  =:  ^  von  dem 

f  b,  e  construirten  Parallelepipede.  GieM  man  A  zwei 
!  und  snbtrahbt,  so  bekommt  man'  den  Inhalt  ^iner  halben 
welche  von  zv^ei  zu  trt 'parallelen  Ebenen,  von  der  Ebeüe 
sr  Ebene  az  u^d.derTlä^^  begränat  wird.  P'w  gao^  Qf>er> 
y  liegende  Zone  erhält  man  nachher  durch  Verdoppelung 
min  Gefundenen. 


Mto-wi 


I 


«^ 


.     .1 


PI*  '»  •.      I 


IV.  n 


Itt 


n 


•      J 


ITelber  flie  itestliiiipiiUMr  dcf  Inlialte 
der  drelsettisen  Pyramide.*) 

4    1  1 

'  '         Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Hessel 

u  der  UaiTersität  lo  Marbarg. 


.»    .  .'/         -.      V  :.  •        •     .    '« 


I  •     ■      »       •      •      . 

.    *  §i  1.  HUifw$atxi  Fü:x  ff«iD?.e.  Werthe  der  Zahlen  aund 
Ol  U«8t,  ^'|ch  auf  sefir  elementare  Art  b^^veiseD,  dass 

fni;'  «deikl!^^rtii  ton  x^  wen»  a^i  iefj  auch  ii*>jr  seil 

'.'•.I'  •  :«."    •'  /    .  .'■••'.■   rr!  ' 

Beweis.  1)  WeU  a^2,  so  kt  a>>l  und  a*  ^  2.2,  aiaos^ä 
2)  Ist  aber  ßr  irgend  einen  bestimmten  WerÜi  Ton 


*)  Der  Umstand,  datt  bei  dee  Lehre  Ton  der  Beetimmnng  det  la- 
balU  der  dreiteitifen  Pyramide  der  Beweit  de«  Satie«,  der  die  Gleidi- 
heit  sweier  dreiieitirer  Pjrramiden  bei  Gleichheit  der  Gnmdflächea  nad 
Höhen  anispricht ,  eigentlich  der  hohem  Mathematik  angehört»  bat  midi, 
wie  schon  eine  früher  von  mir  in  dieser  Zeitschrift  niedergelegte  Arbeit 
beweist,  öfters  lu  Versuchen  veranlasat,  diesen  Uebelstaad  an  beseitjgeii. 
Einer  dieser  Versuche  hat  mich  au  einer  Reihe  von  Untersachaogen  ge- 
führt» Ton  denen  ich  hier  einige  mitthelle. 

Obgleich  die  hier  vorgetragene  Auflösung  dieser  stereemetriadisn 
Aufgabe  die  ExhanstionsmeSiode  nicht  rermeidet,  so  steint  aio  mir 
doch,  besonders  in  Verbindung  mit  den  folgenden  Arbeiten  (über  welche 
man  unter  andern  Salomons  Grnadriss  der  höhern  Aaaiysis 
Seite  81S  und  819,  Beispiele  4,  6  und  6  Tergleichea  möge),  der 
VeröffentlichsBg  nicht  nnwertli  an  sein/' 


tm 

■  %•  «f  ■  *i*f 

Sa.*'    >;*♦•■     '    •      "'^^     •■   1    .'...•    »        ♦        ...    »»   -^       ,,     • 

f  ^2iß(,  in  irg«id  ^m^r  ArtuaobgfiirtiMiei^  das»  a*r*>/af.-r l 

V 


0  ist  audin'^  J7^    ^    '  •  .   •  .    ( 


mista^»>af— l  '*'^:"':  '  ^       .  \        ^ 


•  i 


und  a      ^2  '  '"'''  ''- ' 

W«.o'-»>2(x-i)--      '    ' 

/'  N       _   .    .       .  _ 

>  »^ix  —  2),  Intthin,  da  dl— 2^*0  sein  soll , 


\\  » 


•  *        ■ 


lun  oi>l,  also' a*-i> 2—1,  «o  ist  o«>?;.        ,      ,  .  ^ 
bera«>2,  sobta»-»>3--l;'  also  ,a«>3:  u.  s.  ^.    \ 

1 

ich  ista^^l,  also  «^0,  und  ir^=~positiv,  also  >  — x, 

LDmerkiiDgs  ¥.  Die  Beschränkung,  dass  ~ä  und   x  ganze 

ahlen  sein  sollen,  kann  man  weglassen,  wenn  mannen  Be- 

eis  weiter  ausdehnen  will.  Auch  Ifisst  sich  In  ähnlichefr'Arf  ue- ' 

3 

reisen,  dass,  i|^'erf0  .a^,^\i«jt,  aucli.f('>j.«r,,s«iB  miisse. 
omerkung  2>  Wie  die  Untersuchung  in  der  Abhandl.  Nr.  11. 

elgt,  so  gilt  die  Reget:  Wöüii^^ar  ist,  wenn  bVV^^ist«  äo' 
nass,  wenn  d  grosser  i^t  äfs  der  grOsste  Wer'tb,  den 

'/-.  "  .'s-         .[•;—  !  .  •   '    -  •••:<:'•• 

i X  haben  kakn  (d.  h.  >  Ve),  auch  a'^'X  sein. 

er  genügt  obiger  Satz  filr  ganze  jti  und  ^«  ,      *     .  ,,.       .  -  r 

L  Lehnatz.  Bezeichnet  man  ein  dreiseitiges 
a  und  eine  dreiseitige  Pyramide,  weiche  .eiine 
!  und  das  Verhältniss  cA:  cB:  cD  der  Längen  der 
B  dl^  er^Slcke  sülaauLfoesla^^n/den  Kalitenllnlen 


das  Prisma  durcn  P, 
die  Pyramide  durch  p. 


ii< 


se^  in  einei;  jrolchenvjSestalt  die  Länge  cA^sa  hat: 
di^s/PriWü^  durch  /^'(o), 
die  Pyramide  durch  p(ec); 

.r.  '     ;       '  I       )•'.  '  •  .      •       .t. 

weis,  btcl^i  (Ta|in.  FigeSO/.ei^e.dreiMitigei'rraliiide^i 
die  Ecke  m  vnd  die' Seiten  ci,  cth,  et  bat,  deren  \et- 
z=,cA:cB:cD  sein  mCge,  so  wird,  wenn  man  diese 
ü  a,  b,  d  halbirt  und  durch  die  Halbirungspunkte  b  und  d 
ne  gbM  so  leef»  >dass  Jl^dvQ  Kante  cJ  parallel  Ist,  so- 
f  als  di  mit  ci  ipa^ltel  sain^  ftucb  ist  dann  Im  und  li  in 

II* 


IM 

fand  *  halbirt    Legt  man .  nun  durch .  agk  «{ne  EbfnOs  M  )•» 
iese.  weir«^#J?iik  und  a*#et  Int;  »*»' E««4<J  Kwtliarallel, atao 

=    cA  :  cB  :  cD) 

Ist  also  cl=a,  so  ist  -  '  «<  ' 

Pyramide  c/mi  =p(«),      ^,    „      ,   ;^; 

Prisma  cabdkg  =  P(hh  ^^ 

auch  ist  gk  nnd'bd  mit  mi  par^llet    ^ ,  . 

Legt  man  ndn  durch  6^  die  £bene  6^A4^  c/t,  so  ist 


\.  « '  • 


~  » i'i''  f  .  '  ''  .♦  •■ 


Pyram.6^A^a/^A:,  also  =^p  f  5)» 

,:.    -  .  .  j;-.    -    :     •      .  '..ij    ti.ij;-i   .  1!'»    '      »•   ■    • 

auch  ist:.    _    .        ;  ;..:->...,.!,:..  .Ij// .iv  . '  .;)-.-.i.i  i »'  •"    ♦•  •■ 

Prtsitta  hghdlä^äalidigi^'pff!)  /     '     ' 

indem  jedes  dieser  beid^n  Prismen  balb.so«  groM  |st  als  ein  Pa 
rallielepiped ,  das  d^JScI^e  c  i]iicl'}die  Ip  dieser  Ed^e  zusamraeD- 

laufenden  Kanten  ^cA  (in  der  I^ch^uBy;  fP^^cJB   (m,  der  Ricb- 

1  '  •/•■'• 

tung  cm)  und  5  c/>  (in  'dör  Riciftuhg  et)  hat. 


...  •  I  -1 


£s  »t  4l80    .       '.•:''■  Itis  <;••'•.•   -I 


eltni    -\eiU,dkgj7^\bgh4kiJl\..,ttl(fJc    J*\     bgiidi   } 

9AA0  .,    .:  j-    .  '     .|  '   ;  ,.    '    j  /  ';    .,  I  '. 


♦  -      -.  '   •'     '' 


j 

p 


(4=2/>0+2pQ: 


j.  5.  Folgesatz  L  0a  p(|)<'^|)»»*  («ßdem»  *^«nn  ■*■ 
durch  aftcl  eine  Eben^l^g^s  «r4rd€^  die  Pjrrataide  ca6<2=pf2J 
eii#  Theil  d<te  Prismas  eäb4ftg\Hi;^(L^^P\^   ist},  so   folgt, 


das«,  weuD 


p(«)=2f'(0+2;»(|)v 


tvß 


...  I 


-*■  *»»  ,•  w.  ,, 


8p(|)Sierlegeii  iä«st);  *  ^    "( ^)  |  ./ (    )  |  '(  ).  ;  (  ^) 

l)p{«)>f /*(«) 
and  , 

•  i; ' 

ist. 

{•6.    Folgi9^atz  IL    fet:^l 


also 


(0 '""h. 


•o  folgt  durch  Sobatitufion 


Q.  a.  w.  ^   ■ 


.1 

="'0)t"Kf)+'"'(r)i 


|i     •  .  »       I. 


=""S 


)  ■^■"  \  ■    • 


•    t 


Cd+KD+^-d) 


ttl'l^.  #. 


««  '■ .  I     I 


p(«) 


='fß)+K9+»^^)+T+'-^i 


1^ 

Weil  aber  jedes  der  hier   m  diesem  Aosdracke  ▼orkonoielMeK 
=  g-  des  nlchst  KfjMMifa'ut^fo  ist 

=''<-'[(ö+(i^ifear~+a)-]+>'ö) 

Da  aber  ferner  die  Somme^  der  geometrischeo  Reibe 


I 
isty  so  bt 


/»(«)=  (    j^'/f^d») + *•/» (J). 


abo 


Da  nun  aber  ^  P{ä)=^  P(^j  ist,  so  hat  man  den  merkwUrdigeo 
Sati: 

6.  7.    Folgesatz  IIL    Da  nun^der  Sats      ,  . 

filr  jeden  denkbafeA/WertbVt^n  n  giK^^^lberpW) '^o   ^'oU  als 
QP(a)    gegebene    coristante    Qii^sseii,   sind,    so    moss     auch 

^U?(lOf"''1t^JJ..®'^^  €onst|r»l^nj  v^i|  deif  Wacbsea 
von  n  unabbSng^gen  Werth  nabeo ,  weieher  to  heisseft  möge. 
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1)    bt  nun  dieser  conetuite  Werth  «o^O,  so  ist 


'    I 


2)    Vfiie  itiigtgtü  diM^reoteUmto  Wertb  10  iiidits4l^  ao  mäaMM- 
er  entweder 

bei  jedem  Werth  t^d  h  positiv,  also  >0,  oder 
bei  jedem  Werth  yob  n negativ,  also  <0  sein, 

und  man  kOnote  also  fSr  jeden  Werth  ^on  n 

1 

entweder  to  =  -| — P(a)  und  constant» 

in  •  .      .  . 

oder  10=— .— P(e)  und  constant 

m 

setzen,  wo  m  irgend  eine  constante  pusUive  ganae»  q4i9;!  gebro- 
chene, rationale  oder  irrationale  Zahl  oedeaten  kann,  an  welcher 
M  die  nächst  grossere,  positive  ganze»  also  rationale  ZaM  .l^*>n 
mOge. 

3,1)  Ware  nun  für  jeden  Worth  von  n 
so  mfisste,  da,  wie  oben/beWi^On  wilrdh^, 


,;':   i 


ist,  auch 


also 


mithio 


t  t  \ 


sonach 
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•  I      1  ■  I 


folglich  -     - 

sein»  and  zwar  flir  jeden  Werth  von  n,  also  aach  ßr  i 
Da  mm  ab^r  4>3^ais4  A^'jedad  deokbaite  iWertt  ?w  JT 

ist,  mithin  um  so  mehr  i^oeii 


»       •!'      »    •         I      •      I«: 


12.4»  >jr 


■  *        t.  .     I  •  •   ;  -  ;  •     .  i  ♦ . 


Ist,  folglich^  da  m<ilf  bt,  um  so  mehr  noch 

I 


ist,  so  idttin'  le  nicht  pbaltiv  sl^tf. 

2,s!)    tVSre  umgekehrt  fSr  jeden  Werth  von  >t 


(  <  I  i  ■     '  •  »   • 


also  ,    -  .. 

so  müsste,  da 


I  \ 

I    i 


■(:)  -•.:)•>■ 


;     •  •    •'    •  \ 

ist,  auch  •       '  V     ' "' 

■•■'.'  ( )■;  ■■  )•■ 


also 


oder 


d.  b. 


-*C''(i)]<r£''.<"^ 


»'•6P'PC«)>j^P(«), 


UM 


■  .•>i\r,f/      ,  )•••  Ins     ••  »  "-',.••••     I'      ..     !i     M.. 


■    .1    'i*.».> 


ist 


J_  vi 

setiiv'ond  ««^iter- für  j^edeaiWertlb  ilotf  |i»*toi«Oi  Mt^h: /iIq!  il<7=<^; 
da  aber  4V>  Af,  also  6.4^  >  ^^  folglich  6.4^>m  ist,  so  ist  diesi 
nicht  mligltch*  Es  lautn^^UbDto  .a«ch  Inibht.  tegaiiv:>  seinl-'Xaritk 
ab«r  die  constante  Grosse  w  nicht  positiv  und  auch  nicht  negativ 
4ei#,  «^  i^^le^;?:^/  Ti^lgliF^.: 


* 


Im     tl.  ^  •}    •'    '      .'   t    '  \ 


t  .    / 


•»'"     ("»t.n   .;,        i    ;J  «•»    ''    )  •        ■      .1     ).  I 


1  . 

d.  h.  die  dreiseitige  Pyramide  =:»  des  dreiseitigen  Prismas,   das 
mit  ihr  auf  derselben  Grundfläche  steht  und  4ies'e^be  Hohe  hat*). 


.    » ;  . .    . .  *     ;  \  —    •  I  •  ,       -«. 


t. 


Heber  das  merfeitnUiNUse  IP<ys|ilel  einer 
zum  Thell  pnnetlrl;  s^^bil^letSik  Ourre, 

das  der  ^leichüngr  ehtsp'rient:'  ^V^.' 

Von  dem      '^  /  iz: .%.  /^  -  .. 

Herrn  Proiesspr  Dr.  Hessel 

an  der  UaWertitit  sn  Harburg«'"* 

Beim  Zeichnen  von '  Polyedern  pflest  man  hSnfig  die  Linien 
des  Hintergrundes  (gleich  ab  ob  das  Polyeder  darchsiobtig  iv€re) 

•)    Wtil  nanllch  dreli^il^  iPVisnto^  yon  glelc)i«i  Grjmtfflichca  «ad 
gleichen  Höhen  gleich'  gr<w^c  «kd*  ''*^      / 
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mit  danastellen,  und  man  stellt  sie  dann  gewSholichy  um  sie  voa 
denen  des  Vordergrundes  angenmiig  za  unterscheiden,  als  soge- 
nannte punetirte  Linien  ......  Aax,  deren  jede  als  blosse  Reuie 

▼OD  Punkten  eine  unterbrochene  Linie  bildet ,  wShreod  die 
Linien desVordergmndes  als  UD unterbrochene  d.h.  gesogene 
Linien  dargestellt  werden.  ; 

Fälle»  in  denen  durch  Gl^icfiungep  Linien  (Gurren)  bestimmt 
werden,  die  ihrer  Wesenheit  nach  als  punctirt  gebildete  Li- 
nien betfachtet  werden  können,  scheinen  mir  nisher  in  den 
Compendien  zu  weni^  herroigeliobea  zu  sein.  Ich  erlaube  mir  da* 
her  in  Folgendem  meine  Arbeit  über  das,  auch  aus  andern  Grün- 
.den  nicht  uninteressantei  Beispiel  einesiSolehen  Falles |[.w«lcbei 


die  Gleichung  j/zs^fx  darbiettt,  mitnitheUen« 


•  >■ 


%.  1.    Um  etwaige  grOsste  oder  kleinste  Werfhe  von  jf^s^Ti 
zu  bestimmen,  hat  man  nach  deq  bekannten  Regeln: 

•     I  '   ' 

^  ~~i  •(1— 2r).cü?....(I); 
also  /:  .  ^ 

W       "• 

I 

Setzt  man  l-r«£r=0,  seist  lx=l,  also.  a:^f  ^2,718 «...  und 


•  1 


€ 


= (2,7182818J^)"''*"*^*" 


'  h 


=:ly444B68...|ry=^=0.a678796|. 

•5'..      .    '  ;.  '..         '•;    •    ■    ■';     '«^1      •-•/    n^m    "i- .\    r' •  . 

<Py=£  (rfar).  [a*.  rf  (^^)  +  (?^)  •  A*^3 


'0  ^  i     .'  i    - ..    .'1,    I     «    I     .    )■        r  ^uw  Li    '.!  :ii   i«.  .», 

ist  also 

8  giebt  fdr,ir^<  den  Werlh  /    i    i 


1 


.,^X-*^:*:2,€.fo+(I-fe)«J, 


»•» 


r,  da  le=zl  ist,  den  Werth 


1  1 


: .;  I  J  -  ,        '  >  \ 

da  dieser«  mnp«=e^ppsitiv  jist^negatiT  ist,  seist  derXär  ;r=e.ge- 
lenrW^rtb  V=^^  cin'Maxiöliiii  d«  Werthe  vbri  y.  •  V    J 

welchen  Werthe  von  y,  mÄ  y^*V,0»,Ä!r^>ys*QRiij^ptlV.rT«l 
erst  näher  bestimmt  werden  müssen,  gehören ;  so  schlagen  wir 
enden  Weg  ein. 

1^  .J^H  LiÄ  efo  Ä,  .da4i>V?VÄlaA>  y%^.%\^JuTKh 

itirfigek^  Wadbsedddiil  WeHihe  2r=±Q0  ,  sd  wird  \W  dazugZ- 

ige  y  kleiner   und  nähert  sich  dem  Werthe  1.     Denn  wenn 

Ix       ,  ^  Ut 

z-r  kleiner  wird,  so  wirl  aueh  tt  kleiner^  npn  wird  aber   .— « 

ina:=e+^«  ist,  beim  Wäehüen^^n  :i  ujfn  <2a;==c{z.  verhindert 
■^    I»  d.  h.  um 

+iM^  •'^—  (e+«)«  ^^r .,  ...    , 

0  vermindert^. 4a: fvjrkUcjb7(e:|T^),^^|;  i«V4ffl  p«»itiY,ÖWJom. 

ne  Werth  von  z  mdge  noch  so  sehr  gross  genommen  werden« 
s  also  ancb  d4iip  nopb  der,  Eall  ist ,  wenn  ^r  skb  idc^qi  Werthe 
nähert.  ^  .    ,   "       • 


il72 

Es  wird  also  aocb  «,  flir  a?=e  bU  a^co  ,  atets  abneluiieo» 

/         '  :•  /         \     • 

▼on  y  ±::  i,444^66...  bis  .  z«  «fV».  --  -  Der  l^ertfi  y^Sf^  kann 
aber  nicbt  kleiner  als  1  sein,  denn  wäre  y<i  aud  >0»  also  eio 
äcbter  Bracb,  so  konnte  nicht 

OD 

ans  v  =  V<30  folgea,  d)un'y^=s^   ist;  was^docft  durch 
Erbeben  beider  Seiten  dieser  Gleichung  zur  Potens  oo 
folgt, 
sondern  es  wfirde  y^<,y^)9  also  um  so  mehr  noch  y*  <  1  sein. 

Setzen  wir  aber  «=:l-ftfy  wo  d  ein  unendlich  kleiner  Bruch 
=  öö-  ist,    so    wird  sieber   y*=r(l+dy*c:GO',  also  ist  >y=ycD 

1  1 

^l4-d  =  ]-fäD>    ^    A^®^  00  gegen!  verscbwindei,  so  ist 

fli 

^^^^^  =  1  zu  setzen. 

§.  4.    Gehen  wir  limgelceiiri  von  x=tS  allm&hlig  zu  kleineren 
Wertben  von  x  Ober,  und  zwar  zuerst  zu  den  Werthen  x<e-..>i, 

so  wird  dabei  auch  y=yx   stets   kleiner.      Denn   ist  x^=z€^^z 

«— • j_ 

und  «  <  e,  so  ist  y  =  Vs-^i^  .^     i  ' 

stets  negativ,  indem e  —  2 >  I,  also  /(e— 2) ^ /l ,  d. h.  ^  0,  aber <^teA, 
h.<l,aIso„lW(e-T^P9«itir,  ist,  währei^davch  (f-r?J^fiosi|fiv  ist 
Es  wird  also  innernalb  der  angegebenen  Grenzen  auch  /y  stets  kleiner, 

daheräücb^t^  kleiner,  WW^ndHch,  b^iar:=:i;  soAjys^V^ika  wird. 

.>.  -6.  5.  Dle'-«ächsleo  Mn  feli^diBn' Wert|M''vSD<'»'shid  «cht» 
Brfiche,  die  immer  kleiner'  weroen,  so  dass  dabei  a;<i  i^nd  >0 
IH;  und  mau  diebt  leicht,«* dasi  z.  B.,    v.  <  •/        ' 


M  M  n  I  in 


1       V    '       1  ■    5        '       ♦'•    •  '       •    •••»1     •       '     •    •       1   »!,' 


und  dass  allgemein  V  -:=r  -  1  ==—  ist,  und  ds^s  dieser  Werth 
mit  dem  Wachsen  von  2>1  abnehmen  muss.  undx|(|8ft  SMUicfa 


also  V10F=O  sein  muss. 

t  ^  r         0 

Eft  i^t  iilM  fll^'jr:t=0.am^  yc±Vl?^V?r±:0. 


>      • 


>»  • 


•)  W«8I  (ty,  wenn  -/r>l  ttiid»!  Üi,  itott  <1  i A  - 

^iT'  A  ".I    .l.ri 
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$•  6.    Ehe  wir  xa 
froilen  wir  liier  ridcH  1} 

SQclianff  bloss  auf  die  positiven  Wertb6  tod  y  KOcksieiic  ffeDOin» 
men  haben^^dass  es  aber.aucli  negati▼c^Wertlle  von  y  gieot,  die 
zu  positiveil  IWe^tfaen^ivön>  .x<Mli9r^i  )^tf''deiieti  '\fW  aber,  so 
wie  von  der  BerflclEsichtigunff  der  nepinven  Werthe  von  x,  vor- 
erst fioch  ferner  absehen  wollen.  -  '  tl 


Denken  wir»  unter  dieser :  Voraussetzung,' die  Cutre;  iowefcher 
die.  freien  Enden  der ':|-itf.  iiesen,  di^  ^u  x==Q  bYu^x^^  geboren,, 
fiir  ehi  rechtwinklige^  Uoorainätensysfeni  Cfl^atvuirt  nnd' untüräu- 
eben  wir'  dieselbe  /noch  weiter  »so  ergiehl' ^icli  das:iiin\den\  Mf 
geoden  Paragraph^ ']|ntwiqke|^v.;      .;     .  ;     ..  ;  ;.  ^      \  \h:i     ^ 

{.  7.    Fragen  wir  bim»i^>^  pb^  ^  ,^  yerl^ältniss  Ji  $  welches 

die  Tangente  der  Neigung  des   Elementes  der  Curve   gegen  die 
Abdssenaxe  anriebt,  etwaige  Maxima  rorkoiiiiiien.  so  habea  wir,'  d^ 

Ut,  falls  dieser  DifferentMqaötiettf^O'g^s^izt  irhd,  H«  GtetiAtmtgt 

— .T— a~i^)2i+(l-^)*=0,        '    ' 

I 

oder,  da  l=fe,  so,  dass  £r— ^l=/!i; V7e  =  /r— J»  die  bequemere 
Gleichung:  ,  ^     < 

(,(f)y+,^(f )-.=,. 

SO»  dass,  wenn  u  —  J=— ^±  V  x  +  afl  ist,  ein  solches  Maximum 
statt  hallen  kann.  Berflcksichtigen  wir  aber,  dass,  wenn  a:<e 
ist,  der  Bruch  —  <1»  also  /(—}  eine  negative  Zaiil  ist,  folglich 
= — P  gesetzt  werden  kann,  und  daj^s,  wenn  j;>e  ist,  auch 
|>1,  also  ^(j)>0,  folglidi  positiv  ist,  und=:+P  geseilt  wer- 
den kann;  dass  aber  andererseits  die  Zahl  +Va:+j:*>*  ist, 
gleichviel  welchen  poait)veiL  Werth  x  hat,',dass  mitbin 

+  V^+P-a?  ... 

stets  positiv  Ist,  also  =4-7*  gesetzt  werden  kann,  während 


.«• 


I    ■'ix.  »  i— (V^i+^+jf)--     ■•.  > 


stets  negativ  ist,  alsot=:-— ,<  gea^t  werden  kann;  so  ist  ersicht- 
lich, dass 


m 


. ' 


mugfidi  ist 

^l>   Du  mn  Or  4s<e..  M»  Wadm»  iet  Zahl  x,  vm  js=0 

bis.  jr=e,'aach  /f— TfrSchsi  too  — «>  Ihs  ü,  also  p  ab  nimm 

TSfi  ptsaGO-  bis  ;t=cO,  f»<hrsiid  bsinr  WadiseBToii  :9C30  bis  jssar 
die  Zahl  t^Vx-^x^^x  wäcbsf  Ton  f^O  bis 

90  fo^»  difss  zwiscbeii  ;r=0  bis  x;^e  sieber  ei b,  aber  aucb  nur 
ein  einziger  Fall  vorkommt,  wo  p==<  ist,  wo  also 


;    \    ^?)="-(^+1^*+^y 


wivd«.!4i  ^'^^'j^i:^  Maiimifliii -w«4en  kaapi. 
Anch  findet  nian  leicht,  di^  zwischen 


•    .! 


geoaoer  x^s*  nna  x^iz^f^ 

,,       jrs:^,S8  and  4^:^0,6  ) 


f» 


x=6^  und  a:=:d,5d 


A\  ..,r 


rfer   Wertb'  rr^äf  .*"*  +»  «f^rch  0,  in  —  flbergebt. 
.    .Eis  ist  dabei,  weil  /    ^  %  i       ^-    . 


•  > 


also  /ir=l— (a:  +  V^ar«)  ist ,  '    • 

anch     ''    ■'  ''     •'  *'*         ' ' '  i""      '^      "   '»'•'ii  .*-■  ■' 

/y=  j *     TjjBS:;^ 
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folglich 


.1« 


=e-<>'"  ohngef&hr 
=0,394... 

II)    Was  nun  das  fernere  Wachsen  der  Zahl  jp  von  a=e  bis 
.T=:ao   anlangt  9  so  ist  gn-bom^rkcp,  dass 

];  Die  Zahl  T=z\a:-^:^^a  dabei  gleichfalls  stets  wichst, 
von  T=:Ve+^-- 6=0,46002^  bis  T=  V^ÄHRb"«— qp<~. 

1,1)  Es  ist  nfimlich  T  stets  wachsend,  weil  i2T  stets  positiv, 
d.  h.  >0  ist;  denn  wollte  man  annehmen,  es  g^be  einen  Werth 

dT'^O,  so  mflsste  f&r  denselben 


k        i 


•"•'    ■>  -    ..    i:  ./ 


1  +^*  \        = 


■'  (:>K2v^p-*r^<? 


__    _  _       'J    I  \         o        « 


) 


*    ' 


mitbin,  da  cfj:  nicht '0  «reift  ^sbli,  •  :    >  .  i  « 


r  • 

d.  b. 

sein,  was  nicht  möglich  UU  ^  •'   M    \ 

1,2)  Es  ist  aber  ferner  T  stets  iCj^denn  wäre 


ii 


■  4  <  •  «  I  . 

-    •'.      III 


« 


r— Vifc«   *  :r— >|i*^*^  ^   **•**  positiv    ist, 

j  —  ^  *'^.  T^*^    'weil  7  positiv  sein  muss. 


also 


I  i. 


•VTS+S^xa  j1  -t-Xf 


so  wäre 


a:  +  ar*=?i<^-*-4jr+a:«. 


17« 

oder 


also 


da  nun  aber  x  poaitir  lein  soll,  so  mvss  ^A-^  n^ativ,  also 

*      1  .1"  •.       .'      •     I'  II    .  !"►  .  'I        !'>*t  •'*     \> 


.-  ^ 


also  7*  stets   <a  «ein. 

Es  ist  aber  ferner  zn  beachten»  dass 
2)  bei  dem  Wachsen  der  Zahl  .;rf|Tpn  :rr=f  bis  :r=ao»  anch 

die   Zahl   /'=/(j)  ^«eta>ächst/voiiV=i:'(0=dObi«P==aD' 

dass  also  nothwendig  wenigstens  einmal  P  so  gross   wird,  am 
dem  betreffenden  Werth  Ton  T  gleittb  za  seiuM 

Gresetzt  diess  sei  der  Fall  bei  dem  Werthe  x^=:B,  und  zwar, 
wenn  mehrere  solche  Fftlle  yorkommen»  so  sei  «=J3  innerhalii 
der  Grenzen  x^e  bis  :r:=dD  '  der  Hkieloste  solche  Werth  too  x, 
der  die  betreffende  Gleichheit  herbeifOhrt 

Um  nun  zu  nntersucheo,  ob  noch  ein  zweiter  u.s.  w.  solcher  Fall, 
s.  B.  flir  x=ß'i-x,  vorkommt,    kann    man   in   folgender 
▼erfahren:  -  ^   I 

Es  ist  allgemein 

X  y 


mithin  da 


folglich 


Bj:<2Vur4-a:», 


\\^%x^^'Sfx\x^<\ 


M7 

Da  aber  feroer  Va?  +  a:«>a:,  also  umso  mehr  noch  2  V'i+1?>  :r, 
I  ^  1         .  .  ,  .  1 

^         aV^STi«  "^P  "'•^  ""  **•  '^ehr  Doch  dT<,-dx    ist,    so 

^!S*'    .^*®f    *"g«"n«»  (9*'  j«den    unserer  Werthe    von  x)  stets 

Es  ist  also  auch  för  a:>Ä  noch  immer  dT<,dP.  Daraus 
folfft  aber,  dass  die  Summe  der^zu  x^B  bis  a?=Ä+ari  gehörigen 
anf  einander  Iblgenden  W.ertbe  von  dT  kleiner  ist  als  die  SunM 
von  eben  so  vielen  dazu  gehörigen  Werthen  von  dPy  dass  also 
beim  ferneren  Wachsen  von  P  und  T  die  Zahl  P  kein  zweites 
Mal  f^leieh  der  Zafil  T  vvrrden  kann,  dass  also  auch  flir  jr>« 
nur  ein  bestimmter  Werth  von  x  der  Gleichung 


'(f)  =  +V^l^-* 


\  |-il4 


GenOge  leistet. 

Auch  findet  man  leicht^  dass 

zwischen  a?=:4  un^  :r=z5 

genauer  zwischen  ^=4  und  x^zifi 

99  »9        x=iAJi  und  ar==: 4,5 

o  »       :r=4,3  und  j:=4,4 

„       »      „       .ir=±4,3Ö  and'';^=t:4,4 

99.       ,^.9f-   <^==4,36  und  a?=4,4 

und  endlich  zwischen  a:=4,36 und  dx=  4,37  die  Zahl  vT\^    atis    + 
durch  0  in  —  fibergeht      x 
kt  aber  dr= 4,36...  utad 


.  .  .  .f 


also 


und 


l(^^M.a:^^n^^^> 


9 


•  '•  ''r»»*.     '  #  <     ' 


<  < .  I    I 


•o  ist 


•'.•{ '  f 


I. 


Tlieil  XIV.  '     12 


I7B 

^.  8.  Es  finden  also  für  orsO^W...  und  (Sr  x=A^^  dfe 
I^laxima  der  Steilheit  den  CoryeneiemeDtes  statt,  bei  wetchea  die 
Curve  eine  Wendung .  macht,  d.  h..  aus  positiver  Conventlt  in 
nesative,  oder  umgekehrt,  fibeieeht,  indem  (bei  constaiitem  dx) 
bekanntlich  die  allgemeine  Formel  f&r  den  KrUmmongsradios 


B-- 


xircitBti  DUTeMiitialqOfltleiitenf  7^%J  ab   N«eiMr    hat,  »iw 
4^s,  ■{■  in  -r  db^rg^t,  fvean  dieser  Neuner  ans  —  in  -f-  fli>e^elil 
>  <^|.  9.    E*  ist^also  dlt  Curve  g^gM^dle  AhwiwTWT«  x  za 

f 

zwischen  x=0  und  jr=0,58...  coiivez, 

zwischen  x=0,58  und  j;=4,36...  concav,  ^ 

zwischen  a; = 4,36...  uQd.ii^;=po  cf  u  y  ex ;{'     \  \ 
bei  :r=0  ist  y=0,  .    / 

bei  or  >  0  bis  ar  <  e  wächst  y  beim  Wachsen  von  x, 

0 

bei  dr=e  erreicht  ^  das  MaxhoDum  VF  sefaier  GrSsse, 
bei  j:>  «  und  <  ap  uifumt  y  ab  b^im  Wachsen  von  x, 
bei  :r=QO  wird  ^=)- 

§.  10.    Substi^iren  wir  Oberbanpt  In  die  bekannten  ailgeoei- 
nen  Ausdrücke 

■i  '■      '.       :  ' 

fllr  das  Element  der  Curvei     ,         dÄ^y{dx)^+(dg)*, 
Rlr  die  Taf^^nte  derselben         Tg.i  =  »^-^^5^?, 

för  die  Subtangente  Subt«=^p; 

Rlr  die  Normale  Werm-f  =^y  Y^W*^^(<^)* , 

fär  die  Subnormale  Subn.«=  ^r-^i 

fär  den  Krflmmangsradias  Itrs-^^^*^^^^*^ 

•  •  • 

die  betreffenden  Werthe  von  y  und  <2y  und  iPy,  so  erhalten  wir 
nach  gehöriger  Vereinfachung: 


^ = ('S)V  «*-H<i-te)V^',' 


im 


1 — kc 


<r 


**  /»     •    i   . 


«  «\ 


.— V"a? 


1^/   JgJ         J^ It       * *  ■ 


li      > 


fr-...   l~te 


Sdb».ttid(V'?)».i^ 


'    ft-      (v^4r(i~fa)V^)      , 

,  a:«.V«[-aT-(l— fc).a«+(l.r«fc)a] 

wir  er»ebeo,   da«s  in  jeden  die##r.  AmFdrQ^bo  d&i  (Gr{^iae 
£r  eine  ly^clitig^  Rolle  spielt  ...:*• 

Da  aber  di^  QrP40e  J  ^  i;^?  eipfii^l»#,  Fprmen  |iiMiiiil94 ,  wenn 
ine  Potenz,  vpn  e  mi^  einfachen  gapzen  oder  ^ebr^icb^nfn  Ga&* 
enten  z.  B,  gc^ff^,,  e*,  c^.etp,  e*,.,«^^.  d~^,  .«-»•*,„.  =^fl»  wir^» 
1  dann  lx=zLe^=znle=n,  also  1 — £r=l — n  wird^  während 
M  zBglelcb die  in^meUrerendinMr For^neln ?orkonnieiide Gfusne 


w        «  '>         > . t 


*  *  wird, ..89,  Tvirfl  ij^i  4>e«fh(i  F^Wß  jede  der  betreflfepdfin  For- 
k  eWßcbet.  ,.,,    ^;  . 

§.  11.    Der  mphtijpt^.F^II  Ut  der,  'wobei  n^Q,  JM«*  Är=5^0 

ar=l  ist.    Es  ist  dann 

Tg,#=l/2,  Subt.j;=l,  Subn,^=l;    • . 
Ä=+V^2       =       Norm.  «  =  V2". 

§«  1ä<  ^eben  «rtr  jet2t  zur  Beriicksiebtienng  dei  tiegativen 
rthe  von  y  und  auch  der  neea^iven  Werthe  von  k^  übe' >  so 
imt  es  zunächst  ^eisefartlrch  darauf  an,  ob  x  als  eine  gerade 
r  fin  fine  n|ig^rf(4®  J2«abl  auftritt. ; 

$.  t3.  Ist  nämlich  x  eine  gerade  ganze  Zahl,  oder  ein 
rader  Bruch |(d- ^«  ein  Bruch,  di^r«  wend  er  d)Drch  AnAebeli 
eher  Factoren  im  \j^b\e9  und  Nemier  auf  die  einfachste  Form 
•rächt  ist,  einen  geraden  Zähler  und  einen  ungeraden. Nen- 

h&t),  oder  ist  x  eine  gerade  Irrationalzahl  (d.  h.  eine 
itionalzahr,  die  das  Doppelte  ist  von  einer  anderen  Irjrational- 
il)  z.  B.  ±zi7t^  tro  TT  also  ganz  oder  gebrochen  oder  irrational 
n  iiana,  so  ist  •- 

12* 


IffW 


»r' 


;i  ♦ 


80  das«,  weiiu  V^29t  möglich  aud  positiv  Ut»  sicher  g  zwei  Wertbe 
bat/ einen  positiven  und  einen  d'egativen  mugfichen  Werth. 

Was  insbesondere  den  Beeriff  Irrationaliahl  betritt,  so 
ist  eine  Irrationalzahl  nichts  weiteir^  als  M^inc  Zahlengrasse, 
».deren  Verhältnis«  zur  Einheit  jDur  durch  unendlich  grosses  Zableo 
,> genau  ausgedrückt  gedacht  Verden  kann.    Z.  B. 

7t:  i=^s,üm....^  toQOOO... 

=  314159  ....:iOOOOO... 

Auch  iiBt  z.  B.  yon  den  beiden  Irrationalzahlen  0,13113111311113.... 
und  0>M2262^i262!^6...  die  letztere  sicher  im  Vergleich  zur  er- 
steren»  in  unserem  Sinne,  gerad.  Die  Irrationalzalil  ist  uns  also 
ein  Bmtbi  mit  unendlich  eross^m  Zähler  und  unendlich  grosseoi 
Nenner,  und  es  kann  bei  ihr,  sowohl  beim  Zähler  als  heim  Nen- 
ner, g^flpagt  werden,  ob  er  gerad  6dcr  ungerad  ist»  gleich  wie  dies« 
bei  einem  gewuhnlichen  Bruche  gefragt  werden  Icanil. 

'§.144    WGrde  man  hierbei,  wie  wtr.es  oben  stiHschweigeDd 

Jethan  hahen,  annehmen,  dass  h\\^  Zahlen  x  (also  auch  aHe  ge- 
rochenen und  alle    Irratiönalwerfhe    o:),  wenn  sie  in  Brnchfonn 
.  ..  .-f..  '      .  ..  * 

als rpausgedrückt  werden,  ^ift«o'u»d  densel4iba  (coostanteo), 

unendlich  erossen  Nenner,  u  haben*),  so  wflrde  dieser aasdrücken, 
wie  viele  ax  in  der  Einheit  enthalten  sind,  und  der  Zähler  |  würde 
angeben,  wie  viele  ccü:  in  dem  betreffenden  Wertbe  von  x  enthal- 
ten sind.  Die  Zahl  tc  mflsste  aber  dabei  entweder  nur  ebe  no* 
gerade,  oder  nur  eine  gerade  Zahl  seip,  und  es  wurde  z.  B.  aoge- 
mess^h  sein,  (damit  die  Einheit  und  Jede  andere  ganze  ungerMe 
Zahl. ihre.  Bedeutung  als  ungerade;  Zahl,  nicht  verliere)  die  Zahl  a 
'als  tan  gera  d  zu  denken.     Eis  käihe  rfann  ou^  auf  die  Vtagt  in, 

ob  I  gerad   oder  ungeräd '  ist,' um  zu  entscheiden,  ob  3f=l/  - 

SS 4/  (sS\  zwei  oder  nnr  einen,*  oder,  falls  ^  negativ  und  l 
gerade  ist,,  ga^  keinen  mo^icheu  Werth  hAt 

1  I  

Man     hat    nämlich    bei    constantem  '  ungeraden    Wertbe  « 
1)  wenn  «=  +  |»  also  9=^(^y  ~  %/  /iVlst: 

•  ■  ■• 

t 

*)  Datfl  aUo  jeder  ;iiogliche  Werth  taa  'x  durrh  Z.  mit  conftastea 
naeodlich  grosiea  tr  erreichbar  «ei. 
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1,1)  bei  mgeraden Werthen von  (,  bloss  positive >Ver(be  von 

-VW- 


y~W   1-^1»      {.;  .:  .■•-  ;  ,. 


1»2)  bei  geraden  Werthen  von^,  sowohl  positive  als  nega- 


tive  Wlsrtfce   iy>n   if^Jk^flY: 


« . 


2;  wenn  *=-J.  wob«i  if-\^\)"i  =\  (-|)     '  ««"«^ 


=v^(-D-'    ^■•'' 


!]  » 


^    '  "^"'''  •/-*****— *-t-^  ■   ^.  ' '•  .f!  .f» 


abo,  da  tc  aogerade  ist,  so  dass^s±%/.  _*(  ^  I  ^^^ 


2»l)  bei  nngeiiden  Wertben  rron   ^i  Mos»  n^^gativ^e,  YjVerthe 


▼on 


y,  indem  y=:p^^|y  ist; 


2»2)  bei  geraden  Werthen  von  |  keinen  möglichen  Werth  von 

y^  indem  dann  .y=i:Y   —(^V  nnmoglicli   ist. 

S-  15.    Berfieksichtigt  man  aber,  dass.  filr  eine  Irrationalzahl 

X  recht  wohl  ihr  VethältAiss  zur  ESoheit' durch   einen  Bruch  — 

u 

(mit  unendlich  erossem  Zähler  .nnd  unendlich  grossem  Nenner) 
dargestellt  gedaqht  werden  Ijann ,  .^'(»hne  dass  darum  auch  flir  ver- 
schiedene irrationale  %erthe^  von  ip  die  Nenner  »  der  Brddie  wie 

—  dieselben  sein  mflssen,  berOckstchtigt  man  weiter^  dass  xt  hex 

seinem  stetigen  Wacbseh  sicher  ^nch  Werthe  erreicht,  die  als 
Brüche  mit  g^^raden^Nenn^i'(bet'ui^g^radiimZfthler)  ausaudrCUJcen 

sind,  indem  z.B.  '=o*  oder  ^=^0-  a-  s.  w«,  durch  ^=^^     mit 

ungeradem  Nenner  tc,  sei  tc  auch  noch  so  gross,  niij  at/solut 
genau  ausgedrflckt  gedacht  werden -kamtl^  sä  s^ebt  man  leicht  liin, 
dass  man  hier  nicht  nur  {,  sondern,  iocb  tc  :als  v^rtfndi0xtich  den- 
ken muss.     Es  versteht  sich  dabei  von  selbst ,  dass  der  Bruch 

^  (durch  Auibeben   der  geÄehwc^aftltcben   Factoren   im   Zähler 

nnd  Nenner)  auf  die  ein&chste  Form  gebracht  anzunehmen  ist, 
(weil  sonst  ein  und  derselbe  Werth  von  x  in  unendlich  vielen 
verschiedenen  geraden  und   ungeraden  Formen    in    Betracht 

käme);  d^scv  also  iii^dob  Brüche^  —    Zähler     und    Nenner     nie 

gleichseitig  (d.  h.  fär  einen  ni^d  denselben  Werth  von  x)  ge- 
rad  sein  können. 
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Wird  dies  voraiuigeBetzt,  so  sind  nnr  folgende  ftBe  BaMi 

n     1 


1)  X  Ist  positiv,  also  j?=+^;  daon  Ist 


V 


1,1), {  isl  porad^  aUo  u  ungpraA*  dann  ist 


( 


d.  b.  es  giebt  fBr  ein  gerades  |  sowoW  eineo  m 
einen  po^ilive^  Vlertb  ^oa^.-  A^    -j  -i  y 


1,2)  $  tet  ungerad>e/ma«^dann  lfJS[**  ^j^'*^^** 
bat  docb  y  ttuf  de«  rfnon mögllMieil/ We«fc  • 


y= 


2)  «  ist  negativ,  also  j?s=--,- s^abo 

Ist  nun  dabei 

a,l)ig«fadiAlMiftUilgßr*Mllir.«oM^,rT-|^  =»-^\j")  » 
.      j;ativ,  »Ubifi  y  un^MgHcb. 

Ist  dagegen,,       .    ;,. . 
8,3)  i  nngerdd  upd  e»  ist, 

^.^)  auch  tt>  ü  n  §  eta4 , :  «0=  Ist- 


••..  ^'     •#-  .»i   1 1 


•  '\t 


•I  -r 


:-» 


M' 


(^|)"'=-(l)" 


ateö 


1«  ' 


•t 


-te5"=-(p- 


also  ein  negativer  (aber  kein  positii^er)  Wert! 
vorhanden; 
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2^22)  »  gerad,  ob  ist  .<\ 

aUo 


-+v(¥=+fD'-; 


folglich  ein  positiver»   aber  kein  negativer  Wehh  Von 

y  vorhanden.  J  '     - 

|.  16.    Es  giebt  also ,  wenn  x  positiv^  also  ^\  q  ist, 

j)  indem  Quadratoten  (-f  JT-h  F)  t\\  jedetn  tVerthe  von  x=- -f  q 

t  dam  gebSrigeo  Wcrth  y  ^-f  V  9  ^  ikiid  idie  GetommlheH  der 

* 

I  die  Gletchnne  y=  -f  V  V  hestimftiteil  ^lAiktej  biidetl  wenn 
t  stetig  wacbaeiid  denkt»  ^ine  unanterbrocnenö Linie,  einen 
>genen  Carvenschenkei »  den  wir  bereits  oben  beschrieben 

I)  in  dem  Quadranten  (-f  ^— F)  nur  zu  jedem  geraden  Werth 

\q  einen   dazu  gehörigen  Werth   y= — V9  9  und  die  Ge- 

itheit  der  durch  die  Gleichung  y=--«V9  bestimmten  Punkte 
t»  w#il  nur  die  gecaden  Wertbc  vdii  ^  berfickMditigt  #eideii, 
unterbrochene  Linie,  einen  punktirt  .gebildet  ite  denkm- 
Curvenschenkel,  der  (als  ununterbrocheii  gedacht)  dem  in 
QnadraDt^ii  (-f  X\  Y)  lie^nden  gegelilildlich  gleich  Ist    Es 

II  aber  in  ihm  diejenigen  bildenden  Punkte,  welche  zu  un- 
ten Werthen  voti  q  geh5reti. 

\  17.    Setzen  wff  j«zt\3r  fiegativ,  alsO'  x=— y=ti-^  ^%    trilt- 

r=V--y .  so  giebt  es 

lU)  In  dem  QHidrADtSD  (-^J^F)  ma  tu  jedem  solchen  Werthe 

f=:-^y  bei  dem  sowohl  u  als  \  ungerad  ist,  ein€n  dazugeho- 
,  mogllchea  Werth  von.  y^  '^Smüct^: . 


--(T)5-a>' 


ax  -i — \-  (6M14  f  iS.  Nr.  S^l);     .  1 

IV)  in  dem  Quadranten  (-«- JT.-f  F)  aber  nur  zu  je4em  solchen 
the  von  f  =?=  — ,  bei  dem  |  nagerad,  11  aber  gerad  ist»  ieinaa 
gehörigen  mdgilcben  Werth  von  y,  nSmIich: 


IM 


,=.(Ö?=+(|) 


f 


=r^-^  (sibhe  $.  15.  Nr.  %22). 

{.  IS»»   C(a  wir  Qben  gesehen  haben,  dass  zu  ungeraden  Wer- 

then  von  ^-x  nur  ponitive  Werthe   von  V^  gehören,   and  das», 
wenn  X  die  Werthe  hat:    .. 

.     [=«];(>«  u«d<a^);(=ao) 
anch' Vc^-tUe  dain  gobOrigen  Werthe  hat: 

=  [VT];«  VT  und>  1);(=1) 

und  da  das»  was  von  einem  ungeraden  x  .und  dem  dazu  gehorigeo 

'        '« ^  .  .  .      .         , 

Werthe   V^x  gilt,  auch   von  dem  ungeraden  Werthe  von  9  and 

dem  dazu  gehörigen  Werthe  von  Y9  g^len  muss,  #0  Tolgt,  dus, 
webn  l^r  jdie  Wertne  hat: 

[=e];(>e  und<»);(=QP) 
auch  die  GrOsse  die  Werthe  haben  muss : 

-t^-a=(+<«  )1<<»  und  >t) ;  (31);/ <1  «^ 

7       ;  ^ .       vr/ 


^? 


[=—];(>  ^•ünJ<l);(=I). 


§.  19.  Wollten  wf^  4a^er  in  idem^  Quadranten  (- JT—  Y) 
Werthe  der  in  ( — X)  zu  nehmenaen  Abacisse  f,  die  zwischen 
9=0  und  qr=<3D  liegen,  jene  ununtarb  röche  »gedachte  Corre 
Gonstruiren,    für  wolche  bei  j «dem   solchen  Werthe  von  q  ein 

l  1 

y=>— -r — in  Betracht  kommt,  das  alsb   die  Grösse  - —  hat  imd 

Ih  'der  Imfctuog  (^  Y)  liegt ,  sie  würden  wir  die  eben  ang^be- 
•ffi^n'  Haäptwei^fhe  ven  ^  und  von    - — benutzen  koimen. 

V7« 


läff 

Um  aber  die  in  dieser  Con^  v^^i^lc oiiMaeo4^n  ^eodi^mnkte 
ej»tiinnien',  bStte  man  za  berückslcbt^cu»  ddtt»  ^ 


•  •  .    'i     ; 


und  dtos  aus  der  .Gleichuns 

(/y_l)>_2^(/^-l)  +  y  =  0. 

1 

aus  der  Ctleichini^ 

iVerth   von  'f^J  gefunden  wird  als 

was  im  WesentlicJben  dassei(>e  ist,  dass,  wenn  di^e  Glei- 

g  gelten  aoU  >  .       * 


moss. 

Daraas  wdrde  sieb  sogleich  ergeben,  daüs  ftlr  Werfhe  vont 
|>0  and  <1  sind,  diese  Gleichung  nicht  möglich  ist  (zu  un- 
iclien  Wertben  von  Iq  läbrt),  dass  also  zwischen  ^  =  0  und 
I  fflr  diese  Curve  kein  Wendepunkt  existirt. 

Daraas  wflrde   ferner  sogleich  ersichtlich  sein,   dass,   wenn 

t 

li  also  V  —9  +  ^   möglich  ist,  nur  der  Werth 


•     ••  I 


chbar  sein  kann ,  indem  ohnehin  q^  lg  ist  (weil  e^^^tq^  da 
n  ist)»  also,  um  so  mehr  noch 


•'» «/  .'». .  |, 


Daraas  würde  folgen,  d^s  twUiehmk  q^=ii'  ^vfüi  f  3=(3d  nur  ein 
depunkt  vorkommt»  upd  4ass  für  ihn  . 


^=+(g  +  l)-V^-*+9* 


moss,  und  man  ^ürde  laicht  Qnden,  . 


IM 

genauer  zwiscbeo  ü=4^  und  «=35    i      "*®   '^^***^__- 

,.         ^=4,6  und  y=5^         (9+l)r-^-»+Ä* 
^  „        9rst=  4,0  und  9=4,7       an«  +   hü —Übergeht, 

u«  s.  w. 

80  dass  der  gesuchte  Wendepunkt  zn  einem  Werthe  von  q  gehurt, 
der  zwischen  f=:4,6  und  9=4,7  liegt,  und  dass  dabei 

ist  \  \       J 

In  dieser  Curve  liegen  natGrlich  auch  ,a|le  jene  Punkte,  die 
durch  die  Gleichung  y^^yTx  f&r  den  Fall  Ibe^timmt  werden,  b 
welchem  x^^  —  q  und  9===^  ^  bes^halfeil  ist,  dass  sowohl  | 
als  u  ungerad  ist. 

€.  20.  Das  Bild  der  unünterbrocfien  gedaditeff  Curre, 
welches  in  dem  Quadranten  (— *JC-|-  F)  so  constniiK  l^erden  koonte, 
dass  in  ( — 
also  vom 
nate  y   e< 

9'^'k"^ — ^  geborte^; bedarf,  als  ein  blosses  Gegisnbild  der  Im  to- 

*     I 

rigen  Paragraphen  etwäbntijn  Cutve,.  ^o  y=a.-^^^  .    w^r.  keiner 

weitern  Erläuterung* 

Da  es  alle  Punkte  umfasst,  die  durch  die  Gldchung  jjf— +  - 

<i 

in  der  angedeuteten  Weise  bestimmt  werden,  so  umfasst  es  auch 

alle  jene  Punkte,  welche  durch  die  Gleichung  y^zSTi  ^ AeafA 

bestimmt  werden,  in  weichem  i;^— -qr^-^-'  'üo    besdtäJTen  iRt, 

'  ti 

dass  I  ungerad,  »  di^q^en.gerad  ist- 


I)  in  dem  Quadranten  {4^^y)  ^rtWg^ogeiitfl  SdMriBil,  fai 
welchem  kein  bildender  Punkt  f^^lt jl 
H)  in    dem  Quadranten    {-^JL-^m)    einen    punktirt  geUldeteo 

Schenkel,  in  welchem  die  zu  ungeraden  Werthen  von  «=  — ,  also 

zu  ungeraden  Werthen  von  |,  gehurigen  bSIdenfden  PmäM  'ftUen; 
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I  in  dem  Quadranten  (—  X —  F)  einen  punktirt  gebildeten 
okel,  in  welchem  diejenigen  bildenden  Punkte  derCarve  fehlen» 

welche  bei  j:= su  geraden  Werthen  von  £  gehören,  sowie 

jene,  welche  zu  geraden  Werthen  von  u  geboren; 
in   dem    Quadranten   i-^X-^-Y)  einen  punistirt    gebildeten 
ikel,  in  welchem  diejenigen  bildenden  Punkte  der  (ununter- 

eo  gedachten)  Cnrve  fehlen,  welche  bei  :r= 

zu  geraden  Werthen  von  £  geboren,  sowie 

jene,  welche  zu  ungeraden  Wertben  von  u  geboren. 

.  22.  Die  Zeichnung  auf  Tai.  tf  1.  soll  dienen,  die  Curve  v  =  V~x 
rsinniichen.  Die  Unterbrechungen  einer  Linie  durch  oooo 
ine  tmettdnche  Ei^treckunti:  andemffi«  i^      -  "^ 


^  Merkwürdig  sind  aie  verschiedenen  Ursachen  des 
fos  bildender  Punkte  in  den,  den  verschiedenen  Quadranten 
lorigen  Schenkeln  der  Curve. 

n  erstcoi  QtradnAiett  (-|«3tH-  F>  J[4b1t.keln -Jb^tdAlder  Punkt. 
n  zweiten  Quadranten  (+^ —  }ji  fehlen  die  zu  ungeraden 
ben  von  d  jg;eborigen  bildenden  Punkte,   well  dfo  ^og«wdcp 

Vurzel  aus  einer  positiven  GrCsse  x  keinen  Werth  von  der 

g 

-VT  bat. 
D  dritten  Quadranten  ( — X^Y)  fehlen 
diezugeitidtfe  Wertben  von  x  gehiSngen  bildenden  Punkte  der 


Curve,  weU  die  .gerade  —xrte  Wurzel  aus  —x^  d.  b.  V— ;r, 
unmöglich  ist; 

die   2n  geraden  Werthen  TOn  -^  -     geb^igefi  •  bildende» 

•  X  .1 

1 

Punkte  der  Curve^  Weil  bei  geradem  Werthe  von  ^  ^,  ein 

Werth  -{^    ßr  V^^^^  nicht  eÄtirt 

m  vierten  Quadranten  (—  J[  +  F)  fehlen 
die  zu  geraden  Werthiep  jai\  Xf  gehörigen  bildenden  Punkte 

dftf  Curva^  f<?eU  flOi  gerade  Werthe yon t-«  .die.Grösse,. V.  —  x 
nomagluifa  tot;  -       .     ,, '.      ,     ;  .;        . 

die  EO  nngeraden  Wertben  von  - —     gehörigen     bitdemlen 
Puokto  dwr  Cunre,  wmI,  bei  ungeraden  WerfHen  von  — i  eia 

^«f»,  +  ß)  *  «r  ^rzs  nicht  eüBtitt.    ; 


•    '•* 


m 


I*. 


:•    \ 


• .    f 


I.    / 


.• 


n 


Heber  eine  snomoiüfiksbe  Aiif|pft1ie.*) 
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Wlynir  4«r  Malhfoi^k  nnd  dmr  Katarwi««entch^ncp  mm.  Gjma 

Zwickma  im  E«  Siiclia^. 
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Auf  einer  Horizontaleberie  »teben  \n  drei  Pttnkten  A,  A  C, 
von  deren  gegenseitigen  Entfernungen  npr  eine,  z.  B.  AB»  hekaont 
ist,  drei  vertikale  Stäbe  J"^,  ti*ß,  CC7  von  j?egeben«rLSnge. 
An  welcbem  Orte  der  Erde  und  an  welchem  Tage  des  Jahres 
wird  es  Mich  zutragen,  dass  d^,  Sfi^attenende  des.  Stabes  AA 
durch  den  Fusspunkt  JS  und  C  des  zweiten  und  dritten  Stabes, 
das  Schattenende  des  Stabes  B'B  durch  den  Fusspunkt  C  nnd  A 
des  dritten  und  ersten  Stabes,  und  das  Schiättenende  des  dritten 
Stabes  OC  durch  den  Fusspunkt  ^  des  erst^^nd  somit  auch 
durch  den  Fusspunkt  B  des  zweiten  Stabes  geht^  -    ■    . 


II 


»  I 


I.    Aufl^siiiigfi 


Der  EMflicIiiiett  wegeh  stelle  man  skh  vor;  dttsar  dli»  ^Soone 
innerhalb  S4   Stunden    sich  um  die  Erde  In' 'efn^ni-iKreise  der 

*)  Zu  dieser  schon  xiemlich  alten  aber  gowiis  nicht  aninterenaanlet 
Aufginie  hatSchooten  in denZnuRtten  ynr  Geometrie  deaCarletiai 
eine  nnmerische ,  fdr  den  jetzigen  SIMd  de»  ^ilMsHti^afi'  iMikfthireifige 


Losung  beigebracht.  Die  am  genannte^  Orte  gcw^Mne  Fauung  der 
Anfrabe  ist  folgende :  Tempore  jrmo,  erecii«  fjllcimr  rnrnrnm  ml  per- 
pendicainm  triboe  baenlie  in  pläno  horizontali  in  pnaeli«  A^  B^  C,  qno- 
rom  I«  qni  in  A  eit  6  pednm,  qai  In  B  18  pednm  et  qni  In  C  8  pedon, 
ezistente  linea  AB  88  pednm:  contigit  qnodam  die  eztronitatem 
ambrae  baeali  ^1  transire  per  paaeta  B  et  C,  baeoll  aatem  B  p«r 
poncta  >1  et  C  et  bacoli  C  per  pnnctnm  X,  nnde  8t,  nt  etiam  per  panctiini 
B  elt  traneitanu  Qaaeritur  jam,  quo  terrae  leco  atqoe  anni  die  haec 
evenerintf 


fltntm^kag«!  be^^.  >  Slir  Miff^pimkt  dieseb  Kralses^iiefft/Ia 
der  Uimmelsaxe  und  entfernt  sich  von  dem  Mittelpunkte  der  Kiigei 
um  ti««  tilMa  dwf  'DeUinatloo.  d  der  Sonn«.  E^-Rüdiiui  .dtosel- 
htm  Kieiseslst  dem  (>98tini0'der\\l>eklbiatii»D  i  gMoh  xadetstf». 
£if  werden  demnach  die  Richtea^n  elnee.liiiterlialb^fii  «Sittodeo 
durch  ein  und  denselben  Punkt  A'  gehenden  Sonnenstrahles  eine 
Kegelfiäche  zweiter  Ordnung  b^seliteiben,  als  deren  Leitlinie  der 
▼on  der  Sonne  scheinbar  beschriebene  Kreis  angesehen  werden 
kann»  deren  Scheiteltribker  dem  doppelten' Comptemenl  (n-^i9) 
der  Dektrnation  gleich  kortitnt,  und  aeren  A^e  wegen  des  Paml^ 
lelisnln;»  ^ller  an  verschiedenen  Oiteti  zn  gleicher  Zc^lt  einfallen- 
den'Sonnenstrahlen  der  Erd-  oder  flimmelsaze  parallel  sein  «fniuMr. 
Ob  der  Punkt  A'  nach  seiner  materiellen  BescnaffenheH  die  Sö«^ 
nenstrahlen  un|;ebrochen  hindurchlftsst,  oder  dienelben  ganz  unter- 
tirtcht,  Meibt  sich  hierbei  ganz  gleich,  indem  fan  letztern  Falle  die  er- 
%vShnteKegelfläche  von  ihrem  Mittelpunkte  aus  zur  einen  Hälfte  als  fon 
«Sonnenstrahlen,  zur  andern  als  von  Schattenstrahlen  erzeugt  gedacht 
werden  kann.  DerKOrze  wegen  wird  in  derFolge  die  eineHälfte  derSon- 
nenkegel,  die  andere  der  Schatt<tikegel  geniannt  .werden,  wenn  sich  die 
Nothwendiekeit,  beide  HSlIten  von  einander  zu  unterscheiden,  heraus- 
stellen sollte.  Das  Schattenende  einer  von  A^  auf  die  HorUpu- 
ialebene  gefällten  Vertikale  A'A,  die  als  einer  der  in  der  Aufgabe 
erwähnten  Stäbe  angesehen  werden  kann,  .muss  nun  in  derDurch- 
schnittslinie  der  gedachten  Kegelfläche  mit  'der  Horizoutalebene 
liegen.  Es  ist  ferner  leicht  einzusehen,  dass  diese  Vertikale  A'A 
oder  der  Stab  mit  der  Axe  der  Kegelfläche  einen  Winkel  bildet, 
der  dem  Coroplement  zur  Polhohe  <]p  desjenigen  Orts,  in  welchem 
der  Stab  eingesteckt  ist,  gleich  kommt.  Die  Gleichung  der  er- 
wähnten Kegelfläche  ist  bezogen  auf  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
natensystem 


•    •    •»  i 


wAbei  i  vrieder  di^  DeMiliation  der.  Sonne  .bedeutet«  .«nd.di^  Ax^ 
dery  mit  dv.ilesK^^ls,  sowie  der  Coofidiriateiian£iMig  mit  dem  Mit- 
telpunkt de«Mb?A  zi^^i^nuiieolallt»  Hinsiflitttcli  der  neiden,  ^^4f>ro 
Coordinatenaxen  soll  nocfi  bestimmt  ^eritfei»«  dass  die* Eitiej^k^,  ileir 
^V  ^ifi  .der  Meridian^bene  des  Ortes  liegen jfpU..  V^bän4Q  ^^"^ 
nntidlpser  Gleichung. die. der  Horiaftontalebeoe,  SjO  wprde  man  die 
Gleichungen  der  Projectionea  de«^  Kegelschiiitls . '  ipelcben  ,das 
•Scbattenende .  des  Stabes  innerhalb  24  Stunden.  bes)chreibt«  .utt4 
um  dessen  Bestini niung  es  sich  handelt,  erhalten.  Dieser  Weg 
H  ür(^  .ai^ei;  9^1  sebou  jetzt  ersichtlicheii  Weitläufigkeiten  .und  Ver- 
Mrioklangen. fuhren,  die  auf  folgende  Wpise  viermredeu  weiden  ku^- 
Dflo. 'J|3{in.  drehe  da^  Az^nsystem  um  die  Axe  der  y,  so  da^s^ 
die  nfue  .^^xe  mit  dem  Stabe  A'A  zusanuaeu fällt,  j^so  Jer 
Drebun|»winM  dem  (^orai^lement  der  pojbube  9  'gleieh  i^.  Ver- 
mittels aer  dazu  gehCirigep  Tagesfonnatiooaformeln: 


■     •  •     « 


) 


i 


4;' ^:f  sm  9 -r  zees  99 , 

•  >      •  •* 

z'^=zz  sin  q>+  x  cos4>   . 


«4 


geht  ehige  Glefchueg' der  Kegelfiäche  Aber  id 


Ate  4er«  riona»!»  oder  det-vy-  Ebene- parallel  iati,   eo  hat  nan 
tfllr  disKelbe  die  em&cheßlQiekair. 


I 


r  • 


•  •  »         • 

ti-eon  6  die  EatferonQg  der  Ek^oe  voip  Coordioattfii^fuig,^  d.  h. 
die  LäoffB  dea  Stabaa  bezeichnet.  Vurch  einfache  Sabetituiioo 
von,  .6  iSr  ;i  ip  der  Gleichung .  d^  jLpgf^ichß  erhält  vaa  die 
.CUeidiqfia  def»  durch  die  BQffzpnbileVene  pii|  der  Ki^elBiche  ge- 
biUeteh  Kegi^bchnittsi 

«Hier 

Mjfl^Jfgf'-^iPliait^^Qi^^ü, (0) 


W0OO1 


«  I : 


.  aio8y 

f'^sin^coaigp       =*      — j-^«^ 

*  t 

^         •     M         f        •  cos  2®  —  CKMÜ         .      . 

Q=8iDd*— «sinq?*  =      2L_- 

gesetzt  forden  ist  Es  ist  also  (©)  die  Gleichang  des  vom 
Siobafteneii^des  Stabes  stA  besehrlebeneo  Kegelsdmltta,  wenn 
die.  Pöihdhe  des  Otibs,  mpo  d\^  geseMebt,  s^r  md  die  DeUi- 
et^tbil  derSeniietitr  2e(t,'  trähreiid  der  es  vor  sieb  gebt,  sni  asge* 
tiomfiVen,  d^rCeoriliiiateiKinfkag  in  d^ii  Fusspunbl  de«  (Stabes  and 
^e  Axe  ijler  -x  ie'  diä  MHiagsnni«  gelegt  wird.  Sind  iHib  ^,  i|, 
fr,  dIeLätigeii  der  S^Sbe  ^^/i,  B'ß,CV\  di,d^,d^  die Entferrmo« 
^en  AB,  ßd  CA  der  Foseponlcte  A,  B^  C  dieser  8afte,  roo 
derten  der  A^l^^^e  gemKss  nur  e{ne,  z.  B.  AB^idt,  al^  beframit 
iroraua zusetzen  ist;  liegt  ferner  der  Coordlnatenanfttüg  im  F«»' 
punkte  A  des  ersten  Stabes^  und  sind  .die  Goordinateu  der  f  oss- 
pmikte  B  und  C  des  zweiten  und  dritten  Stabes  resp.  Up  ß^  und 
a^,  ß%,  wobei  die  a  auf  die  Axe  der  x  find  die  p  auf  die  der 
ff  eich  bezi^erts  so  sind  die  Gleicbengen  der  too  den  Sdiatten- 
enden  der  Stäb^  A'A,  B'B,  OC  betriebenen,  bud  ätif  eifi  und 
dasselbe  Coordiiiatensystem  bezogenen  Kegelsebnitte: 

ilf(*-c%)*+i%-W*-5^/*»«(^'-fl^  +  ö*s*=0....  (H) 


m 

Nach  iM 'Bb^qgMo^  Mr.  AcffSbe  «bIIibo  t   .,.   .  « 
die  FaMpankte  de«  zweiten  and'  dnlten  Stabes  In  der  Tom 
itten  de»  «ratfii  be»vhriebeii«B  J/ipi9li«g.ePr.d,  ,Ji<.  , 

Jir«^«+iV/S,«-2P6i«4+<?6,*^0    •  •  •  .  •  (?) 
M«t*+^h*-iPh'^  +  Qf>i*=0 (2) 

die  SchatteDfinle  des  zweHeii  und  dittten  Stabts'  durch  de» 
punkt  den  ersten  gehen»  4-  h« 

j!fai«+MJ,»+3i»V%  +  ««te»=0 (3) 

Mat*^Nßt*  +  2Pb,a,i-Qb,*=:0 (4) 

endlich  die  Schattenliiiie  des  zweiten  Stabes  durch  den  Fuss- 
t  des  dritte«!  gf  heu ,  sowie  die  Entff rQUog  .  d?s  ersten  and 
en  Srabes  =ai  sein»  also 

i»^(«8— ««)HiV(&-W-2P&.(a3-a^  +  QV=0....  (5) 

«,«  +  ^«=d^« (6) 

)i^  in  diesen.  0  Gleichiingep  enthaltenen  6  unbekannten  Oj, 
t>  ft>  9  aoaS  kriiMien  aui  folgende  Wdse  bestimmL  werden. 

)arch  Subtraktion  der  Gl.  (1)  und  (2)  von  resp.  0)  und  (4) 
t  man 

2P(6i+V««=0(6,«-6^«);  «.=  .^(6i-Ä,) (7) 

2W4+A^)ab==e(V-V);  <^.=T^(fc-*.) (8) 

eh 

•  \  .  .  . 

Der  Werth  von  at^ — c^,  im  dritten  Gliede  von  (5)  eingesetzt, 

< 

*(«i— <%)HiV(«s-«i)»-QÄ,(A,  -  6,)  +  Qft,«=:0, 

Af(«i-«i^«  +  iV(oi-«g«  +  Q6,6ii!=a (8)* 

iddlrt  man  zur  letztera  Gleichung  —Qbi'*+Qbt*=0  und  be- 
lichtigt, dass  man  («■— c^)"  fär  (c^ — a^)*  setzen  kann,  so  er- 

da  


II  • 


2P 


'         » 


in 


I     •         I  I 


woraus,  mit  V^rgfleichtihg  von  (III),  beirofgeht  „dass  aach  dui 
S^rbattenende  des  drittel)  Stabes  durch   den  Fusspunkt  des  xwei« 

ten  geben* muss.**    ' 

t  ... 

Man  führe  ferner   in  d'en  Gleichungen   (3)  und  (4)  die  noter 
(7)  und  (8)  «nthalt^nei^  Wectbe  yoa  4%  und  i%  ein^  so  ist 

^«••  +  W+ 0*1*2=^0 (3)* 

Jf«3«+^Pi^  +  Q6lÄ3=0• (4)* 

Die  Summe  beider  Gleichungen  von  (5)*  abgezogen,  giebt 

'  '  '  . 

oder,  wenn  man  ^ß^^  tranaponirt  und  hierauf  die  Gleichmg 
quadrirt, 

* 

Tersetzt  man  ebenfalls  in  den  Gleichungen  (3)^  und  (4)*  resp. 
Nß^^  und  iV/^a^  auf  die  andere  Seite,  multiplicirt  dann  beide  Glei- 
chungen mit  einander  und  vervierfacht  das  Produkt,  so  erhält  man 

4iV%%«=4  ilf^a/aa«  +  4  MQ{^H^b^  +i»|**i6«)  +  4  QH^^HJ^. 

Zieht  man  beide  zuletzt  gefundenen  Gleichungen  von  einander  ab, 
und  dividirt  den  Rest  durch  Q,  so  hat  man 

ISon  Ißt  •.  ;••     a  .  •  .   .. 

«•«8  (*1  Ä»  —  6A  +  Ml) 

.=  ^l«i^&i*a-«**3rf  Mi)-(6i*a-At«»+6a*in 

««*Mi  +  «•****« 

Diese  Wetthe  ftubsfftuirt  geb6n,  nachdem  inaD  das  Resnitat  dorel 
Q  abermals  dividirt  und  mit  P*  multiplicirt  bat, 

=  JlfQ{6i«(6,Ä,  +  6,6,) + Ai  V*»  +  616,6,«)  -4(»Ö  -  P^*bjt» 
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Dan  der  Kfirze  wegen 

Ffihrt  man  statt  der  abgekürzten  Bezeichnungen  ilf,  P,  Q 
cb  die  doppelten  Bogen  von  9  und  d  ausgedrückten  Kreis- 
len  wieder  ein,  setzt  also 

0ln3<p*— sin2d^  ^  ^^   ^^ 


ilt  man 


4 

• 

»ittl»     lUf^ 

'» 

^ 

4 

„     üfO 

-p-. 

sin  2  9}*: 

P 

sinS^. 

ofidracke  des  Faktors 
q-p        fti'ft«H&>'6»'-t- Vfti*-6|  ft»ft»(ft|  +  VIA) 

noch  einige  andere  Formen  gegeben  werden,  als: 

±  +  1  +  1 


1     1  .  1 


(T) 


(sT'Ü  ^fc~s)  '''fc-är) . 

IV.  13 
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von  denen  die  beiden  ersten  zur  Vereinfachung  der  numerisclMp 
Berechnung  dienen  ddrften,  die  beiden  letzten  insbesondere  aber  bewei- 
sen, dass  der  Werth  von  - — -   stet^  (Positiv  sein  muss.    Es  soll 

daher  auch  !n  dc^  Fo1g6  dieser  Faktor  durch  ~C*  bezeichnet  wer- 
den,  um  dadurch  zugleich  den  aMs  pfsit'mii  Werth  desfselben 
anzudeuten.  ^Somit  hat  man  als  die  ^r^ii  einfache  Beziehan; 
zwischen  q>  und  d  die  Gleichung 

sin2^«t=C*siii2.#l  , (10) 

Werden   in  der  Gleichung  (6)   die  aus  (7)  nnd  (3)*  gezoge- 
i^en  Werthe  von  c^  und  ß^  eingesetzt,  SQ-,h^t  man 

r 


oder,  nachdem  man  eingerichtet,  für  JH,  lY.  P,  Q^  die  durch  die 
einfachen  Winkel  tp  und  d  ausgearfickten  goniometrischen  Funktio- 
nen gesetzt  und  die  Gleichung  durch  den  gemeinschaftlichen  Fak- 
tor cos  9^  dividirt  hat, 

(^1  +*«)*8in  9>*— 2(6,«+V+2d,«)sln9)«sind*+(*i— Ät)Vni«*=0. 

*'"9'*-  -^  (7^4-6^  am,)«smd»  +  ^^gj-^  s.nd*=0. 

Setzt  man 

und  bemerkt,  dass 

2(6i»-t-rfi'+V-fdi')^..  ,  »..  ,  ..^   ^« 


|=^  =  (^  +  1?,^^-B)i; 


SO  erhfilt  man  aus  obiger  Gtetcbung 

(sin  9«  -•  (/<  +  B)H\nS^  (siwp*^ — (J — i?)«sind«)  =-  0 , 

oder  sin9«ÄUi:Ä)«siiia» ,,•....  (11) 


als  die  zweite  einfache  Relattbn  rivischen '  qi/  und  d.  Hierbei  ist 
noch  zu  untersufbhen»^  ob  beide  der^  unter  i\i)  entbalteneD  Wertfce 
fOr  sin  qo^  zuläf^ig  si^d«  -«nd  H^lcbeir  AiistliticK  im  entgegenge- 
setzten Falle  filr  die  «reiteri^ '  BerechnuM  zu  Iwiiulzeo  ist.  Zo 
dem  Ende  rouge  erst  die  Egtwlckelnng  &x  Itu^  (3)*  und  (4)*  ge- 
zogenen Ausdrtfcke  für  ß^  ulid  ß$  vorfi;A^onuneii  werden.  Mao  bat 
nämlich 


M5 


Nan  ist 


daher 


FOhrt  mau  statt  ^  and  p  di#  oben  angegebenen  Wertbe  ein«  so 
findet  aicb  nach  einer  leichten  Rechnung,  daas  die  Zähler  vor- 
stehender Aaadrficke  Tollständige  Quadrate  sind,  so  dass 


P«=± (r=Sj         ^V  IT' 

Da  (244'jB)>>1  und  (il— £)«<1  ist,  wovon  man  sich  leicht 
überzeugen  icaon ,  so  ni 


V 


^=>r(A±B)*-i 


reell  oder  Imaginär,  je  nachdem  man  das  obere  oder  untere  Zei- 
chen zur  Geituttg  bringt)  iittd  daher  die  Gteithang 

siDq)«=(J-J?)«sina«, 

insofern  dieselbe  Imaginäre  Werthe  (fir  die  Ordinaten  ßt»  ßs  ^^ 
dingt,  nicht  weiter  in  Betracht  zu  ziehen,  so  lange  man  alle  mit 

dem  Faktor  V^-^i  behafteten  Formen  als  unbrauchbar  ansieht.*) 


'  ^  bekanntlich,  •tfhtpkC  itiRii  Jetst  den  inreginärM  and  eompTexen 
Gröismi  mehr  iiulniLerkaaBikeiC,  and  hal  iatbesondere  die  geomwiaehe 
Bedeutung    and    Constmlction    dercelben    dadurch  gewonnen,    da««   maa 

iT — 1  als  mittlere  Proportionale  Ton  I  and  —1  anzntehea  and  bei  den 
eiazetnefi  Fallen  anf  eine'  Verallgemeinemng  de«  Problem«  hinzudeuten 
fftN^t  (vergl.  n.  a.  Hne  Mittbeffang  Dtübi«ch'«  in  den  Berichten  dl  K* 
9.  ämaltooMft  der  Wi««eii«chaften  an  Leipaig  11.  B.  &.  HeftX  Auch  hier 
hat  der  Faktor  (i4— /?)*  «eine  Bedeatoag,  ireo»  oian  die  Aufgabe  erwe»' 
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Durch  Verbindung  von  (10)  teit 

8in9i«  =  (^  ■!■£)*  sind* 

« 

erhält 'inaD  eiidHcb 


8ind*  = 


(ii+Ä)*— C*' 


Hiernitt  kann  man  die  Aufgabe  aU  gelost  aneeheD.  Dcrl 
nämlich,  nach  welchem  In  derselben  gefragt  irird,  l&Bst  skli(h 

»int     ' 

8inl=  -j—f 
smo 


Ekliptik  and  A  den  M 


bestimmen,   wenn  £  die  Schiefe  der 
bedeutet,    welchen  die  Sonne   vom    | 

Donkte  an     jbeschiieben  hat  j 
^  (beschreiben  wird)  ' 

Ist  z.  B.  6^=6',  <i=18',  63=8'  und  di=33',  so  ist 

"^        6i  +  Äa  +  *s  32  '""ISi 

log.C«=9.40e90  =log^ 

f 

log(^+ÄM).47i85  =log(^^  +  ^^) 

log  sin  d=  9.62247  =:log8i]il9<'27'circ. 
log  8in9= 9.99432  =logsiii800  45'clrc 
logsiDi=9.92248  =slogsiiiö6<»46^' 
logA=9.99604\ 
+  log365,2l=2.56254J  =  1.76040=log57,6. 

Es  werden  demnach  am  67  und  58  Tage  |  °^^  |  FruhEi«? 

ft"R.»d«Jn;"b^H"''«t-^"'"8«'rf<»«rÄE'^H^'^' 
ter  einer  Polhohe  von  80^  45'  die  Stäbe  von  angegebener  W 

tert,  und  aU  Conitruktioneebene  nicht  die  Horiiontalebeae,  •<>f''?j 
auf  derficlben  senkrecht  ateheoue  Meridioaebene  aBnimmt  Fv'] 
Fall  erhält  man  cos  9*=:(i— ^)«  cos^.  £ine  weitete Betitcbcnif«* 
Verhältnisse  würdea  au  weit  fähren. 
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ebgesteckt  werden  mÜMeo,  wenn  die  erwartete  Erscheimiiig  be* 
obacUet  werdeo  eoll. 


II. 

Eine  kurze  Diskussroo  der  in  vorstehender  Auflösung  verge- 
kommenen  Cvtefcbangen  u.  s.  w.  dürfte  geeignet  sein,  das  Inter« 
esse  an  der  Aufgabe  noch  etwa^r  zu  erhöhen. 

Wenn  man  zuerst  fragt,  von  welcher  Art  die  von  dem  Schatten- 
ende eines  Stabes  beschriebene  Curve  ist ,  oder  da  dieselbe ,  wie 
schon  erwähnt,  ein  Kegelschnitt  Ist,  welche  Lioie  zweiter  Ordnung 
durch  die  Gleichung 

ilf>  +  2«^y«— 2Pte+  e6*=0 (©) 

bezeichnet  wird,  so  hat  man  nach  den  allgemein  bekannten  ana- 
Mischen  Kennzeichen  die  Fra^e  dahin  zu  beantworten,  dass  die 
Curve 

eine  Ellipse     }  >  > 

Parabel    { ist,  wenn  ilfZV=0  oder  8109*=  cosd*, 
Hyperbel  1  <  < 

d.  h.  die  Ellipse  und  Parabel  kann  nur  innerhalb  der  Polarzirkel, 
ausserhalb  derselben  kann  nur  die  Hyperbel  beschrieben  werden. 


m 


(Unter  den  Polen  und  unter  dem  Aequator  zur  Zeit  der  Tag-  und 
Nacbtgleiche  geht  die  Ellipse  In  den  Kreis  und  die  Hyperbel  i 
die  gerade  Linie  fiber.).    Nach  (12)  Ist 

*^»''^  =(^+Ä)*-.C»^^+^>  • 
cos<*=^^^^^4^^^(i<-frg)»  • 

Da  ferner  (^•fB)*>l,  %^  muss  auch,  wenn  cosd  reell  sein 
soll,  (^+ J?)*>  C*,  und  för  jedes  reelle  ip  auch  (A\B)^'>  C*  sein, 
demnach  wird 

sin9'=cosd^,  wenn  C=l  ist,  oder  der  Kegelschnitt  ist 
<  > 

( Ellipse      \  < 

eine  } Parabel    \  wenn  0=1  ist. 

( Hyperbel )  .    > 

Es  fallt  aber  je  nach  Verhältniss  der  Grosse  der  Stäbe  der 
Werth  von 

^==      6,  +  <i,  +  Ä,       -* 
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xwkcMo  die  Grepi^eQ  0  vnd  od  ,  woran»  ohne  Weiteres  bcrvorai- 
gehen  scheint,  dass  je  nach  der  Wahl  der  Stäbe  die  Sehslteii- 
endee  derselben  unter  den  in  der  Aufgabe  gestellten  Bedingungen 
bald  Ellipsen  und  Parabeln,  bald  Hyperbeln  beschreiben  können. 
Dennoch  lassen  sich,  wie  weiter  unten  gezeigt  werden  soll,  hin- 
sichtlich der  Möglichkeit,  dass  auch  ausserhalb  der  Polarkreise 
die  in  der  Aufgabe  geforderte  Ecscheinung  eintraten  kunne,  einige 
Zweifel  erheben.  Zuvor  jedoch  niogen  die  weiten^n  Be4ingiingeo 
erörtert  werden,  unter  denen  die  Schattenlinlen  als  Kfei^e»  Paia- 
beln  %L  s.  w,  heryorgehen. 

1)  Ist  9)=rr>  so  ergieht  sich  aus  (10) 

^- 71^1*^(61-1^+*.)  ■ "' 

1  ^ 

Mglich  «4=6,=6^  und  nach  (12)  aini^ -j^j^  z^  ^.^^ 4:  ^  * ^ 

b 
=  %,  wie  im  Voraus  zu  erwarten  war.    Ebenso  ist  leicht  einzo- 

sehen,  dass  die  von  den  Schatlenenden  heschtiebenen  Linien  un- 
ter einander  gleiche  Kreise  sind,  deren  Raditte  :»(cotd=i2  ist 

2)  Setzt  man  sin  9^c:cosd*  oder  C=l,  so  ist 
oder 


*v^T 


Es  ist  demnach  einer  der  drei  Stäbe  nioht  bloss  der  Läse, 
sondern  auch  der  Grosse  nach  durch  die  übrigen  faestioiint  Für 
C=l  folgt  femer  aus  (12) 

Die  Gleichung  (0),  insofern  dieselbe  die  einer  Parabel  sein 
soll,  geht  för  Jf=0,  iY=cos9*,P=cosg>8in9,  Q=:cos^*— sin^ 
Aber  in 

y*  C0S9*  —  26:r8ln^  cosq?  +  6*(coS9* — sin9)^)=:0 

oder,  wenn  man  den.  Coordinatenanfang  in  den  Scheitel  der  Para- 
bel setzt: 


\ 

I    t 
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Ea  ist  demnach  btf:qf==b{A  +  B)  der  Parameter  der  vom  Schatten- 
ende  des  Stabes  6  bescMebenen  PlarabeL 


Ist  z.  B.  6t  ^6',  ^^^18'.  €^1=733'  und   iiaüh    der   Relation 
1  1      .     l      A  ^  1  2,412.J 

V^-  Vt  *  VH'*^       |33,587...j '  •^  "•' 
log(i4-f£)= 10,47186=:  log  tg  71o2r20''  (o)). 

=logcotl8o;i8'40"(d) 

81'  81' 

Oder  sei  A|=9',  6^=|^'9  ^^^M**  <'i=^;  so  erhält  man 

log  (A+B)  m  10,51300  s=log  tg  7^  8&  W  (<p) 

=logcotl7o  3'40"(») 

3)  Fflr  d^  1  sind,    wie    erwähnt,     die    fraglichen    Curven 

lEIlUisen    ( '  "°^  ^^^  ^^™  Obigen  geht  auch   hervor,  dass  die 

Bedingungen  der  Aufgabe  Hlr  den  Fall,  dass  die  Curven  Ellipsen 
sind,  nichts  Unmögliches  enthalten.  Ein  Gleiches  gilt  beaiiglich 
des  Falles,  dass  Hyperbeln  entstehen,  in  so  fem,  als  aus  der  oben 
gegebenen  Lösung  nervorgeht,  dass  sich  drei  ähnliche  Hyperbeln 
unter  den  durch  m.  (1)  bis  (6)  ausgedrückten  Bedingungen  schnei- 
den  können.  Allein  hier  kömmt  noch  die  besondere  Frage  in 
Betracht,  welche  Zweige  der  Hyperbeln  zum  Durchschnitt  kommen. 
Da  nämlich  die  der  gansen  Entwickelung  anm  Grunde  gelegte 
Kegelfläche,  wie  schon  Anfangs  erwähnt  worden  ist,  von  ihrem 
Mittelpunkte  aus  einestheils  von  Sonnenstrahlen,  anderutheils  von 
Schattenstrahlen  gebildet  wird,  aa  wird  der  Im  Liefatkegel  liegende 
Theil  der  aus  dem  Dorehsebnitt  mit  der  HoriKontalebeiie  hervor- 
gehenden Hyperbel  als  eine  imaginäre  Schattencurve  anzusehen 
sein.  Wenn  nun  der  Fall  eintreten  kOnnte,  dass  der  reelle  Theii 
einer  der  drei  Hyperbeln  mit  dem  einen  oder  beiden  imaginären 
Theilen  der  fibrigen  Hyperbeln  in  zweien  der  Punkte  A,  J3,  C  zum 
Durchschnitt  käme,  so  wQrde  (ilr  diesen  Fall  die  Aufgabe,  wenigstens 
^  gfaom;Qoi«cb9  betrachtet,  unmöglich  zu  losen  «ein.  Es  fragt  sich 
min,  ob  und  unter  welchen  Bedingungea  dieser  Fall  eintreten  kann. 
Für  diese  Erörterung  mögen  durch  ±H|,  ±^2,  :^^.  resp.  die 
Zweige  der  drei  durch  die  Stab^  ^ai^  63  erzeugten  nyperbelu» 

welche  im    jc^ju-jon.  f  Kegel  liegen,  bezeichnet  werden,    ünbe- 

«chadet  der  Allgemeinbeit  d^r  Dlscuasion  kann  map  ferner  aui»eh« 
men,  im»  6|  der  hIeteste  der  gegebenen  Stäbe,  oder  At  <  ^  und 
6i<6s  sei.    Da  Q=sind* — sin  9^  negativ  seinmuss,  so  folgt,  dass 

«t=2p(^i  —  *a)»  03  =  2P^^^  ""^'^ 

positive  Grössen  sind«  Werden  ferner  durch  ;ri,  ar^,  aj  die  Ab- 
scissen  der  Scheitelpunkte  der  drei  von    den  Scbattenenden  der 


960. 


Stäbe  bi,  Ab,  6k  beschriebeoea  Hyperbeln  bexdebnet,  m  kit 
nach  den  Cileichnngen  (I)>  (H).  dU) 

Mxi*  -  2P6, «,  +  Qit*=0, 

und  hieraiw 

*^-  M 

_btMQ+bt(P±\rP^^MQ>^ 

2PM 

__  ft|(»in2y«  --8io2d^-h 6^(sip2y  J:sin2^)* 
48iB2(;t>(8in9^^-oo8d*)  ^' 

^»  ^fps — ^ 

_  6|(8in2y»--8iii2J^-h68(8iD2<pdfc8iu2J)« 

Da   8in2^>sin2d^  weil  C^>1,  dagegen  Btnqf^<co6^* 
sebon  oben  eiomal  bemerkt  worden  ist,  midiin 

80  ist  hieraus  abzunehmen »  dass,  mögen  in  den  Gleicbnoi 
Xi,  X2,  ^s  von  den  Doppelzeichen  (4:)  (die  Gbrigens  den  t* 
=ptfi,  T^a>  ~F^3  entsprechen)  die  oberen  oder  unteren  C< 
men  werden,  nur  die  nach-  ein  und  derselben  Richtnn<r  ^^^^l 
scissenaxe  zu  liegenden  Zweige   der    drei*  gedachten  Hy 
sich  zn  zweien  resp.  in  den  Punkten  A,  B,  C  selindden  i^ 
Denn  gesetzt,  dass  —  iV^  odet  — IL  mit  den  Zw^gen  i-Bi 
•f  H^  in  den  Punkten  Coder  A  zvm  Uarchschnftt  bSraen,  sow 

X5>a3>0 

sein,  was  dem  Obigen  widerspricht.  Hiermit  ist  jedes  M^ 
bezüglich  des  Falles,  das«  die.  beschriebenen  'ScbatteM 
Hyperbeln  sind,  gehoben.    Ist  z.  B,  ' 


2«1 

«i3pMKi.2BV  4^=1000'.  As=>31MB,  J,c=1000: 

r  a  « 

Ist  ■•     '  .     •     ;       • '     ;    ^ 

log.C>==0,25169;  log(J  +  Ä) =0,29274 
log8inJ=9^9983=:logsin23027'  qirc.  (Zeit  d.  SoUtit.) 
logsinqcr  9,89257= log  sin  SP  20a5''  clrc.  (Polhabe  v.  Leipzig). 

« 

Im  Folgenden  m^gen  noch  einige  beroerkenswerthe  Verhältnisse 
cbe  mit  der  Aufgabe  in  einigem  Zusammenhange  stehen,  Platz 
eil. 

4 

Verlegt  man  den  Coordinateqanfang  {3t  jeden  der  drei  von 
Scbattenenden  beschriebenen  Kegelachnitte  in  den  Mittelpankt . 
KÜteo,  so  erhält  man  aas  (l),  (U),  (III)  lolgende.  Gleicbiisgen : 

(P»—MQ)bi*  +  (i»-Jlf(?)6i*~* ^*' 

,    (sinfl»*— co«d*)*ar'      siny*  — cosd*  y      , 

,     (»in^p*-'-cosd*)*  £[•      gin<p*-^cosd*  J^  _  , 
"^"      sin<«cosd«'V'+       cösd«      V-* 

(l»-ÄQ)6s«+(/»— JfQ)6»«— * ^^ 

(^n^it* — coad*)*  a^       siny*— cosJ*  y*  _ , 
""*'       8ina«co8d*      6,«  +        cosd«        6^~^ 

Es  sind  also 

< 

mbi,  mö^,  mb:^  ' 

grossen  Halbaxen^ 

kleinen  Halbaxen  der  EUipseo   oder    die    halben  Nebenaxen 
Hyperbeln,  wobei  absolut  und  reell  genommen 

_    sindcosd       y(A+B)^^^.W(A-\-B)^-l 
"* "  sin^a— cos*»  —  (^  ^.  ^(1  _  c«)  '       '  '' 

«=  cosd  _  V"(iH-g)^-C« 

V^siny*— cosd*      {A+B)^'iIZc% 

}|S  l|9  l|9 

I  —  61  =  61  cot  6,  —  6- = 6«co t  ö,  —  6« = 6«  cot  d  die  Parameter  der 

gelscbnitte,  gleichwie  oben  unter  2.  (Kr  die  Parabeln,  und  wie 
srhaupt  so  erwarten  war. 


at2 

Bezeichnet  man  ferner  mit  /i,  Yt>  f$  ^^^  Eotforaiifegen  der 
Punkte  Af  B,  C  von  dem  Mittelpunkte  resp.  des  ersten,  zweiten, 
dritten  Kegelschnitts»  so  hat  man 

P  P  P 

und,  wenn  diese  Ausdrücke  durch  die  entsprechenden  grossen 
Balbaxen  dividirt  werden: 

m^      mb^      nÄg       ^P^^JlfQ       sindeosd 

Verbindet  man  also  die  grosse  HaHiaxe  und  dteLfinge  7  unter 
einem  rechten  Winkel  und  zieht  die  Hypotenuse,  so  ist  C  die 
trigonometrische  Tangente  des  der  Seife  y  gegenüberatehendeo 
Winkels. 

Hinsichtlich  der  Bestimmung  der  Lage  de9  Punktes  C,  oder 
der  Grösse  voii  BC:=:zd^  und  Clk^^d^  mi  man  zwar 

wodurch  man  mit  Hülfe  Ton  (3)^  (4)^  und  (5)*  d^  und  d^  als  Funk- 
tionen von  6|,  b%i  b^  und  di  lie^timmen  kann:  doch  dürfte  folgen- 
der Weg  kOrzer  zum  Ziele  fähren.  Es  mntm  nämlich  'sind*  und 
sing)*  doch  immer  denselben  Werth  behalten,  wenn  man  d^  oder 
d^  statt  dl  als  gegeben  annimmt.    Setzt  man  daher 

Oi  +  6a  &i+6t 


ebenso 


V 


und 


i*+*i    +    4,+*.        ^    ' 
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oder 


A^B=A'^B'^A''^B''=.'^ 


sein.    Nimmt  man  nun  di  als  gegebene  Länge,  also  A'\rB  als  be- 
kannte Grosse  an ,  so  hat  man  zur  Bestinmiang  ¥on  d^  und  d^ : 


ao9 


hierans 

Inf  Sholiche  Weise  gebildete  identische  Gleichang 

ki  «ioh  »»*  EW«fcniig  von  il^S^^+^^ISS  statt 

^i  +  ft« 
B,  wie  natOrlich,  auf  «fi »  %, 

Die  betrachtete  Aufgabe  bietet  noch  mehrere  interessante 
ältnissCy  welche  bei  einer  weiteren  Untersuchung  derselben 
Theil  sich  von  selbst  ergeben.  Ich  begnüge  mich  nur  noch 
e  derselben  kurz  anzuffinren.  So  ist  für  den  Inhalt  ^  des 
idiBABC 

Femer  bat  die  durch  Me  Spitaen  der  drei  Stflbe^^'^,  ffB,  CC 

8»  Ebene  A'B^O  die  Eigenschaft^  dass  sie  stets  normal  auf 
leridianebene  steht  Dieses  merkwOrdlge  Lagen verhiltniss 
;  zQgleleb  siir  BeBÜttmiiing  der  Lage  des  Dreiecks  ABC  in 
Horizonfalebene. 


ao4 


Veber  die  IFlrlLunir  linearer  el( 
sclier  Rlnse  auf  die  masnetlsehe 

Flfissiffkelt. 


Von  d< 

Herrn  Doctor  Haedenkamp, 

Oberlehrer  der  Mathematik  und  Phjtifc  am  Gymnasium  sa  Hini 


Der  electrische  Strom  flbt  auf  ein  fnaffoetisches  Elenest 
Wirkung  aus,  die  dem  Quadrate  der  EntTeroang  umgekehrt 
portionat  ist,  aber  die  Richtung  der  .Kraft  liegt  nicht  io  i»\ 
ivirkenden  Kräfte  verbindenden  Geraden  Linie»  eondeni  siij 
senkrecht  auf  der  durch  die  Richtung  dee  electrischen 
und  den  angezogenen  oder  ab^eato^seneq  Biagqetiischc 
gelegten  Ebene;  flberdies  ist  diese  Kraft  noch  proportioiul ^ 
8inu8  des  Winkels,  den  die  Richtung  des  Stromes  mit  der i 
dem  magnetischen  Punkte  nach  dem  Stromelemente  g« 
Linie  bildet.  Nennt  man  daher  die  Entfernung  eines  Stro 
ments  ds  von  einem  magnetischen  Elemente  r,  die  Intensitat^J 
Stromes  und  des  magnetischen  Elements  t  und  fi,  und  den* 
kel,  den  r  mit  der  Richtung  des  Stromelements  dt  macht,  ii 
wird  die  GrOsse  der  Kraft,  mit  welcher  sich  die  Elemeote 

hen  oder  abstossen,  durch        ^      ausgedrfickt 

Ich    werde  im   Folgenden  die  Wirkungen   untersnchen 
Kreis  -  und  elliptische  Itinge ,  durch  die  electrische  Strune 
auf  ein   in  der  Ebene  der  Rin^e  gelegenes  magnetisch« 
eben  ausüben,  wobei  die  Querdimensionen  der  Ringe  v^ 
sigt  werden  sollen. 

Ich  bemerke  auch  noch,  dass^man  bei  Beobachtungen  s 
das   magnetische  Element  eine  Magnetnadel  von  geringer 
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ütolreii  könne.  Zuerftt  nebnien  wir  an,  dass  dar  whkende 
ein  Kreia  aei  und  daa  maffnatiadie  Tbeilchen  aoaaerbalb 
6  Krebes  liege.  Sei  in  Taf.  IV.  Fig.  1.  C  daa 
etische  Element  von  der  Intensität  fi,  welchea  von  dem 
te  EG  HE,  durch  den  der  eiectriache  «Strom  geht,  angezo* 
»der  abgeatossen  wird.  Der  Halbmesser  diesea  Kreiaes  aei 
e  Entfernung  i4C=a,  die  Entfernung^  eines  Stromelementa 
{  von  dem  Funkte  C  oder  AC^sr,  der  Winkel ,  den  daa 
lelement  mit  r  macht,  i^QO— ^.  Die  Kraft,  womit  daa 
leleraent  in  B  auf  C  wirkt,  wird  nun  auagedrfickt  durch 


Sichtung  dieaer  Kraft  iat  auf  fyr  Ebene  dea  Kreiaea  aenk- 
.  Nennen  wir  die  Kraft,  womit  irgend  ein  Bogen  dieaea 
es  den  magnetischen  Punkt  C  anzieht  oder  abstosat,  R,  ao 
Iso 


R^i^f^^. 


wollen   nun  zuerat  die  Variabeln  unter  dem  Integralzeichen 
1  den  Winkel  AEB=i  q>  ausdrücken.    Ea  ist 

r*=  a*  +  6* — 2ab  coatp' , 
wenn 

**=(5T^  und  l-*««ioV=:^(*.9>) 
lit  wird,  «rhSlt  man 

t,  da  rcfunp^acoa^p' — 6,  wird 

■  ^ 

«o«*--2Ä J(U,g,)      ' 


t 

« 

Hin  9t=:— 39a  ist,  so  «rfalit  man  flir  die  Kraft  des  Stromes 
las  magnetiscne  Element: 
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Di^sea  btejpnil  i«t  ein  «llipÜMbis;  w«oa  iiim<H#  gefvikttBdM 
Btoieidinang  desüdMitii  iNMbehftU»  so  wird»  da 


^/35^)=«^*''')- 


iE*0in^co89^ 


'    » 


Dieser  Ausdruck  stellt  die  Wirkuns  des  Bogens  FGB  dar.  Ffir 
die  Wirkung  des  ganzen  Ringes  erhält  man,  da  dann  die  Inte- 
grale von  9)=0  bis  ^^n  geBomnieii  werden  müssen: 


•    • 


Man  kann  diese  elliptischen  Integrale  auch  noch  leicht  darcb 
eine  andere  Variabele  ausdrucken.  Drfickt  man  nämlich  ^  und  9' 
durch  den  Winkel  ^  aus»  so  wird»  Wie  man  leicht  aus  der  Figur 
entnehmen  kann» 


V 


Hieraas  ergibt   sich   leicht»  wenn  ~=^> 

z/9>'=1^21coS9'  +  i*  und  2/«(i,^)=I«-iVinV 
gesetzt  wird: 

r =«^y'=5:a(l+A)^y  =  7(]^5§^^^  >. 

■ 

,,r^.  ■         1-^  a»    _(l-fit08y 

Durch  diese  Transformation  wird 

Nimmt  man  dieses  Integral  von  i|i=0  bis  ^=^»  so  erhält  man 
in  dem  TorileigehdndiBn  Ajuadmck)^  die  Wiikiing  des  Bogens  EB. 
Für  die  Wirkung  des  ganzen  Ringes  ist 


Di^  Km  geim&chtb  Transfanntlion  des  .oMi^Mke»  lotagnlA  oltt 
dem  Arguneote  q»  lind  dem  Modal  jfe  in  eift  andere«  joit  däUk  Al^ 
g5miente  ^  und  dem  Modul  i  ist  die.  Laadeosofae  Subaftiiii« 
tion,  die  sich  hier  unmittelbar  durch  eine  einfache  geonletHschi 
Betrachtung  darbietet.  Legen  wir  jetzt  durch  C  einen  Kreis  and 
suchen  die  Wirkung  des  mndörcbgehandvn  electrischen  Stromes 
auf  ein  innerhalb  des  Rinses  befindliches  magnetisches^  Theil- 
eben,  z.  B.  in  B.  Fiir  die  Kraft,  womit  in  diesem  Falto  der  elee^ 
trische  Strom  'auf  das  roaenettsche  Theilchen  wirkt,  findet  man, 
wie  aus  der  Figur  leicht  erslcfatlick^ist,  den  Ausdruck: 

dtp'cokBCA_     p  8y^cos(»— <pO 


rd(p'cosBCA_     P 


den  w  ir  durch  H,  .be)eeichnen  wollen.  IA1$  Hülfe  des  obigen  Aus* 
dfftick«  (ir  ^  find«!  man. Mehl: 

Ä,  =  jJiCf:(X,*)  +  Xsm^). 

Dieser  Ausdruck  stellt  die  Anziehung  des  Bogen«  CK  auf  B  dar. 
Man  kann  auch  das  vorhergehende  elllf tische  Integral  durch  fp 
ausdrücken,  und  man  erhält  leichtt 

Dies  ist  der  Ausdruck  für  die  Anziehung  des  Bogeos  LK^  Ffir 
den  ganzen  IKng  etfiält  man 


oder  auch 


^  / 


Setzt  man  6=0,  so  wird 


«  ''.' 


welcher  Ausdruck  bekaastüdl  die  WItIdnng'des  Ringes  der  Tan- 

Seotenboussole   auf  die   Im  Mittelpunkte  des  Ringes  befindliche, 
lagnetnadel  darstellt. 

Es  ist  leicht  die  gvftindeaen  Resttitate  durch  Beobachtunffen 
zu  prüfen.    Es    liege  der  Ring    in   der  Ebene  des  magnetitfefie» 


MerMRans-,  die  At^weldrangen  der  Magnetnadel  in  A  nnd  B  miter 
der  Einwirkung  des  Strome  seien  uf  und  u)  die  GrOeee  des^Erd- 
magnetiemos  in  der  iMfixontalen  Richtung  7«  Es  ist  dann  iie- 
kanndlch 


ß,»fi7tg«,    B„^liTtgitf 


und  daher: 


Wir  wollen  jetzt  die  Wirkung  eines  elliptischen  Rioges  auf 
ein  maguetisches  Element  bestimmen.  Zuerst  liege  dieses  Ele- 
ment mnerhath  des  Rtnees.  Seien  in  Taf.  Iv.  Fig.  2.  x, 
y  die  Coordinaten  eines  Punktes  P  des  Ringes,  a,  p  die  des 
magnetischen  Elements  5,  die  halben  Axen  des  Ringes  seien  a 
und  6.  Es  sei  auch  hier  wie  oben  in  dem  Ausdrucke  (ftr  die 
Grosse  der  Wirkung 


r  die  Entfernung  PS,  ^  der  Winkel,  den  r  mit  dem  Bogeoele- 
meute  ds  macht.  Nennt  man  /  das  auf  die  Tangente  in 
P  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  aus  gef&llte  Loth:  dann  sind  die 
Cosinusse  der  Winkel,  die  dieses  Loth  mit  den  Axen  derEUipse 

macht:  -^/,  f,'»  ferner  sind  die  Cosinusse  der  Winkel»  die  die 
▼om  Mittelpunkte  der  Ellipse  nach  S  gezogene  Linie  mit  deosel' 

ben  Axen  bildet: >.  ^ — *>  daher  ist 

r  1^ 

—  \^  +6«    Vr' 

r»=(a-ar)»+aJ-y)«; 


abo  ist 


Setzt  man 


so  whHl 
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licMB  Ansdrack  auf  eine  einfachere  Fonn  zu  liiHffga»«-  ..aetse 


'  \ . 


l- 1 


letze  die  Wertfae  för  :r  utid  ^  iii  Ate  Gteicbung  der  Ellipse: 


hält  man  zar  Bestiinmmig  'von  r  die  in  Beziehting  zu  r  qua« 
iche  Gleichung  ' 


•    ) 


,«• 


L  .  .  f  »' 

'  •"'..UM  .  '  ,         . 

lieser  Gleichung  wird  r 


I 


weh,    wenn 

•»(itf»  +  X«)=(**— /^)C08V  +  C«»-<f)»in>+2«jJsIn^oKVr  • 
ilf,*  bezeidiDet  wird:  :         . 

tan  dies  Integral  durch  ^  auazudrflcken, :  bemertelcb,,  4iM«i 
liv.  14 


(.210 


5£  .  fiy  1 


r« 

—  r»      r» 

und 

• 
1 

r 

4  ' 

ß^-widr'dlktlert  ^    ' 

«  I  •■  '      ».,ii 

i  r    M  .  ,              '  »'•»•l* 

• » 


'       '  I  I  .  { 


I*».* 


Für  die  Wirkang  des  ganzen  Üünge^muss  dies  Integral  tmj 
bie  ^=:29S  genommen  werden,  nhd  ih^  diesem  Falle  Ter 

^ei;  .;Tfi^M7..Tr-r|^f^*i'  Ka: wird: .daher' 

o 

Man  kann  verschiedeoeWc^e  eHischlM[en,  diesen  Ai 
eine  einfachere  Form  2u  bi[ing«n. '  »Per  lolgende  W^  sei 
einfachsten  zum  Ziele  zu  fähren.    Um  aber   die  OonstantMjl 
bei  der  Transformation  vQrkpmmen,  .leichter  geometrisch 
zu  kennen,    lege  ich  zuvofJerat'diwch'  tl«n  Punkt  iS  eine 
and  Hyperbel  y   die  dem  anziehenden  oder  abstossenden 
sehen  Hinge  confokal  sind^     D4e  halben  Axen  dessdbei 
Ol«  6|  and  Ha  y  A.^*    Die  Wurzetn  h  ufad  Ai  der  Gleichaog 


a«— X  ^  6«— A 


it±l 


bestimmen  diese  Azen.    Es  ist  nenilict^: 

Ich  hfi^n^e  oqchr  dass  1<6  nnd  ^i^^*- 

Aas  der  vorhergehenden  Gleichung  folgt  «sttt 

AAi=a»6«£,    A+Ai=:a«+.6«— ä»-/P. 

I 
Legt  man  in  S  an  die  beiden  confokalen  Curven  Tani 
sind  die  vom  Mittelpunkte  aus  gefüllten  Lothe»    die  wir 
4«4  pi  l»e»riebfifiti:         *    '     -^>.'i.  «u  ih-rti. 


»1 


>w    't      / 


Ferner  ist  noch: 

JicrCMüHM'W "Winkel,  die  'das  Lötb  >  n^t' dett.  'AUen  a 
milclkt,  tres^a  di««e  dufch.  S  und  ii  bezeiäbtaet  weffleft,  «find 


.;      ..       \^       ;       .J  ...» 


Bai  j6fi»  4t«'  AitirdHtbVe  m  M  ^d,  M^  ätpreinfadlere; Törin 
cn  brhfgreViy'^scftze-'mnVt  fpr=M:f  ir  tind  bestfanmit  i>.b6^  'd^s  4äa 
Glied  «^«m^con^  in  M,  verschwindet,  wd AircH  iiläil  die' B^dingutk)^ 

I    >    -     i 
erUlt.    Dadurch  wird 

hieraus : 


•       1 


2 
oder  . 

Jf  »=1,  ( 1  -  ^1^  sinV)= Ai^*,SP) ; 

wenn  ^ —  =*■  gesetzt  wird. 

Ich  bemerice  noch«  dass  GOsy=:f,  sinvzsiy  und  q>  der  Winlfel 
ist,  den  r  mit  dem  Lothe  p  macht  Purch  diese  Substitution  wird 
endlich  f&r  die  Wii;k|uig  des'Ringe«,  da 


R= 


IS. 

Vi 


!♦• 


/ 


lategrale 


sind,  wie  bekannt,  elliptischeJotegnk enter eadswciteff Gattung, 
da»  magnetische  Element  im  Mittelpankle  der  EIBpie. 


so  ist 


«=i^/"'-''=>'-i> 


aVi, 

Wir  woUea  jetzt  die  Anziehang  anf  ein  mi^petisches  TlieU- 
cheo  Sachen,  welches  ausserhalb  des  elliptischen  lUnges  gelegen 
ist.  Es  sei  das  niagnetische  Theilchen  (Taf.  IT.  Fig.  2.)  m  S 
mit  S  in  derselben  confokalen  Hyperbel  gelegen  und  der  aniie- 
hende  elliptische  Rin^deHenige,  dessen  Hdbachseo  wir  obes 
durch  Ol  und  6|  bezeichnet  haben.  Die  Coerdinaten  des  Strom- 
eleniients  in  P*  seien  x'  i  ff'\  die  Coordinat^  des  ouignetiscIieD 
Tbeilchi^p  in  S^:  a',  (f,  Filr  die  Wirkung  tt,  irgend  eines  Bogeu 
haben  wir  ^ch.bier,  .wie  oben: 


worin  o«  das  Element  des  Ringes,  /  das  Loth  auf  die  Richtung  toi 
df ,  und  r^  die  EuHemung  S'P'  bedeutet  Wenn  man  min  anauant, 
dass  P'  mit  P  auf  deivdben  eenfokalen  Hyperbel  liegt,  so  btb« 
ich  im  3.  Bande  S.  391.  dieses  ArchiKS  gezeigt,  das» 

Ol      a*  ol      4 
und  r:=ir, . 

Hierdurch  wird   nun 


and 


'} 


R,—  X{LaibxJ    -p; 


Da  nun 


dtp* *  d^ 
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rd»  wenn  weider  ^=94- v  gesetzt  wird, 

«£      ßi[      -  _      rcosy 


'"■    .P  t/     rU,    "7     Lp    /    ^    Ml 


CQB9p^fp . 


•      «      k 


Kr  die  Wirbang  des  eanzen'Ringes  föllt  der  algebraiscbe  Theil 
itegrals  weg,  und  daher  wird  endlich 

m  kann  die  hier  ffefvodenen  Formeln  leicht  darch  die  gewöhn- 
rangenteübmiaeoTet  deren  iRiog  in  Form  einer  Ellipse  gebe- 
t,  prüfen. 


»« 


Theorie  der  losen  BoDe. 


*  **  *  i  9  -         ^  9  '9WM.^mmmm^m*.  ^^ 


Herrn  Doctor  J.  Dienger, 


Vtwt—J  der  fcihfm  Qiirgcm^Ble  n  BS«»felieiai. 


■• 


\    %  -  *  r  ::   V  * 


,»    /-. 


«dl  ^otC^  <T9r:*i¥i  f^j  1.)  itov  AdbmMM><r>  «sMowo 


BoHev <|>(4a#  Gentehi  der  »11»  ^iihurt^^ctt  diwa^  M^H* 
Gewichte;  A,  B  die  Eodpaokte  dee  Seiles,  deaiMi  l^ü^  as« 
sei;  M,  N  die  Beruhmngspankte  des  Seils  mit  der  RoUe,  w 
mosSy  weon  die  eezeichoete  Läse  die  des  Gleicbeewichts  Mia 
soll  9  Qy  Q^  die  Spamraaeen  der  Seilstficke  AM  und  BN  m, 
Gleichgewicht  sein  zwiscEeo  P,  Q,  Q*  nnd  swar  daaerodes. 
Die  l&ft  P  wird  in  ihrer  Richtunff  durch  C  gehen ;  verlegt  nao 
daher  dorthin  alle  Kräfte,  so  erhalt  man  drei  KrSfte:  P,  Q,(/ 
in  Cf  nnd  zwei  Krfiftepaare,  ^(R Adarm  r),  Q'  (Hebelarm  r);  al»» 
mnss  zunächst 

d.  h. 

Q=Q'  (1) 

sein,  d.  h.  die  Seilstöcke  AM  und  BN  sind  gleich  gespannt 

Sollen  ferner  die  Kräfte  P,  Q,  Q'  in  C  im  Gleichse wicht 
sein,  so  musa  die  Richtung  ron  P  den  Winkel  der  Ricntungeo 
▼on  Q  und  Q'  halbiren,  was  offenbar  darauf  herauskommt,  cTacs 
die  Tangenten  AM,  BN  an  die  Rolle  sich  in  einem  Punkte  D 
schneiden  mtissen ,  der  auf  der  Vertikalen  CP  liegt  Ist  aJbo  BG 
horizontal  und  man  verlängert  PC,  so  ist  CH  senkrecht  auf  BC 
nnd,  wie  man  leicht  sieht,  nun: 


Wutkifl  JUiCrF  PJO/V^,  AlCD^mO»  Mfir^mißflir^^G. 

£i»«a  ,«o  findet ■  man;  'l?|fBt,  weim'  B'ADf=^i:  aJ^Ö 4  iJ'J,'^!^^^ 

Zugleich  ist  DM-DN^rigdi^t).    Iii  dem  Dreieck  ADS  ist, 

—  8in(fA  +  i)  "^    8in2(tt — e)   * 


<  1 1 


also 


)   ••    f 


V    ' 


Zar  Bestimm une  des  W{AfcefB'ft';|^iilso  auch  il,  bemerke  man, 
\8s,AM+BN4-  Dog9o,MN^^a  sein.muss.   ,bt  nun. u  sowohl 
^^  -pnalytlscb';  a,  K  in  th^lfen  »es  Häl^^s^  iräiöge JWckt' 
^(-ip688^n   durcb   die   V^jg'^'  des'  zQgehürigeri'BUj^iJ,  'd^^lieo 
faTbrnesser  1  ist);   so  giebt  di^sö 'ä^dingung,    dd' JirCM=A'-f-^' 
=:2f*— 2*  ist:  ,t 


\  1  •    » 


*  [siiifi  +  sin(f*— 2g)]  < ,  o  /       x__ 

-^ — T-g7 =^^ ^— 2rtg(ii— t)+2r(i*— €)=a. 


oder  aoch: 


'^^^''■•i**^^'. 


(3) 


«  « 


Vermittelst  dies^  ^«^jricWiijgm,  i^t  ,eß  iVWI  loieljt ,,  di^  ^e'^^ISV 
gewichtslage  der  losen  Rolle  zu  bestimmen.  Man  ziebe  namucn 
AB,  sodann  darch  B  «100- Qocizoi^^q;  bestimme  den  Winkel  11 
durch  die  Gleichung  (3)  und  ziehe  ki>  so,  dass  BAD:^ii;  ver- 
IftM^re Diä'Tackwfirtby-.biri^sief.iKeiHbriAMale  j^  62  irifl,  M^ire 
BG  und  ziehe  HC  sdbiMcItf^ lauf  :£lßio. der  J)li4(e>4r  v^,rßQ„ 
so  liegt  der  Mittelpunkt  der  Rolje  ^u(  di^er  Liqie».  vorausges^etz^ 
dass  ausser  der  Schwere  keinef*  tfdd^fn  Krifte  atif  die?  Rom'wir- 
keo.  Wären  noch  andere  Kfi&Qe.^qfl^anden,  so  würde  übrmos 
die  ffanze  Entwicklung  gelten,  Veim  nur  BG  senkrecht  auf  der 
Richtung  der  Mittelkraft  ^f^,^ 


I .«» » 


i.  I 


^1^ 


'    Den  Ponkt  Ö  'selbkt  findet  mni,  'weno  man  In  irgend 
Punkte  <$  der  Linie  AD  die  SF  senkrecht  auf  AD  »eht, 
macht  und  durch  P  eine  PahuIeK'  mit  AD  sieht     Der  _ 
sdhnittnpnnkt  dieser  Linie  mit  HC  giebt  die  JUage  des  Pi 
Can. 


Oebrigens  ist  auch 


2*C=V  f*+^ilP 


Vit>8in*(fi— 2g)      'Irk  sinCft— ^c) .  sin  (f^— c)  i 

sin»2(/i-f)  *in2(f*— «)  '*'  cos* 


it^y 


ÄC=  V^?+ÄiV«  .•  ;^ 


—  4/"    A*sin*fi      ^  2rfainft.sin(fi— c)  r* 

—  Y  sin«2(fi— *)  «in2(|»-ri  cos*(f*— c)  ' 

wodurch  die  Lage  von  C  ebenfalls  bestimmt  ist. 

Was  die  6r5sse  der  Krftfte  Q  betrifft^  so  Ist  bekannt 


Pr  P 

®=SW""2sin(fi-€)* 

In  dem  besondem  Falle»  da 

.    *cosf=c:2r,. 


(5) 


(6) 


sind  die  Seile  AM  und  ^iV"  parallel';'/ alsdann  alsoUt  der 
D  nicht  vorhanden  und  die  vorstehenden  Eotwicklungnii 
nicht    In   diesem   hesondern  Falle  findet  man  aber  lekhf/ 


0=--»    BN^AM+ksiuM, 
AM+SN+m=ai 


also 


AM=: 2 =  ~2^ — :^^ 


G) 


ist;  während  C  ib  der  Mitte  der  Linie  mf  ibt ; 

1  •     ... 

IH'  das  <yleieligclw{ebt  diuiernd  sein<  soll»   so  nhnnt 
Fftll^o  die  Rolle  diö  möglichst  tiefAteSMIiMig  an. 

Aus  der  GleichuDg  (3)  folgt  i>  dass  so  iktige 
was  wir  im*  Obigen  vorausgesetzt»  noch' 


denn  BG>Mßi,  d.  b. 

k  cose  >  2r  sin(fi  —  e)  > 


•  '    • 


^     » .     ■  .  I 


ist  aber  9r(fft— e)^^»   aIbo  mu69 


7C 


«os(fft«-^»)>0  oder  ^— t  <5- 

.•  \-  .       '.  .      .      ■ 

Ffir  den  Fall»   das« 

'        '  Acosc<2r, 
B  dieselben  F^rmidn;  wie  oben;  m»  ijBi4  hier 

üan  sieht  also  aus  den  vorstehenden  Entwicklangen»  dass  Rir  eine 
nmte  Last  P  und  bestimmte  Endpunkte  des  Seils,  Q  mit  von 
.  h.  von  der  Seillänge  abhängt»  und  sich  mit  ihr  verändert. 
>  man  in  der  Gleichung  (3)  fi — £=109  so  e^ebt  sich 

dtO '  COS^OD 


da      siooi(A:cos£ — 2rsina>) ' 


iVQ  diese  Grftose  für  Arcosc>2»»  positiv,  tüt  Aeos€<2r  nega- 
it,  80  folgt  daraus,  dass  im  ersten  Falle  u  mit  a  wächst  und 
omt,  und  Im  zweiten  Falle  das  Gegentheil  statt  hat 

Die  Entfernung  HC  des  Mittelpunkts  von  der  Horizontalen 
t  sich: 

COS(|[ft— f)    ' 

nächst  also  mit  wachsendem  a  und  nimmt  ab  mit  abnehmen- 
0'   Zugleich  ist 


aift: 


•  \ 


So  lange  f*  <  s* »  ^'^^  immer 

«inf»>  Bin(fir— e),  also  A£f  >  j ' 


filr  •        '' 


auch  sieht  man»   dass  BH  zuDlmmt,'  'Wenn  ^  abnimmt  und  noi- 
gekehrt 

Legt  man  also  ein  Koordinatensystem  so,  dass  B  (derhuhere 
der  Endpunkte)  der  ^^pfmifis^aiibt«  00'die:JjUditangder  positiven 
Axe  der  x,  eine  Senkrechte  in  B  auf  ^G,  nach  unten  geriditet, 
die  Axe  der  y,  so  sind  die  Koordinaten  x,  y  von  C: 

—  ^     siPj*  _     ifcsinft      •'■'-'  2r-"  '   "••'  ' 

^  ""  2  sin{(*— €)  *     ^v~  ^^«tor'')      ^^®  0«^«) 

Eliminirt  man-^  z^isciWki  dliftden'liwei  Ol<»tHiÄntt«nV  ^^  ^Mtü^ 
man  die  Gleichung  der  Knrve^   welche  der  Punkt  V  beschreibt 

11«»/  i  ,.i    0    .;  ■'  .'      •  A     '.l.'  iiKf  .!     *    •;'     nii);<'M'    '.••  •  *\    '.    .   i    '.i.i 

....       * 
tr»i>in  .  1/   tV    l-fri    i:    i'-*.    i»'jir    ..    mü  Jk   'i:\\^'>i'.    .  '     «'  '»    ii"/      .i 


I 


*      • 


»     .     •     ».     I     PN 


•»u.ir.-i'.   'i.i)    j:..  .;»     :..\»i.   •..•■.    i    !•   »ii.nM:     ..•'»*  .  ..■  ,     '    *   i 

-|I.    <    -j-   |i     •♦(..•  ,!.,<    T>l.     .,-.,         .'     ".tj.-    j.-J    .1     .    ..  0   .4    f  V     -A         '       •    (r     1   ■'• 

I  •;!  .      .<\  ..i.    ♦     1..I •    '  .  •  • •     .   I    .  v»:\    ,   » .  «X     i:*»il 

!   '  .  !  >;  Vi    '    :    t        il'n».;    ".^'uU    '!M  ,  ' 

•»j  thi  >  •'   '.il>    \\    \   *      I    j   .VA     »'•      «I.    •  •)[)   •  'rtt.  ."       ••'(>  /     i'i'  . 

r..i..i.  i  W    -•'    ii  -i:!»'  1'  'n  '  3t  ^"^[FH/ *  *      *   ^'^  •'*    •  '^'*    '!'•»''■'  '* 

Velier  dieJkllnEesteEiitferiiiiiiff  zweier 

(Nach  Thomas,  ans  den  Nouv.  Annales.  JuiileHä49.| '" 

**'Toii'  dem  " 

Herrn  Doctor'X  il>l«i'g'ls¥^'  '^  n')>-i()  ^dA 

VoratoDd  der  höhc^pi  ^^|^ffrtcllfff ^  pa  EUenheim. 

Es  ist  bekanntlich  der  BögiTn  hmtB  grossten  Kreises  die  IcQr- 
ceste  Linie  auf  der  Kugelobernäcbe  zwischen  zwei  Punkten.  ^  J^er^ 
nachfolgende  Beweis  dieses  Satzes  scheint  strenge  zu  jfilfb/'dä' 
z.  B.  der  Legendre*sche  ^^i^eis^j^hop  vorausseht ,  dass  es  eine 
einzige  kürzeste  Linie  gebe,  was  laient  der  Fall  ist,  wenn  man  die 
Endpunkte  eines  Durcnmessers  verbindet,  da  alsdann  unendlich 
viele  gleich  kurze  Linien  möglich  sind.  Der  eigentliche  Beweis 
kommt  darauf  hinaus ,  zu  zeigen,  dass  ein  Bog^en  eines  grossten 
Kreises  zwischen  zwei  Punkten  kleiner  ist,  als  jede  andere  Linie 
zwischen  denselben  Punkten .  die  man  auf  der  Kugeloberfläche 
ziehen  kann. 

Seien  in  Taf.  V.  Fig.  2.  A,  B  die  zwei  Punkte,  AMB  der 
Bogen  des  grossten  Kreises  zwischen  ihnen.  Sei  AJB  eine  an- 
dere Linie  auf  der  Kugel,  und  man  will  beweisen,  dass 

AMB  <,  AJB. 

Seien  C,  D,  £  Punkte  auf  AJB;  man  ziehe  die  B5gen  gr5sster 
Kreise  AC,  CD,  DE,  EB,  AD,  AE;  so  ist 

AMB<iAE  +  BE 

AE<AD  +  DE 

AD<,AC+CD 
also    AII/B<.BE  +  DE  +  CD  +  AC. 


Dteer  Sttx  cik,  wie  fiela  Pvnkte  C,  D^  mn  wmA  nt  AJB 

aonahme;   er  gilt  ako  auch  noeli,  wem  nuuB  uDendlidi  viele  ta* 
nimmt,  eo  daes  sie  mendlieh  naiie  liei  eiiuuider  üegen. 

That  man  dieaa  aber»  so  iat  die  Somme  aller  B^en  BE 
'\-ED'^.^.  gleich  zn  ae^n  der  Linie  AJB\  denn  die  Samme 
der  BSgen  ^E+ED-f-^..  wird  gleich  aein  der  Summe  der  Seh- 
nen BE-i- ED +  ,...,.•,  nnd  dieae  gleieh  der  Linie  AJB»  Man 
kann  dieaa  auch  ao  anadrfidLen: 


»  <S  die  Summe  der  BSgen  BE-^-ED-^r»»—*  B  die  SomoM 
der  Sehnen  BE+ED+^..,  90  wird  der  Dnteraehied  S^B  immer 
kleiner,  je  grOaaer  die  Anzahl  der  Bogen  wird.    Ist  alao 


ao  wird  a  der  Null  sich  oneodlich  nähern,  wenn  die  Anzahl  d«r 
Bogen  ina  Unendliche  wSchat  Cbte  daaaelbe  wfard  mit  ß  der  Fall 
aeinj,  wenn 

AJB-B=rß. 

Ana  dieaen  zwei  CSeichm^gen  folgte  daas* 

AJB—8T^ß-a, 

d.  h.  AJB — 5  wird  aich  der  Null  mit  wachaender  Anzahl  nlhem. 
Da  aber  immer 

4MB<S. 

•o  ist  anch 

AMB<,AJB. 


(  . 


saa 


:n  I 


»  .  .  ■ 


K     •         .  ^\      / 


•■  •         «• 


Kine  Aufgabe  fiber  ein  ülaxliiuiiii' 

.    Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger^ 

Vorttend  der  höhern  Bnrgerschale  in  Ettenheim. 


Die  folgende  Aufgabt  Ober  ein  Maximum,  die  Herr  Professor 
Decrue  an  der  Acad^mie  in  Genf  im  Schnljabre  IS^/^i  sei 
nen  Schülern,  zu  denen  ich  damals  auch  geh«irte,  stellte,  habe 
ich  noch  nirgends  veröffentlicht  gesehen,  halte  sie  jedoch  der 
Veruffentlichung  werth,  indem  ich  zugleich  die  Auflosung  beifüge. 
Sie  lautet:  ^ 

Es  steHen  AHmdBJ(T!hf.  V.  Flg.  3.)  zwei  Hftuser  vor,  wcicke  dmvh 
eine  Strasse  von  der  Breite  AB  getrennt  sind.  Man  will  den  Baiken 
DE  zur  Thflre  BC  hineinbrinffen ;  da>iiber  die  Strasse  enge  Ist, 
so  sieht  man  sich  eenuthigt.  inn  an  A€f  aufzurichten  una  dann 
/>  (das  Ende)  an  der  Wand^^Cr  heraVgleiten  zu  lassen.  Wenn 
man  nun  die  Breite  AB,  die  Höhe  BC  und  die  LSnse  des  Ba^ 
kens  DE  kennt,  so  entsteht  die  Frage,  ob  man  den  letztem  zur 
Thüre  hineinbringen  kann? 

Es  ist  klar,  dass  derfiaHcen  nici^  wird  in  das  Haus  gebracht 
werden  können,  wenn  es  sich  ereignete,  dass,  indem  er  sich  an 
die  Wand  AD  lehnt  und  In   das  Haus  BJ  hineinreicht,  er  ^u- 

fleich  die  Thflre  am  obern  Ende  C  berührt.  Damit  er  somit  in 
as  Haus  binsin  gebracht  werden  kann ,  muss  keine  Stellung  mög- 
lich sein  von  der  genannten  Art.  Man '  hat  also  als  'Bedingung 
der  Möglichkeit  des  Hioeinbringens  die,  dass  das  Maximum  der 
Erhebung  des  Balkens  unter  der  Thfire  kleiner  sei  als  die  Höbe 
BC,  oder  allerhöchstens  gleich  BC 

Sei  nun 

AB^a,  DEzsl,  BC=^k,  BE=x,  BR=y; 
so  ist 


j^ 


BE:ER=iEAiED,  d.  b.  X'.ERssx-^u:l', 

also 

Ix 


ER 


=i?5'     ÄÄ  =  VÄJS«-irjB«=^^^i*-(*+«)- 


Da  ann  das  Maximum  tod  Jf  ^h,  so  mass  man  znnScIist  die- 
ses Maximum  suchen.    Es  ist  aber 

(a:+a)-«(/«-(«+«)V*l(«+«)(P-(*+«)")--x(/»--(«+a)«>-«(«+an 
Setzt  inänaieseg  gleicn  Null, "so  ist^ 

(a:+o)|P— (jT+a)«}  — ar  (P— (a+x)«)  — ar(ar+a)«=0, 

.:•»..  .M  !  ■  ;■   .• 

d.  b.  .     ' 

.111 1  •• .  »• .     .   ' 

a(P— (a+ar)«)— ar(a+a:)"  =  0, 
iiP=z(a+x)»,    a:=-a+Va/*. 

■  ,  •  «  «  •  » 

Der  enUprecbende:We^  von  y  ist:,  /    .    i  , 


(-V?)'- 


Damit  äläo^er  Balken  In  das  Hais  fa1neiagehfe>  liAitss 


<'-\'?)'?-    ' 


d.  b.  •    ;       i      r'  ^. 


• * 


:*~V^<V:7»  •  - 


1 1  ■    ■  •  t  ■  t  , 


.«.} 


<  • 


'   '  i'V'jU'ff}i\    '►•MM'!»   ..-IL»    i'rft:.    '•  't;i(    I"     "•••pi'.yl    i«  '  •.      ;!; 

♦        '  Mn*>/f  ,--.  '  .;-  '.fn'-t.;  .   ■  .  r; ;,   j,;;'.  7;.  .Snu  *\'. 

.  N    ,;M.      AK     /\    •  v'!       W:. 


*.     >        .'!,'.!  .11). :'•*     "'••J»   '.  ■    1   ''   »r  /  il'».       '•  ^    ■  V 

Vebniissaafgralieii  für  Scblller. 


ieoi  Herrn  Doctor  J.  Dienrer,    Vorstand  der  höhfrn  Burgertchnl« 

'  2tf  'Ktt«nlieiiii:  '■'  '■•■•*  •■    •        ■   ■  •      ." 


n     Ist  ...;■..•.      .  „ 


1     »-l'. 


•  :■»..•     (  ■     .  • 


a      • 


BleiQhpniQr  eiDer  .Ellipse»  (^pßX  ^äo  Punkt  id.  der^{)beDe  de^ 


■^  -    '   ^      *  -  -  ■ '  •  ■  ■  '    ••  I  Tu'      »• 


:)«+(jVa«i-;^*-l5)^8ar  durch  9(ä,'/J), 
ii  die  mittlere  Eutfernung  des  Punktes  (a,  ß)  von  der 
4i[9(«,/5)+9(ff,-.^i^^-«,i5)  +  9(-«,-j5)]. 


Pflr  dai  Fall,    dass    ß^O,    erhält  man  als  mittlere  Entfer 
}  wenn  a  >  «e : 

11«  +  ViH«*Va*-^*    ) 


•  •: 


3)  Der  Körper  A  habe  swei  geradliDige  Bewenngen  nach 
AB  and  AE  (Taf.  V.  Fi^.  4.)»  beide  so,  dans,  weno  D  und  C  die 
Orte  am  Ende  der  ersten  Sekunde,  Bf  E  am  Ende  der  Zeit  I  wiren, 

AB^AD.^{i)f    AE=AC.9(i)f 

worin  9(Q  irgend  eine  Funktion  von  i  ist.  Ffir  diesen  Fall  be- 
weist er  sich  auf  der  Diagonale  des  Parallelogramms  ADGC  fiber 
AI)  und  AC  und  zwar  so,  dass,  wenn  G ^  F  die  Orte  am  Ende 
der  ersten  Sekunde  und  der  Zeit  t  sind,  auch 


AF 


*  » 


'^!^0 


Von  dem  Uemi  Doetor  E«  W.  Grebe,  Gymnaeiallehrer  lo  CaeteL 

Werden  über  den  drqi  Seiten  eines  rechtwinkeligen  Dreiecb 
gleichseitige  Dreiecke  beschrieben,  so  sind  bekanntlich  die  Drei- 
ecke  über  den  beiden  Catheten  zusammen  genommen  so  gross 
als  das  Dreieck  übef  dei^  H^rputenuÄe.'  Geradlinige  Fieorenfaber, 
welche  an  Flächenraunr  gleich  sind,  lassen  sich  auch  Immer  in 
Stücke  zerschneiden,  welche  beziehungsweise  congruent  sind. 
Solche  Zerschneidungen,  an  den  genannten  Dreiecken  vorgesom- 
men,  sind  hier  in  ^n  Figuren.  Taf».  V.  Fig.  5.,  Fi^.  6-,  Fig.  7. 
bereits  ausgeführt,  und  ^  wfrd  peben  l<^<^ststellnng  der  Constroo 
tion  der  Beweis  liir  die  Richtigkeit  verUogt.  Taf.  V.  Fig.  5.  re- 
präsentirt  die  Fälle ^  in  welchen  die  Differenz  der  beiden  spitzen 
Winkel  des  recbtwinkeKgiet)  Dreiecks  <  3(F:  Täf.  ¥.  I^g.  6.  Am 
Fall,  in  welchem  sie  =30^;  und  Täf.  V.  Flg.  7.-  di^  Viil«,  wo 
dieselbe  >  30^  Ist  In  jeder  Figur  sind  die  entsprechenden  FIS* 
chenstücke  mit  derselben  Zahl  bezeichnet. 


T     ')      "       / 


I'  '  • 


Druckfehler. 


Auf  S.  1 13.  und  S«  129.  nnt^A  .^UalU^  .setse-uuin  >aT  k<ai  P  XI V.** 
statt  „Theil  XVI." 


11  -       .1  ; 
{       .  .        .. 


I 


i. 


•  I      ■• 


•  *  I  .  V  ■ 
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■'"'  •  'f    i. 


M 


.    >.    , 


'i 


I). 


.  t 


1  >  ■  < 


» / 


■ 


ITelier  die  nähening^welse  KrmltCe- 
-luBg  der  IBFertlie  liefllilnml»P> 

Integrale/ 


I : 


Ton         . 

dem    Herausgeber« 


••  it 


•i. 


§.  I. 


•  <        ' 


rt  «• 


..  ' 


Bei  allen  Aiiwendungdti  «der  -  Mathematili  komnitiiiian  hftolig 
im  .des  Fall»  die  Wertbe  biestiiDinter  Integrale  nättenrngswelae«  er- 
miit^lti.m  müMeii,  wofür  icb  ala  ein  «ehr  in  die  Augen  ifalleodea 
Btseplel  nur  die  Scbiflbbaukunst  aofübren  will,  inden^  man-  bei 
der  bestiounung  der  Schiflbrä«Aie,  der  Schwerpunkte  >  der  StabÜi« 
tut:  middev  l^rägheitaiiranieDte  üetzterer  namentlich  werfen  Mi 
SvhlÜigeras  und  Stampfens  der  Schiffe),  der  Bestiinroiiiig  de« 
l^ideraliinde«;*  vekbed 'die  Scbiffe  bei  der  Bewegung^  im  Wasser 
erleiden;!  a-^^w..  imnleir  lauf  die  aftheruiige  weise -Ermittelabg  der 
Wertbe  iMtftimmlerlBAegrale  hiogewiesen  ist  Ich  halte  es  daher  iftir 
2.weekmft68ig»  diejenigen  Methoden,  welche  man  nach  meiner  Meinung 
in  der  Praxis  am  vortheilhaftesten In  Anwendungzu Mneen  hat,  in 
ddr  Toriiegeaden  Abhandlung  mit  möglicbster  Deutiichkeit  und  in 
möglichst  elem^kitarer  Welse  zu  entwickeln,  ohne  dabei  eine  villlig 
erechiftpfende  «ad  ganz  allgemeine  Darstellung  dieses  hdcbst  wich* 
ttgen.  fiegeniteides  zu  erstreben»,  indem  ich,  wie  gesagt,  meitt 
A^etnnedcliir-jiMzt  hauptAächlicb  auf  die  praktische  Anwendung 
geriobtet.  babe^)v(tir  .weteiie  ea.  nach.taieiner  Meinung  weder  lioth« 
mebdig  noch  towedkmäeitg  seih  durfte»  die  Darstellung  bis  au  voll* 
atändiger  AUgemeinbeit  su  erheben.'  Wenn  audi  die  vorliegende 
Abhaiiidlung  >n/)tthMr endig  •  älanohes  Bekannte  entbatten  mnss^  00 
dürfte  djoch  auch;  manckes  Nene  in  demeUbeo  vorkonmeny  indem 
s.  B*  >aaä:;Priiieifi  der  nach  meiner  Meinsn^  naincntUoli  aadi  prak^^ 


Thcil  \IV. 


16 
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tisch  sehr  wichtigen  Correctionsfoniielii  von  Stirling  Boch  nicht 
so  klar  wie  hier  aufgedeckt  worden  sein  mOchte,  indem  ich  midi 
bemüht  habe,  einen  ganz  aligemeinen  Beweis  dieser  wichti^n 
Formeln  zu  geben.  Auf  einige  spedelle  Anwendungen  werde  ich 
▼ieileicht  späterbin  zurückkommen. 


§•  2. 

Wir  wollen  also  annehmen»  dass  y  eine  beliebige  Function 
der  unabhängigen  veränderlichen  Grosse  x  sei»  und  dass  der  Werth 
des  bestimmten  Integrals 


I  ^    •         ■ 


/  yöj?» 


wo  a  Uid!:  I  .hMüditnch  die  ^oHeliSiiatM  GrAhM^  d«  VMtratioii, 
a  die  untere  und  b  die  obere  Gräoae^  sind,  durch  Annäneraog 
bestimmt  werden  solle.  Hierbei  kCliflen  nun  zwei  Fälle  eintreten, 
jenachdem  nämlich  die  Art  der  Abhängigkeit  der  Function  tf  von 
der  unabhängigen  veränderlichen  Grösse  x  vollständig  bekannt 
oder  unbekannt  ist;  nnd  der  letztere  dieser  beiden  Fälle  ist  der* 
jenige,  welcher  z.  B.  in  der  Schiffsbaukunst  am  Häufigsten,  eigentlich 
nur  allein,  vorkommt.  Mag  nun  aber  der  eine  oder  der  andere 
dieser  beiden  Fälle  vorliegen,  so  wollen  wir  doch  immer  anneh- 
men ,  dass  eine  Reihe  zusammenstimmender  oder  einander  ent- 
sprechender Werthe  von  :r  und  ?/  bekannt  oder  gegeben  sei.  Dass 
wir  zu  dieser  Annahme  stets  6erechtigt  sind,  und  nur  die  Art 
und  Weise  verschieden  ist,  wie  man  in  den  beiden  in  Rede  Fte- 
binden iFMIen  m  den,  gewissen  bestimmten  Werthen  der  nnab* 
hängigeit  veoänderttchen  GrOsse  x,  weiehe  natärlieh  stets  im  All- 

Cetllsb .  der  gans  wülkührliehen  .Ahnahme  anbei«  fpestellt  blei- 
,  entsprechenden  Weiden  der  Fmction  y  dieser  verJiiideilicheo 
Girflese  «klangt,  wird  sogleieh  erhelien,  und  kann  awffiiigende 
Alt  leieht  deutlich  ^macht  werden.  Wenn  nämlich  kaeMt  die 
Alt  der  Abhängigkeit  der  Funeüen  y  von  de^  veitaderüebeo 
Grosso  »  voUs&ndig  iiekannt,  d.  h.  y  eine  ^^ebenle  Function 
voll  4;  M»  so  ist  dadnroh  natflriich  sogieleh  von  «eihst'die  H<S^ 
Kcbkeit  geboten,  die  den  willkührlkh  angenemnitben  Werthea  ▼•> 
x%  iv^dro  man  der  ganzen  Riechwmg  zum  Grunde  zu  leji^en  beab« 
sicbtigti  entsfirechenden  Werthe  der  Ftmcäon  y  vemuttelst  der 
durch  (KeFörm  dieser^  ihrer  Abhängigkeit  von  4:  nach,  vnllständig 
bekannten  Function  unmittelbar  «od  ganz  von  seihst  vorgeedirie* 
benen  R^ehnurigsopemtimien  zu  berechnen.  Wemi  dn^egen  die 
Form  der  von  x  abnängigen  Function  y  nicht  befcavtt  lä,  so  wer- 
den deeh,  um  das  schon  vorher'  gdiranehte  Beispiel  der 
Sehiffsbhukusst  beftznbehaltett  >  x  nnd  y  jedenfalls  immer 
die  ellf^neinen  analytisdien  \\  Symbole  iweier  an  dem 
titebiffskoiuier  scttMst  .  sich  vorindsnden ,  in  einer  Mfrisses 
Abhäneigkeet  ve*  etnalidet  siebenden  Grössen  seift,  die  äner  ge« 
naden  Mesawng  mit  da:^  ge^gneten  instnsmenten  oder  A]i|parateft 
unterzogen  Himtm  kSnacn;  man  .-wkd  al<«^  «te  d^m-SMiUKkSrper 
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l  einige  Werliie  der  an  detoselbe»  mch  findeBden  imd-  daicb 
dben  Dnniitteifoar  dairgelegteo»  im  Allgemeinen  dordi  da« 
lol  X  beieichaeten  Grosse  genan  messen,  feraer  die  an  dem 
Iskorper  sich  eibenfalls  ▼oraadenden,  und  durch  denselben 
telbar  dargelegten,  den  angenommenen  Werthen  von  s 
rechenden  oder  davon  abbStisenden  tmd  .  intch  diesel- 
bestinimtefi  Werthe  der  hn  Att&femeinen  durch  y  l>ezcMfane- 
^ilsse  gefbTffig  aufsui^hen  und  glefcbfalls  einer  senaiijnl'Mes- 
unterwerfen  >  und  filrd  sich  also  ävf  dlt^se  Weis^  auch  In 
vorliegenden  Falte,  welcher  in  der  That,  wie  schon  bemerkt 
fo  i^t,  derjenige  Ist,  weicher  i^B.  in  der  Scbiflbbaulcnnst  rortug^- 
und  eigentucb  nur  allein  vorkoroijat.  In  den  Besitz  einer 
i  zusammenstinmitender  oder  einander  eiitspre^'heiider  Werthe 
r  uod  y  zu  setzen  im  Stande  s^in. 


lachdem  hierdurch  gezeigt  worden  ist,  dass  die  beiden  oben 
bezeichneten  Fälle  Im  Wesentlichen  durchaus  nicht  von 
3er  verschieden  sind,  ddrfen  -wirnns  ako  immer  berechtigt 
i,  eine  Reihe  zusammenstimmender  oder  einander  entspre- 
ler  Werthe  der  unabhängigen  veränderlichen  Grdsse  x  und 
Function  y  als  bekannt  anzunehmen,  und  können  unter  die- 
'oraussetzung  nun  das  Princip«  welches  der  approximativen 
ationsroethode,  deren  EntwicKelung  den  Gegenstand  dieser 
odluDg  ansmaehefi  wird«  im  AUgemeinen  aum  GrunAe  liegt»  avC 
ide  Art  auscrprecfaen,  wenn  audi  weitere  Ergänsnngen  .und 
terungen  des«>etben  Im  Laufe  unserer  Untersnehnng  rmeUbsl 
mehrere  vorkoaimen  weodleow 

^m  Obigen  zufolge  wollen  wir  annehmen,  dass  den  n  gege*' 
i  Werthen 


gigen  verä 
I  Wert 


nabhSngigen  veränderlichen  prCsse  x  die  glekhfiills  gegebe- 
ne 


j1|  ,  '^2$  A^,  'A^f,;An 

^ancfion  y  dieser  veränderlichen  Grösse  entsprechen.  Femer 
D  wir  erusserer  Deutlichkeit  oder  vielmehr  Anschaulichkeit 
H  uns  die  »  gegebenen  Werthe, der  unabhängigen  veränder- 
1  Grösse  x  im  eben  so  Viele  Atiscis^sen ,  und  di^  ft  gegebe- 
^'erthe  der  Function  y  als  die  dieses  Abscissen  entsprechen- 
Ordinaten  der  rnnkte  einer  Curve  denken,  deren  Natur,- 
wir  den  Buchstaben  f  wie  gewubnlich  als  ein  al^emeines 
tioDszeichen  gebrauchen,  iin  Allgemeinen  durch  die  Gleiehung: 


»■ :     I 


sdruckt  oder  cbarakterisirt  wird.    Nach  dieser  Vorsfdlongsi- 
i  sind  uns  als»  n  Punkte  <ler  durch  4»t  vorstehende  Gleictk 


228: 

iitig<  [cbarakteMrtetl  Curve    gegeben,   und   wcbn  wir  niiD  d«tb 
di^e  A. gegebenen  Punkte  eine  imAligeindneo  durch  die  Gieidmng 

rr  «0  +  «l^  +  «^^  +  «S*'  +  M.  +  O*»-«!«*^^ 


•i    t 


cbftrakterisirte  parabolische  Curve  de^  rm^—IVsten  Grades  bindvrch 
legen,  so  werden  wir  uns  zu  der  Annahme  berechtigt  halten  dür- 
fen, daas  diese  paraboljfi|cbe  Curve  iifi  Allgemeinen  sich  desto 
^n^er  .oder  inniger  an  di^  durch  die  ^(eiphung  Ur^fif^)  ci»araiUe- 
risirte  Curve  anschliessen ,  oder,  was  augens^heinlicn  das^elb« 
ist,  dass. durch  die  Function 

die  Function  y^f{x)  desto  genauer  dargestellt  werden  wird,  je 
mehr  Punkte  die  beiden  Ourven  mit  einander  gemein  haben,  d.  V 
nach  dem  Obigen,  je  mehr  einander  entsprechende  Werthe  tod 
X  und  V  als  gegeben  angenommen  oder  zum  Grunde  gelegt  wor- 
den sind.  Da  es  nun  aber  hierbei  natürlich  darauf  ankommt,  die 
Gleichung 


'  » 


*      »'     . 
der/durch  die  n  gegebenen  Punkte,,  deren  Coordinaten  nach  dem 

Obv^eu   .  . 

ai  9  Ai\  Og,  A^\  113,  Ai ;.... ;  iin,  An 

sind,  welche  in  der  durch,  die  Gleiefoung  y^szf(x)  cfiarakterisirten 
Curve  liegen ,  hindurch  gehenden  parabälschen  Curve  genau  ken« 
Aen  2u  lernen:;  so  handelt  es  sich,  eben  weil  diese  paraboliscbe 
Curve  durch  die  n  gegebenen  PunMe  gehen  soll ,  offenbar  darom, 
die  Coeflkienten 

in  der  allgemeinen  Gleichung 

y=«o  +ai^  +  ß4ar*4-ß3i^  +  ...  +  a«.-ii:'»»-* 

der  parabolischen  Curve  so  zu  bestimmen,  dass  den  n  Glei- 
chungen 

-^1  =«0  + «1«!  H  «Sfll*  + Ö8fll'  +  -..  +  ««-l  «1"^*» 

ü.  s.  w. 
welche  in  Bezug  auf  die  unbekannten  GrfTssen 

I  * 

%f    «li    «S»   *J>»»««ffli*— f     . 


228 

fttlicfa  Toiii  erateol'Grade  si^d,  genügt  wird.  Hl^nm»' sieht 
.  das«  es,  wenn  diese  Aastinnnang  nnt  vulligeü  fiaslukiuthcftt 
ichr  sein  eoll,  keineswegs  der  freien  Willkühr  anheinllgestfeUt 
t,  wie  gross  man  d»e  mn»  Grad  der. gesuchten  parabolischen 
9  bestimmende  Grösse  m  annehmen  will,  indem  man^  offenbar, 
t  man  immer  gerade  eben  so  viele  Gleichungen  wie  zu  be- 
llende unbekaimte  Grösseji  n^,»  ai,  cti,;«,, erfa]»lte,   nur 

I    setzen  kann,    wodurch  man  die  n  Gleichungen  des  ersten 

es  •!•  :  •   ' ' ' . 

-^=«0  +  «1«» +  «■«»*  + «^o«' +  ••••+ a«-i«a*^ 

-^8  =  «0  +  «i<?»  +,ffi^*  +  «%%*,+  •••;  +  «fi-lös""** 

u.    s.    w. 

en  n  unbekannten  Grdsseo 

^9    ^1$  «8>    «I»....  C^-1 

;,  ivelche  letzteren  sich  also  mittelst  dieser  n  Gleichungen 
ersten  Grades  im  Aligemeinen  immer  ohne  Zweideutigkeit 
nmeB  lassen.  ^  «  n 

!  •   !       '.  1      •    -^  rM   ■  ^  - 

[at  man  nun  aber  die  Coefficienten 

«^»  ^i»  Äj,  03,,...a»-^ 

iese  Weise  bestimmt,  so  wird  im  Allgemeinen,  wenigstens 
n  Intervalle,  welches  vdie  zum' 6run4e  gelegteo  Werthe  der 
läng^gen  veränderlichen  Gr(>sse  a  umfassen,  mit  desto  gros* 
Genauigkeit,  je  mehr  Wertbe  von  x  in  diesem  Intervalle 


.     '.  .     .      liV.'^'i    ;' 

g=ao  +  «iJT  +  i%a:*  +  Ogofl  +  ....  +  o^t-iar»-* 

kterisirte  parabolisei|e;^urWd^  ■(ii-*l)sten  Grades  mit  ein- 
gemein haben,  ^ 

Bt,  >  sder^idiä^FsnctibB'  y^f{^)  dnrcb  die>  gans«   rationale 
nusche  FiiDctien  des  <h-^l)sten  Grades  • 

stellt  werden  können. 


39d 

Nfaumt  tMLu  nrn  dfe-  xum  Ofusde. gelegt«»  Werthe  vM  »  k 
dem  hlervalle  von  ;r=a  bis  jcmsb,  mk  wird  ionerbaU»  dieMs 
InteiTalls  mit  desto  grSsMerer  Genauigkeit»  je  aehr  WeBtke  von 
X  und  denselbeo  entsprechende  WeortiM  von  y  »Mi  aite  Grunde 
gel^t  bat, 

also  anch 

Sfö^  ==/(^)3^ =(«6 + «»^ + «Vf  +  «s** + -••  +  «»-i^""  *)  ^  • 
and  folglich  offenbar  aach , 


y*yaxs=y/(a:)ar 


:i 


=*y    (^>+%a:+^a!*4ri%4?!+*«j4Ti«^^«?^7!!ja^ 


d.  I. 


also  : ) 


J^fßx^f^f(^)dx 


1         '  1  I 

Sesetit  werden  können,  und  hierdurch  folglich  der  gesacblt:  Weftk 
es  bestimmten  Integrals 


y**^i«^*/(«)fte 


■ - "- -y^'^:' 


n&herungs weise  gefunden  sein,   tai  Allgonleiiwv  jandier  mit  desto 

eosserer  Genauigkeit»  je  mehr  Werthe  von  x  in  dem  durch  die 
tegtktlonsgriaz«i'  besänimten  Intervalle  mmA  ddnsellMn  enlspts- 
chende  Werthe  von  y  bei  der  Bestiümnbg.idei  :CdeifieiettMi  iW 

ib,  Of,  €tmt om-^  zum  Grunde  gelegt  worden  sind,    oder  tod 

einem  je  höhdbeh  Gmde  die  dutob  die  (HdMnmg 

y = «ö  +  «i« + «V* + ^**  +  — •  +  ^'^»-i-^^*^* 


SSI 

ikteruhto  paimbtÜiche  OiiFve  Ist,  Mdbhe  maiii  tDidMRi.M 
e  steheodeii  Intorvalle  mit  der  durch  die  Gleichung  ^=/][x} 
akteriairteo  Curre  io  Debereinstimmuog  gebracht  hat. 

Dies  ist  im  Allgemeioeo  das  Plrtncip  der  If  Iberaogsmethode  zur 

itteluDg  der  Werthe,  bestimfnter  lutegrikie»    welche  wir  nun 

er  eotwickelD  wollen ,    indem  wir  jedoch  vorläufig  bemerken, 

wir  bei  dieser  Entwickeluag  nicht  gafiz  dSen  im  Vorhergehen- 

Aog^gebeoen  Weg,    welcher  sich    übrigens  allerdings  auch 

eblagen  Hesse,  verfolgen  werden,  weil  eine  etwas  andere  Ent- 

elangsweise ,    wie    wir    sogleich  Riehen  werden,   in  mancher 

ksicht  leichter  itnd  MhneÜer  zum  Swecke  führt.    Hier  kam  es 

für  jetxt  nur  darauf  an,   den  Geist  der  Methode^  den  Lesern 

Ulgemeinen  mit  möglichster  Deutlichkeit  vor  diu,  ^ICügCli  §m 

m,  und  dazn  schi^^n  uns  der  im  Vorhergehenden  eingeschla- 

Weg  der  geeigni^sle  an  sein» 


/    ..-.-.  . 


b  M«g  jetxjt  wie4«r 
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t 

Reihe  von  n  gegebenen  Werthen  der  unabhängigen  veränder- 
D  GrSsse  x,  und  •  i^« 

.,..  ^a»  A%%  A%9  A^^P»ß*^An 

ieihe  der  diesen  Werthen  von  x  entsprechenden,  glefchfalls 
benen  n  Werthe  der  Function  y  der  veränderlichen  GrOsse 
io.  Unter  dieser  Voraussetzuuc  wollen  wir  uns  nun  die  Auf- 
stellen, die  Function  y  so  zu  bestimmen,  dass  sie  die  Form 
ganzen  rationalen  algebraischen  Function  des  (n — l)sten 
es  von  X  habe  nnd,  wenn  man  flir  x  die  Werthe 

Q\%  ü%9  o%i  <i4  9...«aB 

B  eini&hrt»  respective  die  Werthe 

A\i  A%f  A^f  A^f.,;Au 

te.  Um  diese  Aufgabe  aber  mit  Leichtigkeit  aufzulösen^  wol* 
nr  die  Function  y  nicht  in  der  gewöhnlichen  Form  der  gan- 
ratioo^len  alMbraischen  Functionen  des  (n  — l)sten  Grades 
bmen,  wie  dies  im  vorherg^ehenden  Paragraphen  geschehen 
londern  wir  wollen,  nach  emem  schon  von  dem  scharfsinnig 
eogiischen  MaÜiematiker  Jacob  Stirling  in  seiner  selbst 
immer  noch  wichtigen  Hethodus  differentialis:  sive 
ctatos  de  summatione  et  Interpolatione  seriernm 
Ditarum.  Londini.  1730.  40.  p.  139.  Prep.  XXIX.  he- 
tuk  sinnreichen  Verfahren,    die  ganze  rationale   algebraische 


ass 


FttnetldD  ^  des  (ii*^I)8ien  Gradecp  üo».  tuitor  'dsv|FwiA     >i;<; 

••  +  ai.(ar--ai)*    ■     ■  -    1  -''  '  .-    ;  i  ^mH: 


'   »l     .'        '     M  //       t    •  •       •   !  •!.■!. 


+H^(:c — 0]j} (;rr-cifl)  (£*— Os)       i     .       ; 

..11.    «•    IfT-.,    ,  j,..  -'  ul    .'  .  •       '  • 


■Milk      ilSifc     Qm r «-^ t> jm  1  '^  *  '      **  r 

ff©    lUO  OVIDBOIG  •  -  ■ 


«      .     ;     *  <  '  J      i      •      li'«     :•»  :  '      ... 


2(i,  %»  %»•  44^  ••*►►»»'.'  .•> .   V  ^ 


Sewisse  von  x  uDabhängige  Coefficienten  bezeichnen,  dargestellt 
enken,  wobei  zugleicn  auf  der  Stelle  in  die  Aagen  ftUt,  dass, 
wenn  man  die  Function  ^  unter  dieser  Form  den  Bedingungen 
der  Aufgabe  gemäss  darzustellen  im  Stande  ist,  daraus  dann 
immer  auch  leicht  die  gewöhnliche  Form  d^r  ganzen  rationaleo 
algebraischen  Functionen  des  (n— l)sten  Gr^deä  abffd^M  werden 
kann. 

■  • 

Zur  Bestimmung  der  n  von  x  unabhängigen  Coefficienten 

^l»  3^,  31s»  jM^,..,,Hn  »^^01.)   •    • 

liefern  uns  aber  die   Bedingungen  &er  Aufgabe  unmittelbar  die 
(«lg«ii<^<y>.  Gleicliui}9«n.: ,,  _,,,    .,  ^.  ,^  .  _,     , 

'•»/      •  J»  fii      .    II  \    '  .1         j  ,-Mi*,    j  ,  n'i     .  .' 
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MbiMpHdreii  wir  Heue  GMcbungeD  nadi  -^cr  Htpkt  «it  lii^ 


BvBcheD 


1    ^ 

{«»—Ol)  (««— «%)  (««—«*)  (4-aa).-.(«»— «*) ' 

. *i     ;' _, 

11.    ■«  W,  *     _ 

. 1  :^ 

f«jb— a|)(afr--a^(aft--^aj)(aj^~^4)...(air--afr-^) 


und  addireft  die  4adardi  nach  eiaigefi  ganz  leichtoo  Redoct 
entstebeodeii  GletobuDgen  zu  doander  j  so  erhaiteo  wir  —" 
den  Coefficienten  r        -     -,         "      "r 


^    ■*' 


%»  2^«  Hn»  2(4» ^.-Sb 
die  folgende  Gleicliungs     "•; 

.  ^1      


(«1  — ö«)  K— «•)  («1  ^<k)  (?i  -Oi) ....  («1— od 
,  fk_ 

'*■  (o.-«,)  (oji— og)  (01—04)  (a^-^Oft)-..  (!%—«) 


n*  o.  w. 
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.>(«»— Ok-t) 
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U li ^f  ^ 
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*"  •  (äk-üi)  ittiTHIMJr  («»-O,)  (Ö,— d»)  ^..  (»4^50' 


#   *  » 


^ ^ 

(aa-H^)  («1— fljf«»  — «%)  -  («» — «51 

+  \ .  '•    ^^      i 

(04—04)  (04— a,Kö4—  «*)  -  («4 — «Ol 
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l      (<%— a4)(<^— o,)...(a,  — ot) 


.y 


'1 
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Wenn  man  nun  Dach  eiocr  ai»_deo  Aofangsgrited«  dtt  hb 

l&  St  150.  S.  14.)  die  KebrodM 
naie  ä)ge6rauche  Faiictiop 

1 


ww%,MM9M    luau    Huu    uavu    viuvi    »u«    uvu    xs.in»ug*|}i luniVH  un  u 

srairechouDg  allgemein  bekannten  Mediode    (m.  s.  i.  B.  na« 
Leitfaden    für   den    ersten  'Unterricht   in   der  kok« 
Analyei^.  Leipzig.  1838.  Sl  150.  §.14.)  die  gebrochene i4i 
■    all    "    "    ■ 


(«-«,)  (ii—«a)  (u^'-dk)  (w-^«:i)(«-^ft)  -•  (i»— «^ 

I 

in  eogenaniite  einfache  oder  Partlalbvdqhe  mit  deob  «Nennen 

zerlegt»    so>erhlUt  man  uadi  der  erwähnten  Methode  ab 
dieser  Brüche  nnmittelhar  die  iblgehden 


a.    a.    nr. 

U    —      \  .     . .     .  >  -    ■ ,  H  .  , 

•  «•  f. 


i^ 


und  es  ist  folgl  ^ 


'•■^'••.    ^.j.f — A'>' 


(« — «i)  («— «^  (ti— Ob)  (p — (H4)  (u  — «5) ...  (m — o^ 


»    < 


I,    I         n«  s.  w. 
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I         i         «  ••  I.*.    Mf    '.  '-^         ''    •  l* 


also»  wie  mao  hieraus  ^pf^ei^b  fcbliesst: 


,     *  <.,■■•» 


0= 


(«— «i)(fr-wii(i>.(Mr-«i>{«r-:«4)<«-r«f»)  "•(«—«/«)  " 
+ l5 

. i ^ 

(o»— ii)(«^— ai)(a2— «SiK«i— «^«)fffa-r«ft)v-  («i'-«A') 
T _ 

u^    s.    w. 

J 

odef,    wenn  man  grosserer  Symmetrie  wegen  statt  des  Symbols 
ai  das  Symbol  a  in  diese  Gleichung  einfährt: 


0= 


•  < 


(a— «i)  («— Oj)  («— Oj)  («—«4) ...  («— tt/i) 

1 

g  ■ '  -^    '  '  '  _     ■ •*.;.'.  .  .       1 

■*"  («1— «)(«!— a2)(ai—a3)(ai—a4)..(ai-«^) 

^  .   « ..  * .  . 

(««— «)(«a— «i)(^— «3)(««— fl^)"(a«-aAi) 

+ l 

V  I 

u.  s«  w. 

1 

Wendet  man  den  in  dieser  allgemeinen  Gleichung  ausgespro- 
chenen Satz  auf  di^  zwischen  den  OoefRdenten 


1. « • 


2^1»  ^2»  2I3,  2I4,... 3(»  . 

Sefundene  Gleichung  an»    so  fallt  auf  der  Stelle   in  die   Augen, 
ass  die  Grossen»  in  welche  in  dieser  Gleichung  die  CoefBcienten 


multiplicirt  sind,  sftmmtlich  ▼ersch «rinden,  so  dass  sich  also  mos 
dieser  Gleichung  f&r  den  allgemeinen  CoefHcienten  2k  der  fol- 
gende ganz  independente  Ansdruck  Mfgiebtt 


(«1— Ol^<«l— «»t)(«l— «•X«l*-«»)"<«l-T«) 
+ ^ 

.  dl ^ 

+ d, 

O.      S.      %Tw 


Der  Werth  von  Zi  kann  aus  dieser  allgemeinen  Formel  nidit 
abfi^eleitet  werden;  aus  dem  Obigen  ergiebt  sich  ^er  ganz  tob 
sefbst,  dass  immer 

ist 

Führt  man  die  hieraas  sich  ergebenden  ganz  independentea 
Ausdrücke  von 

in  die  oben  zum  Grunde   gelegte  Gleichung 

+  2l,(ar— Ol) 

+  2l3(ar~ai)(ar— Oj) 

U.  S.    H*. 


ein,  so  erhält  man  anchr  eines  vollständig^ i^ntwiekelten ,   ganz  in- 
dependenten  Ausdruck  für  die  gesuchte  ganze  rationale  lugebrai* 

sehe  Function  des  (n — IJaten  Grades  y  von  x.  , 

■^ '     *   y     .  ••         I  •  .     )    ••!  'Ml' 
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f  5. 


«  , 


&,- 


I 

Vi 


Man  kann  aber»  wie  wir  |eUt  zeigen  \TolTeii»  die  ganze  >atio- 
algebraische  Function  des  (n — l)sten  Grades  y  von  <r  noch 
mtfi  von  dem  aus  dem  VorbergehendeM  sich  ergebenden  ver^ 
pdenen,  viel  einfacheren  Ausdruck  bringen.  Um  jedoch  nicht 
weitläufig  zu  werden,  wollen  wir  diesen  Ausdruck  nur  ffir  ]i=5 
ickeln,  werden  aber  die  Rechnung  so  fuhren»  dass  die  All- 
einbeit  der  Methode  aus  derselben  gai)z  von  selbst  erhellet. 

Fiir  R^5  ist  ufimlich 
+  2la(ar— fl,)   . 

i 

+  2l5(ar— <i|)(;r— «^(ar— 1/3)  {x-^a^) , 
rolglich»  wenn  man  für 

iDs  dem  vorhergebenden  Paragraphen  sieb  ergiebenden  Aus< 
:e  dieser  Coeflicienten  einführt: 


'  («1— ai)  (fli— a.) 


—  *. » 
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dl 

(«1  -«i)  («1—0»)  («1—««) 


+  \  ^  /(a:— «iX«— ««)(Jf— «J 

J+ di , 

.,  |,  17  (a,— fl,)(a,— a,)(a,-04)| 


I  t 


• ;   » 7*  (a4:^-Oi)(o4— a«)  (04— « ,)^ 


* '  '• 


(«s— «iXa,— a^Xfl,— a4)(o,— Oft)! 


+ ^+  r«,^)  (^^«-=s;)-(5r^[  (^.o(»;«.)(*-«,K*-..)- 


A, 


■^  (a^— aj(a4— <i.2)(«4— aa)(a4— oft) 

I    4p L . 1-  / 

(05—111)  («4— «2)  («ö— «3)  («5— «*J  / 

Ordnet  man  nun  diesen  Ausdrucl^  n^cb    ,  , 

^9   4»«»    ^a»   -^4»  ^ft» 


l 
I 


••* . 


i -    •    *<    *    <' 


9a  i^  Ai  in  die  folgende  (JrOs^e  multiplicirt : 


»  i   I 


^'*'iii— o,  ^  («1— ^»)  («i— «•)       («1— ««)(ffi— a»)(«i— «4) 

(a?  — fli)(j:~-qa)(j?  — aaXjg— «4) 

"*"  («i— a«)(a^  —  öj  («1— «4)  («i— fl») 

•      •  • 

-^  ?_ZL?«   1  (^'-gi)(^— g«)  ,   (x  —  Ol)  (a?— tfO(ar— g») 
""  Ol  — g,  ■*■  («1— o*)  (oi  -oj  "^  (gj— g.)(oir-pg,)iaii-o/) 

(ar-— gt)V(a:— g«)  (ar— g,)  (a;— gj 

(«1  — g«)  («1 7-  gj  (gi  -g«)  (gi— «»' 


\ 


(ar— a,)(g-a.)      (a;  -  j^Q^a:— a,)(:c—'gO  , 

—  (0|— o,)  (o,— a.)  "*"  (o,— a,)(ai  f-ö,)  (iiit^-aj" 


(ar— g|)  (a?-g,)  (g-aOC:^;-!!^) 
"*"  (gi— g«)  (gi— g.)  (gi— g«)  (gi— gs) 


!>■ 
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(ai -o^  (Ol— er,)  (fli— «4) 

(fli  -  <^  (cj  —  OsXai-aJ  (ai— 4?5) 
_       Cr— fl,)  (or  —  CsK^g— <i4)(j?— Oft) , 

Ferner  ist  4t  ^d  die  folgende  GrOsse  multipKcirt: 

«■—«1  "*"  (oa— ai)Ca,— 115)  '^^  (oa— Ol)  (aa--«8)  («■— Ö4) 

(«a— Ol)  («•—«•)  («i-«4>(f»«— «5) 

.  (>T,— Ol)  (jT^at)      (ar— a^)(ar  — a^(jg— <%) 

'  (oi-^i)  (aft--a,)  ■*■  (<%-at)  («1—0»)  («»—aj 

(^— ai)(ar-ca)(ar-as)(ar— C4) 
(^la— o,)  (oa-ii,)  (0,-04)  («r-«6) 

^  fa—  g|)  (ar— flg)  (x  —  04) 
(o,— «,)  (tfa-at)(ii,— 04) 

I  (J?— q|)(j?— q»)(ar-^aa)  (ar— 04) 

(x>-flt)(x  — o,)(ar— g4)(a?  — Oft) 
(ot— Ol)  (o«— Ö3)(a  — a4)(«ft— 115)  ' 

Aof  ähnliche  Art  ist  Am  in  die  folgende  Grosse  multiplicirt: 

(ar— ci)  (a?— g^)      (ar— fli)(ag— m)(ar-^a,) 
(oa— a,)  (os— a«)"*"  (a,— ai)(aj— a«)(ai— 04) 

-  (ay  — qi)(a?^ti«)(a?--g<)(a?*-<r4) 
'*"(ar— ai)(a,— ai)(a3-a4)(oa-ff5)       ^ 

_^  (a:^  gl)  (a^>-  a«)(a?—  ^4) 
(«»—«1)  (Of -*fl^  («s--^»4) 

(X"Tgi)(ar  — ga)(a?— g8)(ar— «4) 
"•"  (a,— ai)(gi-*ai)  (a3-*a4)  (gs-Hie) 

(a;  — gi)(ar^gaJ(ar— g4)(a?--gft) 
(<b— gl)  (gg-ga)  («s  —  «4)  («•— ^) ' 

Eben  so  ist  A^  in   die  folgende  GrCsse  multiplicirt: 
Theil  UT.  16 
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(x  —  gj)  (jr  —  fla)(jr— ■  Oi) 

(Oft— Ol)  (Oft— Oft)  (04— <%)       . 

(«4— «i)  (04-01)  (04-1%)  (fli-i^) 

(a?— Oi)(jr  — Ofl)  (g— «»iXJg'^gd) 
(fl4-Oi)  («4—0*)  («4  —  <%):(a4— 04) ' 

Endlich  ist  Ak  in  die  Grosse 


(ar— gl)  (j?  ~  Ca)  (a?— «s)  (f  ~  «4) 
(04— öl)  (oft— ga)  (gft— <^(fl6-^*> 


maltipUcirt 
Also  Ist 


__    (jf — ga)  (g^ — gj)  (a?  —  gj  (^— o»)  ^^ 
^        («1  -oji)  («1  *^  «s)  (<^— «4Koi-*öa)     ■ 

(JT  -  g^)  (ar>-  gg)  (j;—  gQ  (ar^gg) 

(g»-<«l)  (Os— <%)  (02-^4)  (O»— gft)  "^ 

(jr^gi)(jr>~ga)(ar— g^)(a?— gft)^^ 
(g»  -  gl)  (ga— Oa)  (aay-04)  (gs-Oft)    * 

(ar  —  gl)  (jc>-ga) (jf  -  g»)  (j?—  a^  j  ^ 
"""  (g4— gi)(g4— ga)(g4— g8)(o4--gJ     * 

(ar-^gi)(a?--ga)  (a?  —  g,)  (ar— gj  j 
(<%-«i)  («6—0»)  («d— fls)  («6— «4)    *  * 

Dass  diese  Rechnung  In  jedem  andern  Falle  auf  ganz  ähn- 
liche Art  anseefiihrt  werden  kann,  erhellet  auf  der  Stelle^  und 
es  ist  daher  altgemein  fBr  jedes  n:       ' 

_(a?  — ga)(a?— gtXar*— g4)(flr— gs)^...  (a?— g»)^ 
* ""  (Ol— fla)  (fli— 0$)  («1— a*)  (g|— gft)  •...  (gl  -g,)    * 


,    (ar— gi)(a:  — gs)(jr— .g4)(JP'-gg)>.^(j?— gw)  . 
+  (gji-gi)  (ga-gj)  («%-«4)  (or^s> .....  («a^-^p)    ' 

(a?— gi)(ar— ga)(a?--g4)(a:— g5)'"*(f '— ^)j 
(«t-^)  («•—««)  («•—«4)  (^»-^»)"-(<*«— Ob)    ' 

(a?-gi)(a?— ga)(^"rg,)(a?— g5)>*(^-^^)  j 

^    (g4-«l)  (04-^a)  K-<»t)  (O4-«0.4«4-O,0''* 


u.    s.    w. 

I 

:       M 


"*"  (a«---a|)(aii--ii2)(cifi--<a3)(affft--a4)...(aflr-aii.i)    "' 

Bbrigmi«  fiMt  audb  auf  d«r>  Stelle  in  die  Au^n^  da«»  die## 
ratioaale  dlg«bfsi«clM»  Ftttaiotibii  dea(it'^l)äie4  Qnidev  detf 
pahgen  misMcir  Aafgab^  t^nttstindlg  gentgt;  indem  dieselbe 
it,  nrenii  matt'fiir  ^  die  Wttthe  • 


respective  die  Wertbe    n  >    •  . 

""1»  «f»  -«8*   A^,  ,.,An 

wie  gefordert  mirde.  Qie  obige  Betrachtung  aber  zeigt, 
m  zu  dieser  merkwürdigen  F'ormel,  welche  man  nach  ihrem 
tr,  dem  berühmten  L ag ränge ,  die  Laerange'scbe  In- 
lationa formet  an  4ifn0/9f^;;p9egtji  Dic)it ^^v^  9lrfa)|t,  ;son- 
tittelst  einer  methodischen  analytischen  Entwickelung  gelan- 
nn. 

las  es  überhaupt  nicht  21^*^61  verschiedene,  die  Bedingungen 
r  Aufgabe  erfülleode  ganze  tationale  algebraische  Function 
ia  (it  — l)sten  Grades  geben  kann,  und  daher  die  obigen 
ft  Form  nacb  versohicäenen  Functionen  die  elnsigm'viddy 
unsere  Aufgabe  anflOssn,  lüsst  sich  leicht  auf  folgesdei 
igen.  G6le  es.  »toiich:  zw^Mr^die  BediitgungeA  uiiseüer  Amt^ 
'olletfi&dig  erMle«d€.  gansairtitionale  algebniisolie^  FubctloH 
8  (n— ])sten  Grades  y  und  T,  so  würden  diese  FonoÜaneB^ 
Dan  filr  jp  die  nWerthe 


Oif  Ol,  a»,  a^,,.,.an9 

natürlich  unter  einander  sMmmtlicb  ungleich  angenoi 
i  setzte,  beide  die  gleichen  Werthe 

Ai  y  A^ ,  A3 ,  Aa  f .«..  Au 

D,  und  die  PUIeredz  y-^F  nürde  also  verschwinden,  wenn 
ir  z  nach  und  nach  die  n  s&mmtiich  unter  einander  unglei- 
Perthe 


.  ,  {  .  . 

Daher  würde  nach  einem  bekannten  Satze  der  Theorie 
Dzen  rationalen  al^ebraasohen  Functionen  oder  der  Theorie 
eichungen  die  Differenz  y~  K,    welche  offenbar  im  Allge- 

eine  ganzem  rationale  .algebraisch^  Function  von  einem  den 
ten  nicht  :übersteigendeii  Giiadelst,    d^rch  3as  Product 

16* 


3A4 


(X—Qi)  («— Ol)  («— Oi)  («— O4)  -.  (« Ob)  , 

welches  offenbar  eine  ganie  rationale  al^braische  Fnndin 
irteo  Grades  ist,   ohne  Rest  theilber  seia,  was  jedBaUi 
Ungereimtheit  ist,   die  nur  dadurch  beseitigt  wcird^  kam, 
man  sieh  zu  der  Annahme  bequemt^    dass  «lie  Differeai 
der  Nail  identisch  gleich,    oder  dass  für  j^Mt  jp  die  Fr 
jf  und   F  einander   gleich,    d.  h.   dass  oiese  beiden  Fi 
überhaupt  gar  nicht  yon  einander  Terschieden,   und  dalier 
That  beide  nur  eine  und  dieselbe  Function  sind,    wa»  r' 
oben  von  uns  ausgesprochene  Behauptung  war,    deren  Ki 
also  hierdurch  vouständig  bewiesen  ist 


d» 


$.6. 


Um  den  Werth  des  bestimmten  Migrain 


/V 


n&hbrnngsweise  zu  ermitteln,  wollen  wir  das  lotenrall 
DIferenz  b — a,  die  der  Kürze  weg^n  durch  m  bexeiohDM! 
den  mag,  in  ir-*l  gleiche  Theile  eintheilen,  und  wollen  is 
hergehenden,  indem  wk  nicht,  assser  Acht  lassen,  dass 
her  durch 


öi>  ««*  «j»  a4,^«o» 

bezeichneten  Grossen  innerhalb  des  in  Rede  stehenden  isl 
Ueges  mQssen, 


ai  =  a 


=  a. 


«•  =  «+2jzil=«  +  2 


a4=:a-f  3~ — |  =  a  +  3 


«  — l  * 


^rr» 


I.    ■.     w. 


+(«-!)  ^=  «+^»^l),1f^ ' 
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wenn  der  Kflne  wegen  noch  S  Ar    _-|  gesehrieben  wird. 


v.  s.  w. 


in  allgemeines  Glied  voo  y  Ist  nach  dem  rorhergehenden 
raphen: 


-  \ 


hnner  dieses  allgemeinen  Gliedes  ist  unter  der  so  eben  ge- 
en  Voranssetanog  rücksichttich  der  Grossen  01,0%,  um,  a«, 
offenbar: 


(fir— l)c5.  (p— j)iS*.15.  —  iu*^2o  ..^(fi— fi)o 
=(— l)»-/».1.2.3..(f*— l).l.i3..(ii— f*)-S»-»; 

kUer  aber  ist»  wenn 

I  -  •  • 

■ 

5t  Wird: 

«(u— 15)  (tf--2S) ..  (u — (fi—  2)S)  (ai— fftö) ..  (tf— (n— >])S) . 
ist  das  obige  allgemeine  Glied  ^on  y : 


pj^    n(tt— 1  g)  (tf— 2Q)..(tt— (fft— 2)<i>)(ifr-'ftft))..(ti— (n~l)  5)  . 
'  L2.3..(f4-l).L2^.,(ii-fi)ö»-^    '^ ^'^' 


•  i 


^eil    nun  ftr=:dtf   und  flir    x=^a,    a?=fr   respective   «=0, 
^a:sc9  ist,  so  ist,  wenn  wir  der  KUrse  wegen 


''*""  1.2A.(fft— l).1.2A..(n— rt 
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(»-l)e((i«-l)»-l)((ii-l)i»-2)-((«-l)«>-(»-4» 

—  (»— 1)«hKw— 1)  (n— l)w+(n-3)  (»i-l)iH<»-«)  («— l)»i^8  (»-» 
2  • 2 2 4        ■    i 

^  ,  (!n—t)w-(n—l)  («— l)ip^(w— 3)  (w-l)t(>— (w-g)  (»-t)»4 
X  2  -i-T ^ r— "5  f— 

Setien  wir  folglich  der  KOqie  wegeo,  jwiaclid«m  u  genle  4 
ungerade  ist: 


t    i 


((,-l)«rt»-(w-l)«)((n-^)««,»-(»-S)«)..-)^^l)«»*-l'> 

(«— l)V>«-(ii— 2|»+1)« 

""  ]((ii-l)«io»~<n~l)«K(»»-t)*«>*-(»~^  ^((n-I)Pie»-2«Xt 

(n— !)««>■-  (ii-2jt+l)» 

«o  tat  offenbar 

(«— l)r((ii— i)B— l)««— l)e-2)..((»— 1)»— C«-^) 


=  -^  (tii-l)»-(ii-?p+I))  fF^ ; 

I 

und  weil  nim  dü=:^Bu)  aad  i&r  9=^0»   «  =  1  respectiTe 
«pss-fl  istf  so  ist  nach  dem  Obigen  offenbar 

F^=  ^y  ^  '  ((n-lHD-(ii-2^+ 1))  W^dw . 
Also  ist  da«  allgi^meiqex  Glied  von 


'  I  •• 


/V 


nach  dem  Olrigen: 


—  1 

Die  beiden  Fälle^  wenn  fftssl  und  ffrctfi<iat,  arttoca,  «^ 
leicht  die  Mothwendigkeit  ans  dem  Vorhergebenden  vea  m 
erhellen  wird,  nun  noä  besonders  betrachtet  werden. 


Da«  erste  Glie4'¥eB)y.<W  nach  den  voilieigeheoden  Para- 
grapheo 

(«1— a»)(fli-a5)(ai— ii4)(ai^a6)"(fli— «■)    *' 
Der  Neoner  dteiies  Gliedea  iat 


— la>.— 2S.— 3o.— 4o.-— (n— l)o 
=(— !)•-*.  1  .iT  3...  (n-l)  3—» ; 

und  der  Zähler  ist^  vreno  wieder 

.  •  .  <  ■  *      .   .    ,     .. 

geMtst  wird: 

>       (tt— tO)(«-85)(K-i38)..iC*-(«-l)S). 

•  «  * 

Abo.  bt  4aa  o^ige  firate  Glied  vo^gi 

(n— 15) (it-2g) (II-3S)  ..(it-(n— 1)5)   . 


1. 


L2.3...(fi— 1)5* 


I     !        ' 


Weil   nnn  8br=dn  uinf  für  s^ssa,    x^=^b   reapectiTe    ii:=0, 
u^sb — äs  »ist«  so  ist,  wenn  der  Kurse  wegen 

(-1)-* 


**~i.ii3..(«— 1) 

nnd 

"'    - 

üi  =y  %-15)(iij25)(iir3S)  -(«-{11-1)3)81. 
sesetzt  wird»  das  erste  Glied  von 


»      •<    H.l        ':!      ii'i   .'       ■      •.     '.\\  \ 


I .  •     •      I 


/»" 


I»  •    ;         }     ,^  IM  •'     ilo  .' 


U> 


olenbar 


Nnn  ist  aber,  wie  man  leiclit  findet: 


SÜD 

t  (M--16)(t»-S3)<»«-»)4>.(«— («^ 

-.     »      ...  -  O     •  .  M  ♦     . 

also,  wenn  man 


tt 


setzt: 

* 

(i»— lö)  (m-SS)  (h— 3S)~  (»-<»— 1)S) 


_  „^,  (li-IMCw-Dg-l)  ((n-t)t>-2)..((w-l)g-(it-l)) 

und  weil  nun  ditacsd;»  nQ.4  Oir;)Ks;;P,  ,«=,«  rfftpe^tive  »=0,  «=1 
ist«  M  ist,  weon  d«r  Kflrze  wegen 

■r  _  /*»  (»i-l)tK(»t-l)»-l)((l^l)«>-:^2)..((l«-i)«>-'»-^i))  « 


gesetst  wwd,  offeobar 


C^i3=«S»-4  F, 


Also  ist  nach  dem  Obigen  von 


f^ 


ij?       I 


das  erste  Glied: 

WO  JE^  seinen  obigen  Werth  hat 

Diese  Rechnung  noch  weiter  fortznf&bren,  ist  unnl^tnig,  weil 
die  fernere  Rechnung  gans  unter  dem  obigen  aiigemeinen  FaUe 
enthalten  ist 

Das  letste  GBed  von  y  ist  nach  dem  Torhergehendeo  Para- 
graphen 

Der  Nenner  dieses  Gliedes  ist 

(«-1)5 .  (n-2)Ä ,  (nr^a ...  15 
= (— 1)«  1 .2.M«— l)5«-M 


sn 


und  der  ZüUfr  i$t,  w*nn;  vtf«dcr 


.  t 


•y    I 


ii(ti-lS)i(ii-26)  («-«ÖJ'.".  (iMm-W-"' 
i^o  Ui  das  itUge '  letzte  CQi^d  von  3/:  \  r.:.,°l 


( I  --",  —  •(  .   ■  \., 


,     ti(ii— lft>)  (u-aia)  (tt— 35) ..  (u-r(n^'L,y., 
(-1)^ L2.3...(ii-l)ö«-*'"  ""  ■  '••^^«»^^^'^'■•''' 

Weil  nun  oj;=:9tf   und  für  orssa»    :r=6    respective  tf=:0, 
ii=6-^a=:fl9ist,  80  ist,  wenn  dier/iSjücBe.ivegfm  i^    *:  <  . 

und 


I  '1 


17.=  yii(tt--l5)(te--Slö)(tf— 35)..  (u—(n— 2)5)  Su 
P  flesetet  mid^  Am  loUlefCliedsvoo/!  i  n  .  ; 

.•j"ln*»     /?^   L',     »    i»'l   "»    I..-     ..'r.i'i  -i    :'::'• 
U\  »(•  I*»   (>,•     .1'    iii.    w    \    •  ''.  '  i  .j</    :  •!       ;    '.'■     :  r  'i   li  '  •.  i  »  '. 

offenbar 

-si=r4i- 


Nun  Ut  aber,  wie  man  leicbt  findet: 


II       I       '  •     ' ' 

'..I'    •'  r.  '.»liM  .  •.   ••   '♦•• 


•  f  \      <    1 .  •  . 


n  (n  - 15)  (fi— |{p)(j<-35)..(i^(ii--2)5) 

-:  ..m  »<  aaygii^-i";\r      i> /llM  ]•■  ^^N.i.  iM  ^<^wJ^^i   ii',t[i   iii   f>/'^    HTM 


i 


AlA^t^iqp-  fDw 


Ml  •      ♦  i 


2S2 

«(«—1(5)  («— 2S)(m-9S)  ..:<»-<»-<)&) 


_  n._,  («-l)t>  ((n-Pg-l)  ((«-l)t>-2)..((it-l)B-^ii-l)) 
-"  («-l)*-(»-l) ' 

und  weil  nun  dtf=:fo9l?  and  fSr  tt=0»    tf  =  i»  resf^ectiTe  o^O^ 
ü=l  Ist,  80  ist,  wenn  der  Kflne  wegen        ^,  .. 

'^•"V  (»-i)i»-(«-i)  ^** 

o 

gesetzt  wird,  offenbar 

* « 

Also  ist  nach  dem  Obigen-  toö 


«     ^ , 


•     ♦ .»     • 


das  ietste  Glied: 

« 

wo  JKi  seinen  obigen  Werdi  bat. 

Von  jetzt  an  ist  die  RelAnnng:  wieder  gaak  nbtcr  donebeB 
betracbteten  allgemeinen  Falle  enthalten,  und  dieselbe  braucht 
daher  nicht  weiter  fortgeführt  zu  werden. 

Nehmen  wir  nun  alles  Vorbeirgehende  zusammen,  so  ergiebt 
sich  zur  Berechnung  des  fftten  Gliedes  von 


/>* 


,'i 


die  folgende  allgemeine  Kegel: 
Man  setze 

*^r-  1:^.3 .»(»»- DJÄ^-fiT^  „ 

und  1^  io  den  FXJUn/-- wena  i|^l  vba^  Hr=nuA;-  denrNemer 
dieses  Brach«  jedeneit  .d^ji  .vV\erth  1.2J3..(n— 1)  bei.  Hienaf 
setze  msD,  jenaehdem  n  eine  gerade  oder  eine  ongiBrade  Zahl  ist, 

((ii-l)«ie>«-(»-l)«)((»-l)«ii>^~(n-3)«) ..  ((iJi^1)<t<J«-:^l«)' 

(i»-i)««>«-(«-2hFi)* 

|((ii~l)V*-(»i-l)«)((i»-l)«M>«-(«-3)')..((n-l)««)*-a^«-l)i» 

(it.l)%D«-<n— 2(»-|-l)>  ' 


Ui 


tmi  beffebiM  Als  bdsliiiinite  ilnt^al  ; 

—  l 

* 

WM  nie  die  geringste  Schwierigkeit  hat,  da,  wie  aus  dem  Obi- 
gen eich  ganz  ron  aeibst  ergiebt»  W^l  imm€i^,eine  ganze  rationale 
algebraiacne  Function  von  w  ist    Dann  ist 

i  »  Äi.  A^r* '  ((tt-l)«»-(n-2^  + 1))  W^dw 


da«  gesuchte  f»te  Glied  des  bestimmten  Integrals 


and  foiglieh 


r\dx^    ^loK^Ai  y**  ^  ((n-l)«,-(H-l))  Widw 
+  ^  «  k^  AtJ      \(n-l)tc—(,n-Z)yWtBto 


—  l 
n«    B.    w. 


+  ^  «  &  "^^y*^  *  ((«— 11»-(«— (2«— 1)))  FF^aio, 

wodurch  also  der  Werth  unsere  bestimmten  Integrals  näherungs- 
weise gefunden  ist 

Wir  wollen  jetzt  die  beiden  Glieder 

-1 


betrachten,  iodem  wir  aonebuM»^  iam  ^y^»-fl  eolr  i»^ 
diese  beiden  Glieder  gleich  weit  Tom  Anfange  ud  yom  Eide  ^ 
stehen. 

Weil  fi=f&-f-^'~l  >^^f  '^^  ist 

ii-2/i+l=fA  +  V — l— 2f*  + 1  =  V  —  fi, 

und  folglich  nach  dem  Obigen  offenbar 

Also  ist  I 

((«-!)«  -  (»-2v+l))  Wtdw-((n-'l)f€-(^—v))  WßBw 

=  ((«^l)«+(i^^))Wi.aw, 

d.  i. 

((it— l)w-(ii-2v+l))  Frvaic=((«— l)w  +  (n-2fi+l))  IF^. 

Setzen  wir  nun  fo=z^w*,  also  dtß== — dw\  so  ist,   wie  leicht  s' 
dem  Obigen  ertiellen  wird»  ' 

((n-^l)u>-(«--2v+l))FriÄio==:it  ((n^l)w'~(t-2fi+l))l^^  ^ 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt»   j 
gerade  oder  ungerade  ist»  und  folglich  fiberhanpt 

» 

((ii-l)«o  -(n-2v+l))  Wtdu)=(r-iyi(n—l}V-(n—in+l))  1V^> 


Weil  DOB  ßt.  w=— 1,  «fss^fl  respectbe  ho'=:-|-l>  «0*=— 1  '<*• 
so  ist 

=(—1)"  r   '  ((«— l)«''^-iil-2^+l))lF„^^o• 
^'  ■  ■      *•  1'*  '      '  '  • 

oder,  was  dasselbe  ist, 

/      '  Hn-l)ie  —  (n-iv + 1))  Ww  8te 


—  4 


Datier  sind  die  6r5sfeien;   in  welche  *i^  >  dem  fiten  «od  irten  Gii* 
AfA  und  Ap  multiplicirt  sind,    nach  dem  Obigen 


2S5 


^aK^J^   ((ii-l)ic-(«-3j»+l))  ir;.8«e 


—  1 


-  (—1)-^«  KvC^   «»-l)«-(«-5V+I))  W^dw.. 

—  1 

Fflr  f(=t  und  v=:ii  ist  Dach  dem  Obigeo  bekanbtlicb 

*'—   l.'i3..(«-i)  ' 


y  _  (-1)' 


_<-i)-jr,=(-i)-ir,=T;|3i^,y-=ir,. 


•      •/ 


'j 


ass  also  im  ereten  nnd  leUtea  Gliede  von  /    vdx  die  Coeffi 


/    ydx  die 


ten  Ton  At  und  Aa  nsLch  dem  Vorhergehenden  offenbar  einan- 
gleich  sind. 

Allgenran  ist  bekanntlich 


Eu= 


""  1.2.3..(^^-l).1.2.3..(n-^^)' 

**"=  1.2.3..(v— l).L25..(ii-v) 
folglich,  weil  nach  der  Vorauesetaong  fi-fv:^n-fl,  ^leo 

n — f*=v — 1,    n — v=fA  — 1 


ir«:^ ^^^-^ 


'""  1.2.3..0»— I).  1.2.3..(v— l)' 

A_.1)JB-1 

*"=  l.S.3..(|»--l)  .1.2J..(v-l)' 


tr  ist 


2S« 

(_i)>»i-i).(_i)»-i (— 1)»-* 

"~  1 .2.3..  0«— l).1.2A.(v— I)  ~"  1.2.3..(f»— 1).1.2.3..(»— I)' 
d.  i.  nach  dam  VoriiergekendeD  wieder  „. 

woraus  man  also  aiuhtj  dass  unter  deo  iremaditeo  Voranssetmo- 
gen  überhaupt  In  dem  fitpn  und  vten  Gliede  von  I    ySjpdieGros- 

•en  Afi  und  A9  gleiche  CoefGaentep  haben. 

Man  gelangt  also  hierdurch  zu   dem  allgemeinen  Resultite, 

das«  in  dem  obigen  AuMfanclie  von  /    ydx  die  Grösse  Afg  in  des 

▼om  ersten  und  letzten  Gliede  eleich  weit  abstehenden  Gliedern 
mit" gleichen  Coeficienten. . behaftet  ist«  wodurch  nat&lich  die  nu- 
merische Entwickelung  der  CoefBcienten  von 

Alf  A^f  A^f  ifl4,*«.ilii 

in  dem  obigen  allgemeinen  Ai^sdrucke  von  /    yhx  woseotiich  ab* 

SekOrzt  wird,   und  daher  das  in  Rede  stehende  Resultat  als  ein 
Ir  die  numerische  Berechnung  dieser  CoefBcienten  sehr  wichti- 
ges bezeichnet  werden  muss. 


5.  7,    , 

Wir  wollen  jetzt  noch  eine  sehr  {»chmerkenswerthe  gans  allge- 
mrine  Methode  zur  Entwickelung  des  bestimmten  Integrals 

a 

angeben,  indem  wir  natffrltch  trle^  frühör  auch  jetzt  immer 
^        (oi-^t)  («1— Of)  (ihr-^^)  («1— <b)  -  («!—«■)    * 


(jg— Oi)(jr— a>)(jf— 04)(j?— 05)>"(g— ««)  . 
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(^— g|)(j?—ga)(^  — <7a)(ar --</&)>.. (a?—g|i)   . 
('»i  --^i)  («4— «i)  («•—«■)  (^4-^») ...  K— «^n)    * 

U.      8.      W. 

setzen« 

ÜVir  wollen  zuerst  eine  neue  veränderliche  Grosse  u,   welche 
durch  die  Gleichung 

a — a 

woraus  sich  a  ^0 -f  (6*-*^)u  ergiebt»    bestimmt  wird,    einfilhren. 
Setsen  wir  der  Kürze  wegen 

"»-r^'  "^-6^=^'  «^=S^r7,' «^=6"=:^' 

so  erhalten  wir  nach  leichter  Substitution«   wie  sogleich  erhellen 
wird : 

^         («1  — «i)(«i— «aX«! — «4)(ai  — «5)  •  («1  —an)     * 

(«a-Äi)  («ii-a»)  («»—«4)  («sr-«*)  -  («a— «•)     * 
(li— «i)(m  — «0(tt  — «4)(k— tt»)».(u~cr»)^ 

(M-«i)(tt-tf,)(tl  — gj)(ti-fl^)....  (tg^g»)  ^ 

(«4— «^)(«4-  «%)  («4—«*)  («4— «ä)  ••  («4—««)       ^ 

u.    s.    w. 

(tf— g|)(l|--l%)  (ti~g,)(tt- C^4)  ...(»-- g^-,) 

"^  (a«---^i)(oii~aft)(aM---aj)  (oii--g4)...  (om--*«r-.i) 


oder,  wenn  wir  der  Kflrze  wegen 


Theil  MV.  17 


388 

AT,  =  (a4--ir|)  («4— «•){«*— «i)(«4—flf»M«4—««)r 

a.     8.    w. 


und 

I7a=r  (11—  cf,)(M — «a)(tt— a^Xa— ai)...(tt — a«), 
ü,  =  (u — ffi)(fi — «<)(«— a4)(tf—«Ä)-.(i«^ff«)f 
Va  =  (m— cri)(u — «»)(«— aj)(tt — a5)...(tt— «»), 

U.      M.      W. 

setzen,  wo 

Pft,  iV.,  iV;,  ZV^....iV» 

die  Werthe  sind,  welche  respective 

Pi,  ü.,  17,,  X74,..  17, 

erhalten,  wenn  man  in  diesen  Grossen  für  u  respective 

Cl^i  »  tt*  9  ^t  9  ^4  9  •••  ^n 

setzt: 

also,  weil  nach  dem  Obigen 
ist: 

Weil  nun  aber  nach  dem  Obigen  (Kr  x=sn,  .t=6  respective  11=^. 
iissl  ist,  so  ist 
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a  0 

o 


8« 


a» 


du 


u.    s.     w. 


^^f'ünBu. 


K 


O 


leUen  wir  aber 

t7  =  (ü-^«!)  (k— «^  (tt— «3)  (»-'^ ...  (ti— a«) , 

Mt  sieh  (He   rorstehende  Gleichung  auch  auf  folgende  Art 
Gcfeen : 


a  o 

(1 


U.       8.       TT. 


.    .4.  fiVdu 

o 

er  CoefBcient  von  Ak  in  der  Entwickelung  von 


ler  im  Allgemeinen 


6— a  /*!    C7S« 


itk 


snken  wir  uns  nun  das  Product  C7  absteigend  nach  Poten- 
n  u  entwickelt,  und  setzen  demzufolge 

U—  II"  +  Cj  M«- 1  +  C;iM"-«+  ...  +  C«-i  U+Cns 

IT* 
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WO  die'Bedentang  der  Coeflkieoteii 

nach  einem  bekamiteii   arUhmetischen  Satie  toii  selMit  erfcelH 
80  ist 

und  folglich»  wenu  man  sabtrabirts 

aUo  nach  einer  belcannteo  DIviakmsregel: 

ü 

U — B» 

n.  8.  w. 


und  folglieli 


/ 


1  Vdu 


II —a* 


1 

n 


+;^(«*»+ci«*i-c;) 


U.  8.  W 


oder 

ff* 


r^ 
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u.'s.  w. 


+i 


Wenn  wir  aan  die  Function 


=«■ + Ci«i-»  +  Ci«»-» + ... + o-i« + €;, 

D«t<irUcb  ta  ihrer  iweitoii  entwicMt««  Form ,  mit  der  naeodlichen 
Reibe 

«-» +  J  «-«+ 3  «-• +f  «-•  +  g  «-•  +  - 

nach  bekannten  Regeln  mnltipliciren,  das  Prodnct  absteigend  nach 
Potensen  Ton  u  oraiien»  und  den  bloss  Potenzen  von  u  mit  po* 
eitiveh  Elxponenten,  Null  eingeschlossen»  enthaltenden  Theil  die- 
«es  Products  durch  V^,  den  bloss  Potenzen  Ton  m  mit  negativen 
Exponenten  enthaltenden  Theil  desselben  durch  V  bezeichnen» 
demzufolge  also 

setzen,  so  inden  wir  auf  der  Stelle,  dass  der  oben  entwickelte 
Werth  des  bestimmten  Int^rals 


/ 


1   Tom 


ans  ü*  hervorgeht,  wenn  man  darin  «&  för  u  setzt;  und  bezeich- 
oen  wir  also  den  Werth  von  ü'  für  «r^iu  durch  Ü',  so  ist 


f 


U — Utk 

o 
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Um  folglich  das  bestimmte  Integral 

l    Vdu 


f 


u — ak 

o 


EQ  erhalten,  entwickeln  wir  durch  gemeine  Maltiplieation  den 
bloss  Potenzen  von  u  mit  positiven  Exponenten,  Null  eingeschlos- 
sen^ enthaltenden  Theil  des  Products 

und  setzen  darin  11=204. 

Noch  kann  man  Folgendes  bemerken.  Wenn  man  in  dem  oben 
entwickelten  Ansdmcke  von 


M— «ft 


tär  H  den  Werth  au  setzt»  so    erholt   man   als   entsprecheodeii 
Werth  von  ük  die  Grösse 


und  weil  nun  nach  diem  Obigen 

OFT 

jjj  =mc— H(»«-I)Cii«"-«+(n— 2)Cii»— »+...+2Cli-««+  C-, 

Ist«  ;so  erhfilt  man  offenbar  den  Werth.  welchen   Ük  tSr  «=01 

erhUt,  ans  dem  Differentlalquotienten  -^^  weon  man  darin  »=« 

setzt    Bezeichnet  man  also  diesen  Werth  des  Differentialquotien- 

Bü  BtJ 

ten  -rp  der  Kürze  wegen  durch  ^  3  so  ist  nach  dem  Obigen 


und  folglich 


Ä— a  P^   Üdu  h' 

"ST 


Daher  ist  nach  dem  Obigen 
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'  du  du  du  du 

wddurch  Jetzt  der  Wertk  unters  befitimmte«  Integrals  volUtiodig 
entwickelt  Ut 


'Wenn  wir  im  Vorhergehenden 


und 


ii=,y(o  +  l),  r  =  2i«— 1 


*^*         *  6  — a  6 — a      b-^a 

'^»     ^  6  —  a  6 — a       ^  — a 

A=3a,-l:.2?^-l=  *^        *+" 


» 


2i«4       6-fo 


P,  =  2«.-l  =  2^"-l=;^-|±^. 


Uf  6.  w« 


/j„=2«,-l=25!^-.l=^-J±^; 

'^  »— a  b—a      0 — « 


also 


'setzen;  m  Ut,  wie  maa  leicbl  findet: 

_     (t>— fe)(v-p8)  (0-^4)  (P-fe)  •'•("-<?».)       4 
.         (t>-ft)  (o-fa)  (P-ff4) (P-fe) -  (»-/?■.)         . 

"*"  (Ä  -ßi)(ß%-hXh-ß^  (ßr-ß»)  ..•  (A.- W    * 

(p-ft)(t>-^^(p-/?4)(0-/?5)...(p-ß.) 

■*"  (A-AKÄ  -  /?.)(Ä- W  05,  -ßt)-.(ß*  -ßn)  ^ 

"*"  (ß*-ßl)(ß*-ß^iß*-ß7)  (ßt-ßi)-(ßi-ßn''* 


u.  s.  w. 
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oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

V[i=(ßt-ß^(ßt-ßt)(ßi-ß^(Pi-ßi)-(ßi-ß'). 
Xh=(ßt-ßi)(ßt-ßi)(ß*'-ßd(ßr-ß^'-(ßt-ß')> 

«. = (A-A)  (ß,-ß^  (A  -/»4)  (A-W ."  (/»•-<».) . 
rr. = (A-A)  (A-W  Ö»4-A)  tf«-A)  •"  OJ4-A) . 

a.  8.  w. 
»^=  (/?.-ft)  (/J.-.ft^)  (^«-ft)  (ßn'-P^  ..•  (/»»-P-i) 


und    , 


F,  =(r-W(D-Ä)(ü-iJ4)(iHHl«).^*(i^H5-). 

F4=:(«^A)  (D-W  (»-Ä)  (r-^ft) ...  (ü-p»). 

U.  8.  W. 

F.=(ü-A)  (i^-fc)  (r-A)  (i>-/J4) ...  (i>-/*^-i) 


setzen,  wo 

^l>  ^^>  ^9«  Vf^»--*Vln 

die  Werihe  sind,  welche  respective 

Ff»    Fj^>    Fjt    F4f*«.  rn 

erhalten,  wenn  man  in  diesen  Gritssen  (uf  v  reepectiTe 

ßu  ßtß  ßtB  ß^f'ßn 

•etat,: 

also ,  well  nach  dem  Obigen 

'  a* = (6— a)  8i«s=  j  (6— a)  8r 
iet: 


20» 

11  nun  aber  Dach  dorn  Obigen  fiir  jp=a,  x=b  re8p«cti?e  iisO, 
I,  aUio  r=  — 1,  ü=+l  Ist,  so  bt: 

-1 
Eeo  i^r  alier  * 

r=(tH-A)  (»-« (ü-Ä)  (r-/J4) ...  (fM-iJ.), 


iSsst    sich   die   vorstehende  Gleichung  auch  auf  folgende  Art 
drücken : 


^J  »^^=»ry   e-=Ä 

/M-i  F3t> 


+  ^* 


Vit 
-1 

4. 


n.  8.  w. 

F3t> 


+^' 


-1 

dev  CeefBdent  von  Ak  In  der  Entwickelang  von 


/  ffdx 


Im  Allgemeinen 


/+!  VdV' 


-1 

l>eiik«D  wir  uns  nun  das  Product  F  absteigend  nach  Poten- 
I  von  «  entwickelt«  und  setzen  demsufolge 
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WO  die  -BedeutuDg  der  Coefficienten 

nach  einem   bekanoten  arithiDetlschen  Satze  vod  selbst  erhellet, 
so  ist 

0=  ßl^  +  CijJa^»  +  €tßi?^  +  -.  +  C^i/Jt+C», 
oed  ielglich»  wenn  man  subtrahirt: 

also  nach  ei&er  bekannten  Dlfisionsregel: 


• 

• 

F 

V  —  ßk 

-•+€,/Jw"-»-KliJt*ll— «+...+Cl  ßL—9  +  C,/J*»-* 

XL, 

S.  W. 

• 

unä  folglich 

/Hl  Fa»* 

J    t-ß, 

-l 

=^K+ !)---(- 

-1)"J 

- 

1 

-(-l)-»l 

• 

+  —2  (^*«+Ci^t+«,)l(+l)^M-l)"-'l      - 

+  i^  (^t»+«i/»*H«.^»+Ct)t(+i)-»-(-ir-»i 


U.  8.  W. 


+  30»*^*-Ki/J*^*+€ajJk— Htf»jJ*»-«+-..+C;i-^»+€»-,) 


+  f (^*»-*  +  <£»/»»"-* + €i/J*"-»  +  €»/»*■-«  + ..  +  ««-«<»»•  +  C^-,^* 


-fC.^k4«»-i)> 


.      SW7 

ahfo,  jeiMwMBin  «  ein«  gerade  oder  eine  ungerade  ZtM  btt 

J        V—ßk 

-1 

+  €m~tßk  +  €m-i) 
u.    s.    w. 


oder 


J      *—ßt 
-i 


*  f  «»*■-»  +  €j  /»*•-•+«,?»»-•  +  €,  /Jt^  + ...  +  €.-,/Jt«+e.-,  /J» 


2  +*-^> 

+  3(/J»"-»+Ci/J*"-*  + ... + Cü-,/»*»  +  <C-«/}t4^»-.) 


u.    8.    w. 

'  II 
Wenn  wir  nun  die  Function 

F^iv^ßi)  {«-W  (i)-fc)  (t^/J4) ...  (»-fti) 

natilrlich  in  ihrer  zweiten  entwickelten  Form ,  mit  der  tmendlicheu 
Reibe 

naeli  belcannten  Regeln  multipliciren,  das  Product  absteigend  nach 
Potenzen  von  v  oronen,  und  den  bloss  Potenzen  von  p  mit  posi- 
tiven Exponenten,  Null  eingeschlossenj  entbfdtenden  Tbeii  dieses 
Products  durch  V,  den  bloss  Potenzen  von  v  mit  negativen  Ex- 


2f8 

ponentM  Mthaltendeo  Tlirii  Jatelhcn  dnrd  V  hemUkmm,  d«ai< 
Bufolge  abo 


aetzen .  so  finden  wir  anf  der  Stelle»  dase  die  HSIfte  des  oben 
eotwicKelten  Wertha  des  beatiäimten  Integrals  . 


r 


t   F8a 
-1 


ans  P  hervorgeht,  wenn  man  darin  /}»  for  o  setst;  nnd  beaeich- 
nen  wir  abo  den  Werth  von  V  flir  •  =:  ^j^  dvch  V\  so  bt 


/^•^=»i^- 


-1 
Um  folglich  das  bestimmte  Integral 

—1 


/ 


SU  erhalten,  eotwlckeln  wir  dnxcb  gemeine  Multiplication  den 
bloss  Potenzen  von  o^mit  positiven  Ej^nenten,  Null  eingeschlos- 
sen, enthaltenden  Theil  des  Products 

setzen  darin  v=^ßk,  und  nehmen  das  Resultat  doppelt 

Noch  kann  man  Folgendes  bemerken.     Wenn  man  in  i\ 
eben  entwickelten  Ausdrucke  von 


v^ßk 


Ar  e  den  Werth  ßk  setzt,  so  erhält  man  als  entsprechenden WeHh 
von  Vk  die  Grosse 

und  weil  nun  nach  dem  Obigen 


ist,  so  erhfilt  man  offenbar  den  Werth,  welchen  Vk  für  v^=^ßk  sr- 

SV 
hilt,  aus  dem  Differenttalqootienten  -K^t  wenn   man  darin  es/h 


^        \ 


20» 

•  -  » 

st     Beieicbnet  man  abo  diesen  Wertb  des  Diferentialqnotien 
i  -K—  der^Kflrze  wegen  durch  -g—j  sa  ist  nach  dem  Obijgen 

«•"IT' 

d  iolglieb 


Daher  ist  nach  dem  Obigen 

^   VV  Of>  Cf  CT 

Dass  die  hier  entwiclcelte  Methode  vor  der  im  vorhergehenden 
iragraphen  entwickelten  Methode  rucksi<;htlich  der  Kürze  der 
»rechnung  der  Coefficienten  von 

A\y  A^f  Agf  A^,,,.Am 
dem   Ausdrack  von  /   ydx  Vorzüge  hat»  wird  sich  späterhin 

a 

igen ;  fiir  jetzt  wollen  wir  uns  darüber  nicht  weiter  verbreiten. 

5.  9. 
Wir  wollen  jetzt  annehmen »  dass  den  Werthen 

^09   <ll>   ^   ^>  0^f.,,an9  flii^i 

»n  X  die  Werthe 

Aqj     Alf     A%t      Agy     if  4,  •••  illl-f  I 

itsprechen«  so  dass  wir  uns  also  die  beiden  vorher  betrachteten 
eihen  einander  entsprechender  Werthe  von  x  und  y  um  zwei 
lieder«  jede  der  beiaen  Reiben  am  Anfange  und  am  Ende  um 
0  Glied»  vermehrt  denken,  und  daher  diese  beiden  Reihen  zu« 
.mmenstimmender  Werthe  von  x  und  y  etwas  grossere  Intervalle 
ie  vorher  nmfassen ,  ^ad  setzen  demzufolge  jetzt 
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((«-Or  +  l)(i.-l)»((n-l)(r-l)((n-rJ)»-*)-.<(«— !)•-•) 
'       (a_l)w_-(n+l)  (w-l)i»-(«-l)    (i*^l>o-(«»-3)^    (i»-l)y^ 

X 2 — '     ■         a  "2  « 

=^((«-l)*«^-(«+W«"-l>*«'»-(»i-tW..((H-i)^«^-2^"-»>" 

Setzen  wir  folglich  der  Kfirse  wegea,  jenaehdem  »  gcrafc  «* 
ungerade  ist: 

((«-i)«tc»-(«4-  i)«)((w— i)«to«-(»«-i)').-  ((«»-i)*»*-ft 

^  .  («-l)*w»-(n-2,»+ 1)» 

"•    K(n-l)««)'-(n-H)«)((w-l)«ii>'-(n-l)^..((»t-l)«ic«-yK''-a 

(n— !)«H»*-(n— 2(i + 1)« 

so  ist  offenbar 

((n- 1)  0  -H)  (n— 1)  g  ((ii~-l)p-l)((w— I)P-  2)  -  ((«— !)>-■) 

(«— l)t>— (p— 1) 

und  well  nuD  dv  =  adto  und  fiir  t?=:0>  o=l  respective  w^— 1 
«o=-f  1  ist,  fio  ist  nach  dem  Obigen  offenbai 

Also  ist  das  allgiemeine  Glied  von 

iia<;k  dem  Obigeil :  i 

Qic  beiden  Falle«  weiiii  fi=.0  und  i^^n-f-l  «t«  siussei  ^ 
noch  besonders  betrachtet  irerden»  ivofoa  die  NothwewiM 
leicht  aas  dem  VorbergeheodeD  von  selbbt  erMlen  wird.         J 

Das  erste  Glied  von  y  ist  4 


(«6 --«iX^o— ''a)(?o-ß3)K-04)-(«ü— ««+1)    ^' 
Nenner  dieses  Gliedes  ist 

-  IS.— 2ö.— 33.— 4c5...— («  +  l)ö 
der  Zähler  ist,  wenn  meder 

&tzt  wird: 

!«(«— tö)(M-2ö)  (m— 3ö)..(ii— nS). 
)  ist  das  obige  erste  Glied  von  y\ 


^     *^      •  1.2.3..(n+!)5Ml ^• 

I    nun     8x=3m]   und    für    x^a^     x=ib    respective    «  =  0,    ^ 
b — a=:c9  ist»  so  ist,  tvenii-  der  Kurze  wegen 

■ff  _     (-!)*<-' 
■**"~l.2.3..(n+l) 

Uo=  /  '^«(•«—15)  (m— 2S)  (w-3ö)..  (ff— ftS>&i 

o 

tzt  wird,  das  erste  Glied  von 

- 

Jydx 

tbar: 

&oPo  j 

ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

u  (ti— IS)  (t*— 2Ö)  (w— 3ö). .  (tt^-Ro) 

_,.,.a^Ol(H(H(l-) 

1+' 

,  wenn  man 

18* 
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setzt:' 

--j.,((«-»)  P  + 1)  (n-l)i>((>i--l)p-l)  ((«— t)g-a) ..  ((«— !>-■) 


und  weil  nun  Bu==wdv  und  fdr  ti=0,  «=«  re»p«cll»e  ©=H,  e=i 
ist,  so  ist,  wenn  der  Kurze  w^enr 


*ö"V  (n-l>  +  l 

gesetzt  wird,  offenbar 

Also  ist  saeh  dem  Obigen  von 


/> 


das  erste  Glied 

WO  2(»  seinen  obigen  Wertb  bal 

Diese  tiecbnong  noch  weiter  fortsuAhren»  ist  nnnottig»  H 
le  lernere  Rechnung  gana  onter  dem  obigen  allgemeuMa  Fil 


enthalten  ist. 

Das  letzte  Glied  von  y  ist  nach  dem  Obigen 

(««+1  -«o)  («»+1— «i)  (a»f  1— öi>(«H-i—«»)  -  («H-i— *i)      * 

Der  Nenner  dieses  Gliedes  ist 

(n  -f  1)  Q.  tt  ÄS.  (ft —l)  S  ^.  1  i& 

und  der  ZäMer  ist^  wenn  wieder 

M=:r — a 

gesetzt  %vird: 

(ti+lö)tt(«-.15)(ii— 25)  ...(tt^n—Dö). 
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10  ist  das  obig»  letzte  Glied  voa  y: 


/_1%0    (t<+lS)tf(tt-tg)(ii~i6)..(if-^ 
^    ^'  1.2.3..(n+l)S»+» 


!-r(«-OS) 


Ak\ 


Weil  nun   ddr=:9ii  und  iör   a:=a,  j?=4   respeclive-tt:^0» 
^    "     **  i*t,  80  ist»  wenn  der  Kfirza  wegen 

^^^^Tia.  (n+l) 


0»f  1  ^(«+  *  5)u(it-lö)(«— 2ö)..  («-  (»-1)  6)8» 


letst  wird»  das  leüste  Glied  von 


/> 


mbar 


a  ist  aber,  wie  nuui  leicbt  findet: 

(« -t- lc5)ac  (tf —lö)  (ii-*2  Cd) ..  (tt— '  (ft~l)  Q) 


u 


»»  wem  man 


==  =  (n— I)  V,tl=(ft-.1)S0=:  0)9 


a 


jH-i 


(tt  +  lg)tf(ii^l  Q)(it— '2o)..  (u— (n— l)c5> 

((n— l)p  4-  i)  (»~l)g(»-l)»-l)  ((n>~l)o--2) ..  {(n^l)v^n) 

(fi— l)ü — n 


%yeil   nun  «[vrzicodc   und   für   i*=0,  tfc=a>  respeetiTe,  »äO, 
1  ist»  so  ist«  ivenn  der  Kürze  wegen 

y^^r  ((«-1)P+lX»~lM(n-l)c-l)((n-l)i>--2)..((ii~Dr~n)g^ 
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T== (ii«-l)  0,11=  (II— •1)g)  e  =  C09 

setzt:' 

u  (u-US)  (tf— 2S)  (ai-3S)  ^  (»—«5) 

_  ^^ . ,  ((n-l)  r  +  i)  (n- iM(n-l)t>-l)  ((n-t)t>-a) ..  ((«-!)>->) 
=  "^  (ii^l>  + 1 ' 


und  weil  nun  dM=codo  und  ßr  icssO»  ac=:o  fespeeHtt»  ossO,  «=1 
ist,  so  ist,  weuB  der  Kürze  wiegen 


gesetzt  wird«  oiFenbar 

Also  ist  nach  dem  Obigen  von 


J    '^ 


das  erste  Glied 

wo  JSt^  seinen  obigen  Wertb  hal 

Diese  Ilechnang  noch  weiter  fortiufilhren ,  ist  oonStUg,  weil 
die  lernere  Rechnung  ganz  anter  dem  obigen  allgemeinen  Falle 
enthalten  ist. 

Das  letste  Glied  von  y  ist  nach  dem  Obigen 


(««+1  -«o)  («M^i— «i)  («i^i— «iXöi^f  1— «•)  -  (a»f  1— «■)    ^^ 

Der  Nenner  dieses  Gliedes  ist 

(ft  + 1)  Q.  tt  o.  (n— l)  3  .*.  1  iS 
=  (— 1)«  1 . 2. 3.,  (n  ^- 1)  ö»f «, 
und  der  ZäMer  isf^  wenn  wieder 

iir=:r — a 
gesetzt  wird: 

(ic4.1tt)ic(tc-15)(af— 2S)  ...(tc^n^DS). 
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Abo  ist  das  obige  lotzte  Glied  voa  y: 

-      ,    ,w>    (ii+lS)t»(tt-tg)(ti-«B)..(ii-r(ti-l)g)^ 
^"'*^'  1.2.3..(n+l)5-+»  ;-^U 

Weil  nup   9af=s9u  uod  flir   x^==a,  x=.b   respective  •tt:;pO, 
:(»  Ist,  80  iat,  weno  der  KOrza  wegen 


und 


o 


;«-|-lS)tf(«-10)(ic^2€5)..(«-(it-l)6)dit 


geeetit  wird,  das  letzte  G9ied  von 


/ya. 


efenlmr 

N«n  ist  aber,  wie  man  leiclit  findet: 


,...(^05(S-')(H(H 


also>  wenn  man 


er- 


setzt: 

(ii  +  lg)i»(t«-l  ö)(it--25)..  (ii-(«-l)ci) 


_«^.  ((i^-Dr  + 1) (»-lM(ii->l)e^l) ((fi-l)i>-ä)..  ((a--l)r-n)  ^ 
""**  (ii— 1)«— n 


und   wdl  uun  dtf=(ofit}   und   für   u^=0,  iic=»  respeOÜve«  o^sO» 
o-=l  ist,  so  ist,  wenn  der  Kdrze  wegen  .  • 


r^.=/ 


((n-l)i>+lXi»-l)t>((»-l)c--l)((«-Vo-2)..((n-l)p-«)g^ 

(« — l)»—» 
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{{»-l)«- (n— 2v  +  1)) «^3»= ((n-l)w-t|i— v))»ii8»    ' 

=((ii-l)io+(v-^))»^8«. 


d.  i. 

((»-^l)ii>-(n-2v  +  l))»i^==((n-l)tü+(ii— 2ji+l))»^^^ 

Setzen  wir  Dun  »=--»',  also  8io=— Sic',  «o  ist»  wislekk 
dem  Obigen  erhellen  wird, 

((n-  l)to-(«— 2v  + 1))  «0^310=  ±  ((it-l)«i^—  («-«^ +D) 

weiM  man  da^'obere  oder  untere  Zeichen  nimnt,^^ 
eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  Ist/  und  folgBch 

((n-l)io-(»-2v+I))»^=(— !)■  ((li-lV  -{«-2,1  +  D) 

Weil    nun    «ur    w  =  -l,    tü=+i   respective   to'=+l,  »--* 
i«t,  80  ist 

/*^  \(n-l)io— («— 2v  + 1))  XDvdw 

=  (-1)-^^  ~  ((ii-lV-("-2^ + l)>«>^3i^ 
+1 

oder,  was  Dasselbe  bt, 

/*"*"  \(n— l)»-(»-2» + D)  XIDw  a» 

= _  (_  !)• /^  *  ((n— 1> — («— 2ji  + 1))  »^8» 

Daher  sind   die   GrSssen,    in    welche  in  dem   (fi  +  l)slM 
(v-f  Osten  Gliede  Apt  und  Av  multiplidn  sind,  nach  desW^ 

■^  «  B^^'  ((„-l)«^_(»-.2^  +  1))Ä>> 


—  1 

I 

und 


■ 
Ffir  f*=0  «nd  v=ft-|-l  ist  nach  dem  Obigen  Mx^ 

*''—|.2.3..  («>!)' 
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(-^l)«M«+l)+l 

^'==1.2.3..(it+T)* 


abo 


61»  da«8  abo  im  eisten  nnd  letsfen  Gliede  vou  /   «ftr   die  Coef 


iPydx 


ficieoten  von  A^  und  Am^i    naeh  dem  Vorherge|iendeo  ofenbar 
einander  gleich  sind. 

Allgeraeio  ist  belcanntlicb 

*"— 17573 ..  f» .  l .  2 . 3 ..  («— j»  + 1)  ' 


(— 1)— »»» 

*'-"  l.S.3..v.l.2.d..(ii— v-l-1)  '^ 
und  folglidi,  ii]»il  naA  der  TonuissetziiBg  |»-f-vs5R-(-.l<  also 

R— (t-|-l^v,n — y-flsf» 


ist: 


(— 1)» 


daher  ist 


""  1.2.3..fi-L2.a.v'^  rzjri*^i23..v ' 

d.  i.  naeh  dem  Vorhergehenden 

woraus  man  abo  sieht ,  dass  unter  den  gemachten  Voraussetsun- 
gen  fiherhanpt   In   dem  (fft-|-l)8ten  und   (y-|-i)8ten  Glieds    too 

/  ydx  die  GrSssen  Aß  und  Av  gbiche  Coefficienten  haben« 

Man  gebngt  abo  hierdurch  auch  jetat  zu   dem   allgemeinen 
Resultate,  dass  in  dem  obigen  Ausdrucke  von  /    jfSd?  die  Grosse 
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AfA  in  den  vom    ersten  und  leteten  Gliede  gleich  w^M 
den  Gliedern  mit  gleichen  CoefBcienten  behaftet  ist»  wedortk 
tdrlich  die  numerische  Entwickelung  der  Coedficienteii  tob 

■"0»  ^i»  ^%*  •«$»••• -«li 
in  dem  obigen  allgemeinen  Ausdrucice  von  /  yhx    wesentfick  ak 

a 

gidcSvst  wird,  und   daher   das  io  Rede  stehende  Raealtit 
jetzt  als  ein  für  die  numerische  Berechnung  dies«  Coef 
sehr  wichtii{es  beaeichoet  werden  muss* 

Die  in  $.  7.  und  §.  8.  entwicicelte  Methode^  welche  san 
gemein  ist,  findet  eben  deshalb  auch  im  vorUeffenden  Falle  i 
weodung,  wenn  man  nur.f&r  die  dort  gebraucbtea  allgeodi 
Symbole  die  in  diesem  Paragraphen  gebrauchten  Zeichen  sefai 


§.10. 


Wenn    wir    uns    bei  der  näherungsweisen    ElrrnKteiuis  ^ 
Werths  des  bestimmten  Integrals 


/    yhx 


der  in  ^.  6.  entwickelten  Methode  bedienen,  so  werden  derBec^ 
.nung  die  folgenden  einander  entsprechenden  Werthe  v«»  x  »^| 
zum  Grunde  gelegt: 


drs=:ai=sa 


jr=^i  i 


2=fl,=  a+^3:j(ft-fl),       =4^; 


2 


Si 


ss:H4=a+jj^^{fr--a),       ^A^\ 


u.    s.    w, 
n-l 


n-1 


und  wenn  nun 


II        II        n         «  n 

'y       fp       ijp        ^f*  fp 

«I«    '2)    '8>     '^»•••*  4f* 
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visse    nannerisdie,    d.  h.  nur  voa  n  ebbäageiide  Coeilficieirten 
seichoen,  so  hat  man  nach  $.  6.  Iiir 


en  Ausdruck  von  der  folgenden  Form: 

s 

/V  flft  fl  tt  M 

yax=:(6-a)  (Tiii,  +  Tj^,+  T-,^,  + ...  +  r,.!,) . 

Min  na»  aber  n  ^ine  gerade  Zahl  ist,  so  ist»  wie  wir  A»e  6. 6. 
»aeo: 


^1  = 

n 

*.= 

fl 

u.    s.    w. 

n  n 

d  folglich,  «renn  wir  der  Kürze  w^en  Oberhaupt 
izen : 

eno  dagegen  n  eine  angerade  Zahl  ist,  so  bt  nach  §.  6. 

n  M 

7i  =  T.. 

n  n 

n  it 

I^t  =x  2; 


u.  *  s.     w. 


^4(«-l)=5^i(n-l)4  2 

d  folglich,  wenn  wir  dieselbe  abkürzende  Bezeichnung  wie  vor 
T  anwenden: 


X 
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hinzadSgt  Weil  also  bei  der  zweiten  Metiiode  eine  erSsMfe  hä 
zahl  etnaoder  entspreeheoder  Werthe  ?on  x  und  v  benutzt  v« 
den  sind  wie  bei  der  ersten ,    so  wird  jene  im  AügeneineB  dl 


Werth  von  #    ydx  genauer  als  diese  liefern.  Bezeichnea  wir  iä 

Werth  de«  bestimmtep  Integrals  /  fdtt,  welchen  aas  nPum 
einander  entsprechender  Werthe  von  a  und  y  .die  erste  MetM 

n 

liefert,  durch  J,  und  den  Wertb  dieses  bestimmten  httf^ 
welchen  in  der  aus  dem  Obigen  von  selbst  ersieh tiidieB  ^di 
au«  n  -f  2  Paaren  einander  entsprechender  Werthe  rf  ;t  «i 

die  zweite  Methode  liefert,  durch  J',  so  pflegt  man  sieh  Foi 

n         n 

(Hr  die  Differenzen  J' — J  zu  eutwlckbln,  welche  «ns  den 
aligemeinen  Ausdrucken  unmittelbar  durch  Subtraction  folgen, 
diese  Formeln Correctionsformeln  zn  nennen,  indem  man  ekh 

selben  in  der  Weise  bei  der  Entwickelung  de^  Werths  von  /  m 

n 

bedient,  dass  man  unmittelbar  die  Werthe  von  J  mittekt  der  «U 

een  Formeln  und  die  Werthe  von  Z' — J  mittelst  der  Correctir-j 
formein  berechnet,   wo  denn  die  grössere  oder  geriiif^ere  KteieM 


n        n 


der  Correction  J'—J  zugleidi  ein  Kriterium  abgiebt, 
welchem  man  ein  Urtheil .  Aber  den  Grad  der  Gi 
keit    zu    fallen     im    Stande   ist»     welche    man    erreicht,    > 

man  den  berechneten  Werth  von  J  als  den  gesuchten  Weift 

ydx  annimmt;    den   verbesserten  Werth  •/'     dieses    htegi 


/ 


wird  man  aber  erhalten,-  wenn   man   zu  /  die  Correction  /^^ 
hinzulegt.  Indem 

n  n         fi         » 

ist.    Dass  diese  Methode  der  Berechnung  des  verfoeaserten  ^T« 

9 

J*  beaueroer  ist,    als  wenn   man  denselben  mimltteniar  n 

Formel,  durch  welche  er  ausgedrückt  wird,  berechnet,    hat 

II      -it 
seinen  Grund,    da«9   in  der  Fornwl*  SÜt  J* — J  die  nam 

Coefficienten    beträchtlich   kleiner  sind  als   m   der   Peirniel 
wie  iSich  aus  dem  Folgenden  von  sefbst  ergeben  wlr<L 
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S  11- 


Die  namerischen  Coefficienten 


n 


J»         nn        n^        rty  fjn 

,  nachdom  schon  Newton  ein  Paar  besondere  Fälle  betrach- 
batte,  f3r  n=3  bis  n=ll  zoersf  mit  besonderer  Sorgfi^t 
tes  berecbnety  und  In  der  Sehrift:  »»De  methodo  differen- 
li  N^ewtooiaoa''  am  Ende  niitgetheiU,  ofane  die  Methode  der 
echnune  anzugeben.  Diese  Schrift  findet  man  in  einer  Samm- 
l  verscbiedener  Schriften  von  Co  tes ,  welche  unter  dem  Titel: 
pera  miscellanea  Rogeri  Cotes'*  oder  ,,Aestiniatio 
ornm  in  mixta  mathest^  fervarlationes  partium  tri« 
ruii  plani  et  sphaerici,  auctore  Rogero  Gotes.  Lern- 
riae.  1768«*)  erschienen  ist,  wo  sich  p.  86*  d^  Cotesischen 
mein  finden.  • 

Um  die  Anwendung  unserer  obigen  Methoden  zur  Berechnnog 
in  Rede  stehenden  Coefficienten  an  einem  JBeisptele  za  erläu- 
I,  wollen  wir  dieselben  jetzt  ffir  n=5  berechnen. 

Wenn  wir  die  in  ^.  6.   angesehene  Methode   auf  diesen  Fall 
enden»  so  ist  zuvörderst,  weu  ii=5  ungerade  Ist: 

_  (4««,«-4«)  (4»«,«-2«)4«c  _ 
"i  — 4t,p4_4« =4m  (♦He»»— i») , 

9 

.„       (4«ir«  — 4^(4«w«— 2»)4w      .    ,., •,     .^ 


W^ 


4«w«-2« 

(4«M,a  -  4«)  (4«eea— g»)  Ate  _  (4««p«-4«)(4«te»-2») , 
,  4*w*  ~~  '     4te 

»K,=64w(tt.a-l)V 

"      16(tp«— l)(4u>»-t). 
**»^ i^  ' 

(4ie-4)IFi=r  64w(tö— l)(4ic«— 1), 


')     Dieser   letztere  Titel    Ui  eigeitdich   der  Haopttitel,    wenngleich 
ur   eine  einzelne  Abhandlung  beielehnet. 
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(4t0— 2)  Wt=l3»»  (%p— ])  («0^-1) , 
4«p|F,=  64(«B*-1)(4«*-1); 
aad  folglidi  nach  gebOrigw  Eotwickcliiiig : 

(4ip-4)IFi=  64(4tt«— 4t0«->(e*-He), 
(4<9— 2)  IFss=  128(2««— ie*—2«o*f«>) , 
4i0ir,s:  «4r4t0«-5«o*+I) 
iatogrirt  nao  naa  swischea  deo  CirSnzen  —  Innd  -|-1,  so  eriiiU 

f* '  (4«,-4)  ffidw  =  ^. 

—  1 


Fcraer  ist 


**»-    TOT- 24' 


ä;i=- 


1 1 


*•■"  T2T2  -4' 


uod  weil  nansÄ=Mist,  so  ist 


Also  ist 


/ 


»_  «J_l     I  896_.7 

'»-'»-33'2i'l5'-SÖ' 

Jt_JJ_l    »    1024  _  16 

»1— *4-a*6'"i6"-i8' 

>        I    1    256       2 
*»— S'4ir-I8' 


*  7  16  3 

jfö« = (6—«)  (  ^  i«,  „+ jg  4m+  jg  4,  ) 


.389  . 

oder 

«.  J""*»' i)^'  *®j'"  ••^  ang^eb««  Methode  auf  den  voriie 
genden  Fall  anwenden,  so  ist 

I 

abo 


und  fblgiicb 


^=2^-1  =  ^-1=:-^ 


A=2X=S— *='-'=o. 


ft=2^-,=|-l4. 


fc=2r*^-l=2-l=l; 


F=(i'+l)(e  +  2  )f  (•- 5  )(e-t) 


=e(e«_i)  („«_!),         -      . 

d.  i.  nach  %e\ai6%mt  EntYrickefamg 

Theil  XIV.  19 


also 


no 


8  1 


■nd 


F'=t^-ji>«.+  j 


.1    .      *f       4    "-aj.* 


Daher  ist 


4       "    «^    * 


oder 


F       60p*-86«<«+a 
|F~300i>*— 225»«+15 ' 

de 

«nd  ia  dieMB  Bmebe  miiM  man  nan  filr  v  nadi  and  nach  ^^»-I| 
l^-l.  ^ssO  Mtsen»  w»  fi,  1;.  #s  m  erhalten,  Dies  g^t 


•  eO-S8  +  2  _  7 


?-?+» 


T-T+« 


8 


gana  wie  ▼ocher. 


Aaf  diese  Weise  kann  man  .die  slmiutiidea  anmerischei 
CoefBdenten  lierechneii.  Die  von  Cotes  angegdbenen  Werthe^ 
selben  woHen  wir  nan  im  FolgeadMi  tasanuneastellea. 


29t 

F«r  11=9  tat: 

't—  '»— f 

FOr  «=3  ist: 

Ffr  tt=4  ist: 

'»—'«-8' 


*)    Dmlit  MM  aicli ,  imka  m  eise  ganfc  Sahl  tmeekliaet,  4m  b- 
tanrall  *—m  b  n  gleiche  Theile  getkeUt,  wmi  beMlduet  <lie  dem  WetOM 


VOM  '  iwtiffe^inwiw  Werdie  tob  y  retpecdTe  dardi 

Pot  Pii  9%*  Fb9—I^«; 

M  Ml  Mch  4MB  Obigea  andl  nach  der  Lehn  nm  de»  beetfoiBilao  Inte- 
grttlee: 


/*fa*=^^jjCr„+».)+S,,j 


^jj.(».-M.)+i».{ 


n.  e.  V« 


also,  wie  meii  leicht  ladet: 

Dies  i«t  die  cewdhalich  aater  den  Kamea  iNr  Siitopeea'edea  Be- 

fel  la  dea  LehrSachera  TorkemaieBde  Ponael  (m.  ••  mach  Archhr.  ThL 
•  8.  881.).  DaM  maa  airh  mitteUt  de«  Obif  eo  leicht  aadere,  elae  aech 
gröeeere  Geaaai|(keit  gewäbreade  Regein  oder  f'Dnnelii  dleper  Art  bilden 
köaate,  erheliet  leicht,  aad  bedarf  hier  lieiner  weitem  ErVftatenige 

19* 


3ft2 


Fflr  N=6  ist: 

JL     ji,      16     32 

Jl__2__12 
*»— 18  — 90' 

Fflr  N=:6  ist: 

19 


^1=^. 
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m=m' 


Für  M=:7  ist: 

»»—/>— 840' 

»V-IV-gg-8^» 


'•—^•—^-840' 
i      3i      272 

'•=105 -gi5' 

FOr  N=8  ist: 

*  _  Jl  _  TS* 

A     J,      3677 

'  \ft     .S.      *9       1323 
A     ft,_2989 


293 


Für  i»=9  ist: 


•      •        989 
Jj_«; _»44_  Ö888 
•_•_       4ft4  928 


?r7i 


« 


•      •  _öi48  _IOi8> 
^4— ^•- l4l%  — ^äSö' 

•_      j454_       4540 

Für  »SS  10  ist: 

2857 


«1— MO— gggjjQ 


!rUi*  = 


18741 
«0600' 

27         1080 


«_*» fL 

'»— ^  •  r- 2240  "~  89600 ' 

y,  _u,   _  1209_  19344 
T^—T,  —  5goo—  8ÖSÖÖ' 

W  _y«  _.^  -  5778 
'»^'•— 44800 -"^8ÖÖ 

Ffir  »=11  tot: 

16067 


'»--'"-698752* 


U     u        26675       106300 
r«— rio=  Yjgi^  —  t(gg752  • 

U     U  16178  48826 

»•=»•==— 199584  —  6^785  • 

W_-4»       8678  ,272400 
'^^  —  ^«  - 12474  —  898782 ' 

U    -IX  __       4828         260680 
».=  /f  —  -  m^'^MM ' 

u     _17807_  427368 
'    '•    —a4948-^  898782' 


Mittelst  dieser  nninerischeii  CoelBdenteo  kuam 
Obigen  leicht  die  erforderlichen  Formeb'  mir  nlbenuigsweisctt  Be* 

rechnang  des  iiestioiinten  Integrals  /  jfix  horstaUes ,  was  kriMr 
weiteren  EriXnterang  bedarf. 


{.  12. 

Bei  der  Berechnung  der  dwidi 

•      •      II      «      «        •      » 
^»  Ol«  tt»  Ci»  C^^^^Ci,  Cb^i 

besdchneten  CoefBcientea  wellen  wir  uns  jetzt  der  In  §.  &  als^ 
gebenen  Methode  bedienen. 

Fflr  n=:3  ist 

1  ,.      .  SV— s         1  . 


«!=«♦  T— r=Ot 


«bo 


Ä=2^-l  =  -8-l=-3, 
A=2J5_1=0-1=-1. 


Ä=2a=?-i=.4-i=3. 


Folglieh  ist 

F=(«'+3)(p+IK»-lX«'-^=(»»-lK*»-») . 

d.  i.  nach  gohOriger  Entwickeloog 


folglich 
il  mn.  wie  man  leieht  indet, 

,    *      t=V^ — -s-V 


M  Irt 


29 


fol^eh,    «renn  nan  für  v  nach  and  nach  /L=— 3,  &=-   1 

J     *       3.9—29  ] 


«     «       3.1-29      13 


Fflr  ti=3  iflt 


^  JM.       \  ih— «  1 


fli=a,  ^^  =0; 


.2,.      .        Ob— a      8 


— ft«b—a 
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/«.=2^^-'=«-l-0. 


Folglich  ist  ■" 

F=  (»+2)(«»+l)»(»-t)(«'-2)=«»(e*— 1)  f**-4). 
d.  L  nach  gehöriger  Entwickeluag 

F=i,»-8c»-f4c, 
und  folglich 

Ferner  ist.  wie  man  leicht  findet: 


F»s=e*-UB«+4] 

1    -     »i 


+  ^-3=,.-".+  ^ 


+  i 


und  folglich 


p       r— ß-e'  +  iS      t6t)*r-70i>»+38 


Also  ist 


»  _j3      IS.16— 70.4+38__        1 
*o=**= W.16-!*!«i.4  +  60"~  —  ra> ' 

»     i      18.1  -  70.1+ 38_  17 

'^^''^ = ?0=5S6T+eD~  90  • 

»19 


30 
Für  N=4  ist  ' 


6— a 


6-a  -ar* 


«■=«+ 3(6-0), 

2 

ai=a+5-(6— a). 


■  8  /jL      \  Äj^-a      3 

,  4  .  a,— 0     4 


> 


a  -1 a^"«       ,_4       ,_1 


glich  ist 

»^=  (•  +  j)  (»+1)  (f>  +  §•)(«'  -  J)  (»-1)  (»-  3) 

I.  nach  gehöriger  EntwickdaDg 


9ft» 

aP     ^      140  , .  «»8 


F«raer  iat,  wie  mm  UUkt  fiodet: 

.     36  .  .289     \ 


.  1   ,     36    f       .     3»  ,  .  861 


+  JÜ 


und  folglick 


.     32  ,  .  861 


AIm  iat 


406.^-i44af+86l  , 


M3&.^-«0a^+SBIN» 


MO* 


AA.       406—1410+861 

»^***=i430  -«300 + ätJfld**  IBP 

»     -  406.^-1440.|+86l      ^ 

~  S430  .^-6300^4-  VÖT  "  ^. 


FCr  iir=6  ist 


«o=«~l(*-«)»        ?S=^J'» 


«i=«.  E=r=ÖS 


•i=«  +  y  (»-«),        ,3S=T' 


3 


•.=«+^(4-.).      S=J; 


<^=«+J(^).        |=J=4 


.,=a+;-(Ä^,.    j^^j 


A=aJS-i=|-,=o, 


/».=2x^-i=j-i=j. 


glich  ist 


r3afr+|)(,+|)  (»+*.),(,-*)  (t^^i)  (e_|> 


I.  nach  §eli8ilger  Batvi«kdwig 


9  .     » 


7^  .  **_.     9 


ar     ,  ,      35.  .  147.      9 


ner  ist,  wie  mM  l«icht  findet: 


29& 


fc=2^^-l='-l«0. 


Folglich  Ist 

F=(o+2)(H-l)e(ü-l)(»-2)=i<«*-l)r«*-4J, 

d.  I.  nach  gehöriger  Eutwickelang  , 

und  folgKch 

■ 

a 

Ferner  ist,  wie  mao  leiclit  findet: 

Fa=e*-5»«+4i 

4 


nnd  folglich 


4     "-.a.38 
V       *  ""y^+B  _  t6e*f- 70p* -1-38 

"5^  =1fe«-J5p«-f4  ■"  Wt>*-«2lhi«-|W ' 


Also  ist 


»  _A     15.16— 70.4 -f  38  _        1 

«     i      16.1-701 -H38__  17 
*»=*» = «.l-4ä6.1-K)Ö—  90  • 


«•=■30 


Far  N=4  ist 


I  • 


also 


29> 


«,=«+^(6-.).      ^=J; 

'2 
«^i=s«  +  g-(6— a). 


a4=a-|-j-(6— «), 


Bj — a   ■  2 
b-a  =T' 

1 

1 

»4—0      3 
b-a  ~« ♦ 

i      .     •- 

• 

P»-^A_o       *-     3      *—     3' 
A=2?^— 1  —  0-1=— 1' 

"      9-r«  1 


.    -    l 


Folgiidi  iat 

F=  (e  -f  |)(*+1)  (ü  +.g-).(i>  -  J)(o-l)(i,-  J-) 

d.  i.  nach  gehdriger  EDtwickeluog 

„       .      te   .^289    .     28    ' 

i 

I 

aUo 


Zieht  mao  die  erste  Formel  vmi  der  zweiten  ab,    so  eihSt 
als  Diferens 


Fflr  fi=5  ist  nadb  $.  U.  und  (.  12.  respecfive 


und 


m 

Zieht  man  die  erste  Formel  von  der  sweiten  ab,   no  erhütiM 
als  Diferenz  1 


oder 


oder 


-  fej  lM>^-24^ii-|«>^M-«MaN 


^^^  l^-6i<i.i  +  KJk^-30A^ } , 


^  iRS3 '  ^»•""*^i'#  +  K^<i,4— MH^  I 


Stirling  (a.  a.  O.  p.  146.),  welcher  diese  Formel,  jtM 
ebne  Beweis,  attersl  gef^eben  hat,  sebteil^t  der  leichtetea  IM 
nnng  wegen  näherungsweise  470  statt  472fi, 

Wir  hahen  daher  znr  Berechnung  von  /    yBx  jetzt  die  U- 

« 
genden  N&heruogsforrneln. 

Fflr  si=2  ist 
und  die  hierzu  zu  addirende  Corroction  ist 


Wir  fvoUen  jetst  diese  etwas  weitMafigen  RechnnDgeo  niehl 
Doch  weiter  forisetsen»  weil  die  lietrefenden  Formeln  fSr  den 
praktiachen  Gebrauch  tu  weitiänfig  Wiorden. 


Nach  deo  beiden  vorhergehendein  Plaragraphen  haben  wir  nun 
die  folgenden  Formetn. 

Fflr  fi=2  ist  nach  §.  U«  und  §.  12.  respecti?e 


11 


und 


f  >9*=-  -gj:  { ^o^-ia^iti 


Zieht  man  die  erste  Fornpei  von  4«r  sweiten  ah»    so  erhält  man 
als  DiCerenz 


— 5!  ^-^o« — 4«l- 

Ffir  fi=3  ist  nach  §.  II.  und  $•  12.  respectire 


/ 


und 


Zieht  man  dii»  erstß  Formel  von  der  sweiteu  ab,   so  erhalt  maju 
als  Difereos 

Ffir  fi=4  ist  nach  §.  11.  und  §.  12.  respective 


Für  iisi7  M  muA  {.  11. 


/*3^= 


und  die  hiena  su  «d^BMide  Corraetion  ist  oadi  StirÜBg 

wo  die  Zahl  930  auch  onr  niherangsweise  richtig  sein  wird. 
Fflr  »=9  iet  naA  $•  IL 

3f3x 


/ 


=  ^^{960Ai^  -i-  5888Jm  -  9»J,^  +  KMgiMM  -45404»  i 
und  die  hierzu  zn  addimtde  Coraecttos  iat  ttfldi-Stitti»g 


-  ^gQj)  { A»,jo- 104^+45^— 12Q4„r  -f^lO^M— 2ia4»  l . 
wo  wieder  die  Zaiil  1600  nur  aDoihemd  richtig  sein  wird. 

l  14. 

Eine  sehr  wichtiffe  Erweitenmg  und  Venroillconimiiie^  hahen 
die  ▼orhergeheoden  Siethodeo  aar  nftherangaweiaen  Ermittelaoff 
der  Werthe  lieatimmter  Intemle  durch  6a  oa«  in  der  Abhamf 
lang:  Methodua  nova  iategralinip  talorea  per  approxi* 
mationem  Inveöiendi*)  erhalten.  Da  iedoch  diese  verielnerte 
Methode  von  Gaaaa«  wie  man  aie  mit  Keclit  nennen  kann«  Ar 
nnaere  Zwecice  in  dieser  Abhandlang  mit  hinreichender  Leichtigkeit 
in  der  Praxis  nicht  wohl  anwendbar  ist»  so  wird  es  genfigen, 
hier  nor  einen  kuraen  Begriff  von  derselhen  durch  Betecbtans 
von  ein  Paar  einfachen  besondern  Fällen  au  geben.  Im  Allgemei- 
nen wollen  wir  nur  vorläufis  bemerken«  dass  das  Wesen  dieser 
Methode  von  Gauss  darin  oestebt,  die  Werthe  Ton  jr«  deren  ent« 
sprechende  Werthe  von  y  der  Rechnung  zum  Grunde  sel^t  wer- 
den, nicht  wie  bisher  wilikührllch  antunehmen,  sondern  so  n 
wählen ,   dass  dadurch  die  möglichst  grotoe  Genauigkeit  in  der 


Bestimmnng  von    /    jfdx  erreicht  wird,  und  wenn  diese  BenMr- 


^)    CeeimsatatfottM  «ocisfali«  ngiao  Mieslia^om  GoUfteensis 
tiore«.  Vol.  Hl.  GotÜHgao.  1816.  p.  80. 


I 


$05 

hmg  auch  in  der  Äl^emeinhelt,  in  welcher  wir  dieselbe  so  eben 
ausgesprochen  haben,  nicht  ganz  verstandlich  sein  kann»  so  wer- 


den die  folgenden ' Beispiele  doch  gewiss  hinreichend  sein»  das 
Wesen  der  merkwürdigen  und  wichtigen  Ganssischen  Methode 
rüilig  deotlicb  sa  machen. 

Wir  wollen  IBr  y  die  Form 

y  ==  a*  +  i%pf.+ oiia^  +  lÄ^a:« 

\ 

oder,  wenn  wir 

*  "      § 

asiasri»  dOe  Form 

annehmen.  Dann  ist,  weil  darssdit  und  für  i7=<i,  x^sb  respec- 
tive  v=?0,  «sft — a  ist: 

d.  L 

Wenn  wir  nun,  indem  Ai»  A^  wieder  die  Werthe  von  y  fllr  xsoi, 
x^Q%  *^      '  •^ 


y*V*=(*-ii)(jK,ili  +  E^A^ 


setzen,  wo  Ki,    K^  gewisse  noch  zu  bestimmende  numerische 
Coeflicienten  bezeichnen,  .so  ist,  weil 

=Ä>+ A(«i-a)  +  A(n,-a)»+ A(oi-«)«, 
-^1 = ff  •  +  «1 «« + «««a*  +  «!««• 

= 1^0 + A(os-«) + Mot-^y^ + Ä(^t-«)* 

ist,  nach  dem  Vorhergehenden 

4 


/ 


+A I  «',(aj-«)+li(<i,-«)}(Ä-fl) 
+ AI  Ki(ai-«)HÄ',(a,-«)«)  (6-a) 
+  A I  Äi(a»-a)»+*.(a,-a)»|  (6-«) 

TbeU  MV.  80 


9M 

Pflur^  wem»  wU 

tetten: 

+fc(*rin»+JP,i^»)(*-a)*. 

Soll  nun   dieser  Ausdruck  von  /  ^x  mit  dem 


4 


Eur  UebereinstimmuDg  gebracht  fverdcn,  po  müssen  wir  dttm 
Grossen  K^*  K%  und  tr|,  t,  se  bestimmet,  dass  den  Fierw» 
chungen 

fepfifft  wird ,  und  es  wird  also  jetzt  dufnuT  anli^mni^p  »  dicM « 
ileicnungen  aufzulösen. 

Leicht  erhält  man  aber  ans  diesen  Gleichaogen: 


und  hieraus  ferner 


Äi(*i-"%)^^=3*i  —4 ' 


1  1 


II  1 

2''tH-'^(ri+tfd  +4=0; 


leo: 


raus  leicht 


I 

<b-a  «1  +  5=0, 
§^-3^+4=0; 


«.  =  1.   ^=J 


J.       » 


lalten  wird. 


so  sind.i^ ,  fa  die  beiden  WoraaetD  der  ^nftdniiscbenCrtBithtiDg 


I 

0*— »+g=0, 

A  deren  AaMBtmg  sich  ^ 

lebt. 
Abo  bann  man 

een,  und  Ar   Ki  uod  it^  erbslt  man  nah  l«icb(  mittebt  de« 


Nach  der  Berechonni  vob  Gauss  ist 

T|  =0^113248654061871 
«^ss0.7»86751345948129 

wovon  mall  eine  belieMiie  Atattt  iotf  Dezimalstellen  beibcbhn 
kann,  wie  es  gerade  me  Geoaoigkeit  dec  nnsostellendea  Red- 
nnng  erfoiderl. 

Wenn  man  also 


f  * 


setzt»   nnd  Ai,  A^  wie  immer  die  diesen  Werthen  «i»  Sii  vmi 
entsprechenden  Wertbe  von  jf  bezeichnen,  so  ist 


/ 


nnd  hei  dieser  Bestfamnvng  ist 


entsprechenden  Werthe  Ai,  A%  von  y  der  Rechnang  sam  6«k 
gelegt  hat 

Wir  wollen  non  (&r  y  die  Form 

oder,  wenn  wir 
setzen,  die  Form 

annebn«!!.    Dann  ist,  weil  dj;=8K  upd-finr  x=a,  x^i  n^ 
tive  n=0,  «=5-a  ist:  '^ 


aea 


'    ^=/»«(* -«)  +  |a (*—)?+  J/VA-«)»  +  j A  (b-aY 


10  wir  BA,  iodem  A,,  A^,  A^  die  Werthe  von  «  filt  »=«1, 
:ci,  :r=:a|  bezeichaeo, 

f 

*5*?  woÄ,  Xgy -A^  gewisse  noch  zu  bestuamende  namerisctie 
sflicienteD  bezeichnen;  so  ist,  weil 

=i^o  +  A(««-«)  f  A(««-a)«+Pt(aa--a)H Wfla--a)*+A(öa--a)». 
»  nach  dem  Vorhergehenden 


/ 


+A  i:*i(«i-o)  +  Ä,(tt,-a)  +Ä(o,-a))(6-a) 
+/J,fÄ,(oi-«)Hif.'(oi-a)»+Jfr,(a.-o)«K6-ay 
+^.  { Äi(fl,-a)»+Ä,(a,-a)»+Ä,(a,-o)»  |  (6-0) 
+/»4tÄ;(0|— a)*fÄt(««— a)Hi^(a,-.a)«1(#-a) 
+&|Äi(ai-o)H-irt(a,-a)Hif.(«.— a)»K6-a) 

»,  wenn  wir 

* 

V 

y^j^=    /J.(Ä,+jr.+Ä,)(6-a) 

+ /j,(*iT, + i:,t.+Ä:,T,)  (4-c^ 

1  +  A(Ä;«i»+if.T,HÄr,»i«)  (6-a)* 


31A 

Soll  nnn  dieser  Ausdrack  ^n  /    gBx  mit  d«m  obigen  AwMt 

y**y3*=/».  (*-<0  +  f  A  (*T«)«+  j  A(*-«)» .+ jA(M' 

+  g-A(6-«)»+ffA(*-«)' 

xar  UebereinstimimiDg  gebracht  werden,  so  mfisseo  iwir  fieMck 
Grössen  J?| ,  K^,  Xl  und  T|»  i^»  Tj  so  beslinuneo,  dasffa 
sephs  Cleichvogen  - 

K^  +  ä;  +  ä;  =  i. 


.• »    I 


(enflgt  wird,  mpd  m  wicd  pilfk  aho  jetvt  toam  handelB,  ^ 
sechs  Gteichungen  eufzulösen.' 


(icicht  erhSit  fü^^  &<>«>  Wi  diea^«  QleiehoDgfiii : 


»  -  \ 


•  * 


1 

1  1 

1  1 

...       1  1 


311 

t 

111 


folglich 


^(n-^0(*«-*i)n"  =4*ii^«— 5  (n+i^«)+ j5 


^«i^  -2^'^t*^+^H+Vi}+il*t+H^*i)^l—^^ 


11  1  1     ' 

oder,  w«DD  wir 

*-     i.     I.     J^    I» 
f*«"~j*»  +iH  —5=='»» 

•    1,      l,   .1,      1     n 


woran« 


i.~*        I.-*        /-* 


erhatteo  wird. 
Weil  imii 


=»•— (Ti+Ts+ff)o*+(Tirt+tit,+iriri)o— T^tifa 

3         3         1 


läk,  so  md  «t»  v,9  T«  die  drei  Wvraehi  der 

Eine  Wiifzel  dlwer  Gleicbuiig  bt  3  *  wie  nan  MdU  indet,  nd 

die  beiden    andern  Wuneln  derselbeo  werden  also  doreb  AttRS- 
•ung  der  qoadratiiicben  Gteidinng 

gefimd«!.    Hie  Wonelo  dieser  quadratischeo  Glekhi^  aiad,  wie 
man  leicht  findet 

'  /i  .4/  3>-V5±V3_  5JbVl5 
und  mm  l^um  also 


_1 


..40 + vi>='-^^ 


eetien;    fBr  Ai,  £t»   ü^t    erhSlt  man  aber  mittekt  des  Obiges 
leicbt  die  folgenden  Werfli^: 

Äi=:|g,  Aarrrg-,   Ä,:5=jg.    . 

■  « 

Näcb  der  Bereobnung  von  Ganss  ist    ~ 

i  *         •       . 

n  =0,1127016663708583 
»,=0,5 

«,  =s  l,iB878»83346a07417 . 
Wenn  man  also 

I    .  *  * 


mz 


aetst,  und  Ai,  A^,  A^  m»  uamer  die  dieaen  Wertben  ai,  Og,  a» 
▼OD  »  eBtsprechenden  WerCbe  von  y  beteichoen,  so  ist 


oder 


and  bei  ^ieaer,  Bestlmmong  iet 

geeefsl  iNnieii,}  d.  h.  man  bot  fir  i^  eine.gmiizp  iaüomie  idge» 
braiscbe  Fudcüod  des  ffioften  Grades  anaeocmmeo,  ungeachtet 
man  nar  die  drei  den  oben  i^eatimmten  Wertben  o«  *  «t»  ^t  ^^^ 
X  entoprechenden  Wtrtbe  A^f  A^-,  A^  von  y  der  ttecbnong  zum 
Grunde  gelegt  bat. 

Wenn  man 

•etil»  nd  eich  fibrigene  ganz  fibnlicber  Bezeichnanffen  bedient 
wie  Torber,  die  eogleicb  durch  eich  aeli»st  verständlidi  «ein  wer- 
den, so  sind  t|,  %%9  Tt,  T4  die  vier  Wurzeln  der  Gleichung 

LSst  BHui  dese  Gieichong  auf,  so  erhilt  man  nach  der  Ber0di> 
■üng  von  Ganas 

T.  =0,06Q431844a0-2g?54 

c,=0;i30000478a075677 

*^=3Q,9306e6l8B7970346     ,., 
and  Ar  M^,  JE,,  X«,  lE^  «igflben  atcb  die  folgenden  Werthe: 

JEt  s  JK;3;Oa730S74226(»7284 
ir.=K,s(ly3M079$7743t3716 


MtBt,  die  dieseD  Werthe»  vqd  s  !e«t«prtdiemil6ii  Weithe  ti 
aber  dareh  Äi^  A%,  At,  A^,  A^,  A^  bezeichnet,  se  iet 

Wms  ^ 


«  • 


Mtit,  •«  i4ii4  Vf  t  ti,  Tg,  T*n  c«,  t«,  ^die  Wonehi  der  CSMdnmg 

-      •  •     •  •    • 

Nach  der  Rechnuiig  von  Ganas  ist 

T)  =:O.O-2644Q04383S0202 
r. = 0,1292344072009028 
>a=0,2970774243I  13015 

*. =0,7029226756680085 

1^=03707655927990972 

tr  =0,9745599601713798 
und 

1^1=1^=0,0647 

M,  s^s=4),l39652096744Q384 

IT. = E,  =0^1909160262626596 


Oi 


JT« =0.2069795918362347 


and  wenn  man  dann 


*.   » 


\       : 


319^ 

«»=a+T»(6— a), 

flr=«+«7(*-«) 

seilt»   die  diesen  Werthen  v^  :p  eeCbprechenden  Werthe  von  y 
aber  durch  Ai^  A%,  A^,  A*,  A^,  A^;'Af  beieichnet,  so  ist 


Eine  noch  weitere  AnsflRiraog  dieses  wichtigen  nnd  interes- 
santen Gegenstandes  liegt  jetat  nicht  in  meiner  Ansicht»  die,  wie 
ich  schon  im  Eingange  erinnert  habe»  zunächst  darauf  gerichtet 
war»  denselben  in  die  Praxis  einznfiuhren»  nnd  zum  Gebrauch  bei 
praktischen  Arbeiten  zu  empfehlen.  Jedoch  hoffe  ich  spftterhin 
auf  diese  Betrachtungen  zurfickzukommen ,  und  dieselben  dann» 
was  die  Gaussi'sche  Methode  betrifft»  zu  noch  gcjOsserer  Allge* 
meinheit  zu  erheben. 
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Veber  (HB^oiarf taetea  an  CnrreB  der 


Hemi  Doetmr  Beer 


1. 

.   Die  Gleichmiff  des  4ten  Grades  zwbchea  swei  Verlnderikhea 
X  vnd  3f  UUst  sicn  im  Allgemeineo  auf  folgende  Fonn  bringeii: 

wo  p,  q,  r  and  «  lineare  ganze  Functionen  von  x  and  jf  Toisfellea» 
a»  &«  e  n.  s.  w.  aber  conatante  Grössen  bedeuten. 

Denken  wir  nns  anter  x  and  «  Punkt -Coordinaten,  so  gebort 
obige  Gleichung  einer  Curve  4.  Ordnung  an«  deren  Asymptoten 
folgende  Gleichungen  haben: 

p^O,  q^O,  rssO,  s=0. 

Die  2.4=8  Durchschnitte  dieser  Geraden  und  der  Cuire  Degen 
auf  einem  Kegelschnitte ,  dessen  Gleichung  erbaken  wird,  wenn 
man  die  in  der  ersten  Gleichung  com  Vorschein  kommende  Func- 
tion des  %  Grades  der  Null  gleich  setat.  Wir  wollen  ifiese 
Function  mit  fftiZt«  wo  f»  eine  constante  GrOsse  bedeutet«  sowie 
auch  noch  das  Product  pqr$  mit  27  beaeichnen;  abdasn  ackeftt 
sich  die  Gleichung  des  4.  Grades  wie  folgt: 

Wenn  wir  JI  annehmen  und  angeändert  lassen .  wibrend  wir 
für  fiJI,  immer  andere  Functionen  des  3.,  1.  und  0.  Grades  eis- 


Mi 

BMij  M».  eikaltM  Nfh  4to.<äM«li«9giii  »Uev  »Bi^^ken  Cfnreo 
4.  OtAMM  mit  4m^9e\hm  A«yiiiptot«n  p»  if,  r.  und  j.  Wlt 
AM  .«utat  dlwü  JUiHM  abift  d^ordi  hMiiiiMiie#»  44MMf  vit 
6  iiBewM  SMf Pg»Meii  uotefivertm,  4#m  «o  viel«  Ctmateptoift 
kJÜi  iim  FmeCim  nAi*  £»  «Motoa  «Mi  aber  wincili^  4m 
fficienten-  n,  ^,  «  u«  •«  w«  6  filfiobunge«  vom  •Mten  CMk« 
in  anffeedrfickt  wird,  doss  eine  der  erivähnten  Curven  durch 
^n  iv3lEührli0h  angenamoiepen  Punkt  der  Ebene  mit  drei  ihrer 
elge  gebe /'oder  mit  atideren  Vforten,  d(us8  jener  Panid  ein 
ifacher  Punkt  der  Curve  i<rerde.  Seine  Coordinaten-Wertbe 
dich  iDfisMO  blgenden  .  Gleicbungta  ^^Qgen : 

^ntßf  w^'wW  •TWr  ^^^ 

«.  dF du.    dH <ii7.  »A    .        ■  ^     n 

Wir  ersehen  hieraus«  daaa  sich  immer  eine  (^urve  des  4. 
ides  finden  lasse,  die  ein  willköhrlicb  angenommenes  Asyvor 
ten-System  besitzt  und  einen  willkAhrHcb  an|;enommenen  Punkt 

dreiMchen  Punkt  aufnimmt.  Sind  ^r',  y  die  Coordinaten  des 
iteren»  so  ergifbl  sich  filr  di0  Olsiobung  der  augeh5rigen 
ve  die  folgenm: 


+ 


Weoa  der  Punkt  ein^  solche  {4age  hat  >  dass  (13c  ihn  c^  ■»  4<i6 
schwindet»  so  bt  der  Kegelschsitt  JS»  der  sugehSriMn  Curve 
>  Parabel  •  ein  Fall,  der  für  alle  PieMe  der  Curve  4  Ordnung 
ritt,  deren  Gifiebung  dieae  ist:        . 


-(S)--"»» 
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Ebene  von  der  Garve  V  eetheiK  wM,  «tl«|ggt  ^^^l?'!^  I 


■ 


o.*.^«^..  - j- Jen  Cwpre  ^  eine  llyperlyl. 

allen  Pnnlite»  der  ümlgeD  lUUioe  eotche  Ori^en  mafti*8i«ii 
DmdMMhnltte  mit  den  ABytnpteten  aof  Ellipeen  Hegen* 

Nehmen  wir  die  Abetfiade  p  und  q  von  dm  Oi|M 
und  0=0  zu  uQabhftogtgen  Verfinderlicneo.  eo  finaai 
der  Gleichung  V=sO  eine  andere  von  der  Form     • 

JBV  ist  dne  Funetion  des  %  und  f  und'ti  sind  FaDetfenee teV 
Grades.  Diese  Gleichung  stellt  diesjdbe  Curve  F  dar  od  w 
uns  aus  ihrer  For«i  erseMD/  dass  die  A^yuiptolen  0  und  9  jol 
Linie,  eine  jede  in  2  Punkten,  berfihren.  Die  BeriAranppia 
liegen  auf  dem  Kegelschnitte  Mtf^^ü.  Was  Ton  •  und  qp^ 
worden,  gilt  dl^u&|Jls  i&r  r  und  #•  ffiernacb  md  Ae  Agf^ 
ten  Doppeltangenten  der  CurVe  F.      " 

Es  sei  beispielsweise 

p=a,  q=y,  r=a:-2y— 1,  «—y-Äar— l- 

Die  Asymptoten  bilden  alsdann  ein  symmetrisdies  Viereck,  afj 
es  besteht  die  Curve  F  aus  zwei  f^esonderten  Ovalen,  too  mt\ 
das  eine  die  Asymptoten  x  und  y  m  besagiich  den  Punkta     \ 

y=6(l+V^7)  und  ar==5(I-V?). 
das  andere  in  den  Punkten 

■  •  •  • 

y^\{U-^f)  und  ara=J(l+VT) 

herfihrt.    Die  Tangentialpunkte  der  andern  Asymptoten  sU 
ginfir.    Für  das  Asymptoten -System 

ergeben  sich  wiederum  zwei  getrennte  Ovale,  die^  auch  weil, 
dem  vorhergebenden  Falle  ganz  innerhalb  der  beiden  v«  m 
Asymptoten  |},  o,  r  und  Pt  q»  s  gebildeten  Dreiecke  lieget.  fU 
denen  aber  jetzt  das  eine  ausser  p  und  //  die  Gerade  r,  öj^ 
dere  die  Gerade  s  in  einem  Punkte  berfibrt.  Die  übrige«  Dav 
schnitte  von  r  und  i  und  der  Ourre  i^gen  uneitdHch  weit  i'': 
jenige  Linie  der  4.  Ordnung  also  mit  den  Asymptoten  aM 
und  r,  Welche  einen  Punkt  Jener  Ovale  als  dreHäM^hen  whM 
hat  als  zugehörigen  Kegelschnitt  R^  als  Grund  «Corve  w<^dr 
sagen,  eine  Parabel;  den  in  der  Höhlung  der  Eier  ^ek^ 
Punkten  entsprechen  Ellipsen ,  und  einem  jeden  aossarUi  ■* 
findlichen  Punkte  gehurt  eine  Hyperbel  so.  ** 


Von  dai  Punkten,  in  welchen  sich  efaie  Corve  4.  Ordnung 
und  eine  ihrer  Asymptoten  «chneideu,  kunaen  höchstens  %  in 
endlicher  Entfernung  liegen,  so  dass  auch  kein  Punkt  des  Asym- 
ptoten •  Vierecks  dreUsener  P^nkt  einer  eigentlichen  Curve  4.  Ord- 
nnog!  werden  kann.  Und  in  der  Tbat,  sucht  man  die  Curve  auf, 
wetdie  einen  solchen  Punkt  als  dreifachen  besitzt,  so  findet  man 
fffr  ihre  filrnml -^€tf rve  zn-ei  Gerade,  von  denen  die  eine  immer 
mit  ief  Asymptote  zusamroentallt,  auf  welcher  der  Punkt  liegt, 
so  dass  alsdann  die  Curve  aus  eben  dieser  Asymptote  und  einer 
Curve  3.  Ordnung  besteht,  welche  den  Punkt  mit  zwei  ihrer  Aeste 
durchsetzt,  und  deren  Asymptoten  die  drei  tibrigen  Seiten  des 
Asymptoten- Vierecks  sind.  Für  die  Tangentialpunkte  der  Asym- 
ptoten und  der  Curve  F  werden  die  eben  erwähnten  Geraden  ein- 
ander parallel',  zwei  Parallelen  gehören  aber  zur  Gruppe  der  Parabeln 

2. 

Plucker  hat  in  seinem  System  der  analytischen  Geometrie 
gezeigt,,  dass  der  Ort  der  BOokkehrpunkte  aller  Curven  dritten 
CSrades  mit  denselben  Asymptoten  der  dem  Inhalte  nach  grOsste 
Kegelschnitt  ist»  der  dem  Asymptoten  •  Dreieck  eingeschrieben 
werden  kann.  Ein  Punkt  im  Innern  des  Kegels<*hnittes  kann  nur 
ein  Einsiedler  werden,  während  sich  in  einem  ausserhalb  gelege- 
nen Punkte,  wenn  er  Doppelpunkt  wird,  zwei  reelle  Zweige 
schneiden.  Analoges  stellt  sich  bei  Linien  der  4.  Ordnung  her* 
aus.  Es  liegen  nämlich  diejenigen  Punkte,  in  welchen,  wenn  sie 
'dreifache  Punkte  werden,  ein  Rdckkehrounkt  der  Curve  auf  ei« 
nen  reellen  Zweig  zu  liegen  kommt,  auf^ einer  Curve  der  4.  Ord- 
nung, weiche  jede  Seite  des  Asymptoten  •Vierecks  herflhrt  Auf 
ihr  Hegen  ausserdem  noch  3  Punkte,  in '  denen  der  dritte  Zweig 
der  entsprechenden  Gur^e  die  im  Rückkehrpunkte  zusammenMies- 
senden  ZOge  tangirt.  Und  lässt  man  einen  in  den  positiven  Räu- 
men der  Curve  gelegnen  Punkt  einen  dreifachen  werden ,  so  fällt 
in  ihm  ein  isefirter  Punkt  auf  einen  reellen  Zweig,  eine  Singulari- 
tät, die  sich  dem  blossen  Anblick  verbirgt  Jeder  Punkt  der  ne- 
gativen Räume  endKcb  kann  nur  ein  solcher  dreifacher  Punkt 
werden,  in  dem  sich  drei  reelle  Aeste  schneiden.  Wir  wollen 
diese  Behauptungen  jetzt  erweisen. 

Die  Richtungen  der  drei  Tangenten  eines  dreifachen  Punkfes, 
abhängig'  von  den  Werthen  des  Diflerential- Quotienten  ^  =z  t, 
t>estimroen  sich  bekanntlich  ans  folgender  cubischen  Gleichung; 

wötlfr  wir  zur  Abkürzung  setzen  wollen: 

1)  o.*»+36.**+3c.*+rf=0. 

Es  falten  nun  s^vei  Tangenten  des  singulären  Punktes  zu- 
sammen, oder,  was  dasselbe  heisst,  in  denf  singulären  Punkte 
lic^  eine  SfHae  de?  1.  Art  auf  einem  Metten  Zweige,  wenn  zwei 
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Wan^i  d*r  i^lciohimg  1)  cinimder  gMch  wctdes. 

wird  die  erste  deriTtrte  der  Gleichaeg  1),  d.  i.:  « 

■-I 

durch  jenen  Wiirzelwerth  befriedigt«  Es  tritt  mrnit  der  crwM| 
Fall  ein ,  wenn  die  dnrcb  Eliraination  von  k  zwiactao  d»  «UV 
chungen  1)  und  2),  oder,  wa«  auf  daeeelbe  hioMe  keiwet.  •• 
die  durch  AnnuUirung  de«  Radicanden  der  QuadraifTTOCl  « jj 
cardaniacheti  Formel  erhaltene  Gleichung  beiiaht  Ke  vi  •■ 
die  folgende : 

W^(bc  -  /7d)«-4(c«- Ad)(**-«c)  z=0- 

Wenn   IF  einen   negativen  Werth  hat,   8o  sind   sammdicke 
sein    der    cubischeii  Gleichung  reell  und  ungleich,    oiid  le 
besitzt  eine  reelle  und  zwei  imaginäre  Wurzeln,   so    oft  der 
druck  W  positiv  ist.     Das  erstere   und   letztere    findet  tk« 
die  einen  und  andern   Rünme  Statt,  in   welche  die  öe»e 
der  Linie  Wr=:  0  getheilt  wird.     Wir  nennen  daher   die  m" 
positive,  die  übrigen  negative  Rfiutne.    ütfin'ittelbar  leuchtet 
aus  die  Richtigkeit  eines  Theiles   der  oben    geinaclitett  ■*- 
tungen  ein.  ^ 

Nehmen  wir  zwei  der  Asymptoten,  z.  B.  p  nod  f,  loCi* 
dinaten-Axen,  so  %vird:  j, 

rf«JT    ^  dr    dt    ^^d^n_^  dr    d$  4 

''^7I^-^dq'di''^7^=^'dp'äp^ 

Fir  einen  Punkt  der  Asymptote  p  vcvsehwiiidet  hicfiMeh  t. 
es   tritt  demzufolge  in  der  Gleichung  ir=0  (^  ite  Fac««r 
der  andere  Factor  ist  ^d^—Abd.    Sonach  berMirt  die  ä 
p  die  Gnrve   W  in  dem  Durchschnitte  jener   und   der 

s=0;  ausserdem  schneidet  sie  dieselbe  in  swel  Pnte 


dq'^dp 

die  auf  dem  KegeUchoitte  3c''--46c^=U  ffi^»^  ^inü 
chendes  gilt  ftir  die  übrigen  Asymptoten.  Die  BedingoD^ 
3o9.46«;=0  redociren  die  Gleichung  1)  auf  eine  qaadratisifc  j 
zwei  gleichen  Wurzeln.,  und  di^  Bedingungen  a=0,  ^=^2 
eine  Gleichung  vom  ersten  Grade.  Wird  aber "^ ein  Pw^*J 
Asymptoten  -  Vierecks  ein  dreifacher,  so  zerfkUt,  wie  wir  jt  '*■' 
haben,  die  zugehörige  Linie  der  4.  Ordnung  in  eine  bhI 
Seite  des  Vierecks  zusammenfallende  Gerade  und  eine  Uf^S 
3.  Grades,  die  in  jenem  Punkte  einen  -Doppelpunkt  hat 
entsprechen  den  BeHIhrungs- Punkten  der  Aeympteto» 
Curve  W  die  Asymptoten  seibat  mit  Linien  3.  OraMmg»  ^ 
einem  der  durch  jene  Pvnfcte  gehenden  beiden  Zw«g»  dit 


ptoten  berühren.  Den  acht  übrigen  Durcbechoitten  des  Anympto- 
ten  -  Viereck«  und  der  Curve  F  entsprechen  aber  die  Asymptoten 
selbst  mit  Linien  der  3.  Ordnung,  die  in  jenen  Dnrchschnitten 
Spitzen  der  I.  Art  zeigen. 

Dfe  Unke  Seite  der  Gleicbuog  1)  geht  in  einen  vollständigen 
Tubiis  über,  so  oft  man  hat: 

t)  6e— aii=stf,    1)  c«-&#fc=0.    3)  6*-ac=0. 

Von  diesen  Gleichungen  kann  irgend  eine   ans    deu    beiden 

andern  abgeleitet  werden.    Sie  stellen  drei  Kegdschnitte  ditf,  die 

sich  in   denselben  drei  Punkten  schneiden;    aire  Punkte  nämlich, 

deren  Coordmaten-W^tbe  den   beiden   letzten   Gleiehnngeo   €^- 

nOge  tbun ,  liegen  auch  avf  dem  Kegelschnitte  1),  mit  Ausnahme 

jemich   de»  Durchschnittes  der  beiden  Geraden  6:^0  und  0=0. 

Auf  der  Cnrve  W  gibt  es  mithin  im  Allgemeinen  drei  Punlte,  In 

trelch^tf  wenn  sie  dreifache  Punkte  werden,  die  Taugenten  dreier 

reeller  Aeste  In    eine  einzige    zuaammenfallen.     Ffir  eben  diese 

Pvnkte  vevsebvrinden ,  wie  leieht  einzusehen ,  gleichzettiir  die  Dif* 

dW         dW 
ferentialquotieoten  -^  und  -rp ;  es  sind  folglich  Doppelpwikt« 

der  Curve  W^  die   also  auch  ausser  jenen    keine  Singularitäten 
zeigt. 

Zwischen  der  $.  1.  aufgefiihrten  CurTS  V  und  der  Cnrre  W. 
findet  die  Beziehung  statt»  dass»  wenn  erstere  Doppelpvnlde  be^ 
sitzt»  diese  auf  die  Linie  W  lallen.  Die  Coordinstenwerthe  der 
singuiären  Punkte  von  F  nämlich  befriedigen  folgende  Gteiehimgent 

'^-x»  <P^  ^IL     ^    <^»g      <WT  «PJI_ft 

dM  —  •  thedg  'da^.dy  ~  daß '  d^dx~  rfy*  '  'S^  —"* 

dV       d^n    iPn     d^n    d?n     d*n  tPn 

^»=^-  €&rfj   dfi^x^dy^ ' dx^dy'^ dx*  '  d^  =*"• 

Die  Elimination  den  drei  Ausdrücke  "j"!»    "3^1    ■•*   "TZX^  ^^ 
sehen  diesen  beiden  Gteicbnogen  nnd  der  Glefcbong  Ft^O  liefert: 

^  d^n     d^n     d«ji  d^n^ 
,  d^n    d*n  jpp  . ,  rf»n     d»Ji   d^n  . 

Uxyy  "  dar»  *  df^\  hly^dx      dy»  *  dx^dy  ^  """' 
d.  i. 

Läset  man  also  einen  singuiären  Punkt  der  Gurre  F,  falb 
ein  solcher  vorhanden  ist,  dreifachen  Punkt  einer  Cnrve  vierter 
Ordnung  werden,  deren  Asymptoten  -  System  JI  Ist,  so  fallen  In 
Jenem  zwei  Tangenten  zneammen  und  die  Grund» Cnrve  wird 
eine  Parabel. 
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^  da 

bestnunten  Werth  von  ^  aber   erlangt  aucli  ^    einen   bestiium- 

dR         dit 
ten  Wertb,  ao  lange  nicht  ^  und  ^  gletcIizeHig  verechwindeu. 

Wenn  alao  letzteres  nicht  statt6ndet,  so  kann  der  fraglicbe  Punkt 
kein  Doppelpunkt  werden;    sämmtfiebe  Cnfven   berunreil  in   ihm 

den  Kegeiecbnitt  Ä.    Wenn  ^ti^-^  «»d  ^    gleiehseiCig     r«r- 

echvrinden,  so  wird  wirklich  der  Punkt  ein  ^ppelponkt  und  zw-ar 
lär  jede  Cnrve  der  Gruppe;  in  Folge  dessen  wird  ^docb  die  An- 
sahi  der  Cardinal  .Punkte  nicht  grosser»,  sie  verniindcft  sich  viel- 
melir.  Dieser  Fall  ist  demjenigen'  untergeordnet»  %veichen  wir, 
den  xweitea,  in  der  aligemeinen  Belracbtiuig  abgenendert  bAbea, 

wo  ninüteb  Rir  einen  Punkt  -^  nnd  -^  vnmohwiodaa    und   die 


>i 


Coordinaten-Wertbe  jenes  der  Gleichung  "H  gehfigen.  Das 
schwinden  der  beiden  DiCerentialquotienten  ti$t  immer  dann  eine 
Folge  der  Wahl  der  Coordtnaten  tihd  kann  somit  durch  die  An- 
nahme von  andern  verhindert  werden,  wenn  flicht  der  Tragfiche 
Pnnict  der  In  eine  Ecke  des  Asymptoten*  Vierecks  fallende  l>arch- 
schnitt  zweier  Geraden  Ist,  in  die  der  Keselschnitt  R  ausgeartet 
ist.  Wir  sind  so  zur  Betrachtung  der  llloaificationeii  «efuhrt,  die 
im  Obigen  vor  sich  geben,  wenn  anstatt  einer  eigentlichen  Cnrve 
der  zweiten  Ordnung  zwei  Gerade  als  Grund -Gnrve  auftreten.  Wir 
wollen  diese  selbst  zu  Coordhiaten*Axen  nehmen;  so  ^halten 
wir  an  die  Stelle  der  Gleichungen  1),  2)  und  3)  die  folgende»: 

Ans  ihnen  ergeben  sich  wieder  11  Cardinaipunkte,  unter  ihnen  der 
Durchschnitt  der  beiden  Geraden.  Der  dem  letzteren  entsprechende 
Werth  von  /»  ist  unendlicb«  so  dasii  es  keine  der  Cnrven  gibt, 
die  ihn^a  wirklichen  Doppelpunkt  aufnimmt;  es  nähern  ^ieh  ihm 
aber  ihnlicb  \\'\e  einem  Cardinal  punkte  die  immer  gr5s9erea  Wer- 
teten von  (i  entsprechenden  Ciirven. 

FfiMt  der  Durchschnitt  der  beiden  CSeraden  auf  eine  Asvai> 
ptote«  60  erhält  n  einen  Factor  von  der  Form  y-t-tnx,  nni  in 
rol^  dessen  erhalten  wir  jenen  Punkt  unter  den  I>ir4tinaipnnktea 
zweimal.  80  dass  deren  nur  10  verschiedene  vorbanden  sind.  Der 
Durchschnitt  der  Geraden  wird  aycb  hier  filr  kein  endliches  ^  eio 
Doppelpunkt.  Die  Asymptote,  'auf  welche  er  fallt,  wird  in  ihm 
von  sämnitlichen  Cnrven   oerölirt. 

Wenn  endlich  beide  Gerade  duVcb  eine  Ecke  des  Asympto- 
ten-Vierecks ^eben»  so  wird  diese,  welGbes  aueb  der  Werth  voa 
fi  sein  mag»  ein  Doppelpunkt.  Dadurch ,  dass  alsdann  77  den  Fac- 
^1"  iy  ^^^)[9  ■{■  "f*^)  erhält,  zieht  sich  die  Anzahl  der  fibrigee 
möglichen  Doppelpnntcte  anf  vier  zurück. 

Es  kann  auch  eine  der  beiden  Geraden  unendlich  weit  w^- 
fOcfceii,  in  welehem  FaHe  der  Crind  der  Funeltof^'A  vom  zn^cüea 


•  / 


auf  d6o  enteo  sich  reducirt  Man  erhSlt  dann  statt  der  Trfihercn 
Gleichuogen  die  folgenden: 

3^>  *^-^-<''^='*- 

Xi  bedeutet  hier  die  lineare  Function ,  welche  an  die  Stelle  von 
R^  Mit,  nnd  e  und  &  sind  die  in  ihr  vorkommenden  Coefficienten 
der  VerSnderRohen  x  und  g.  Da  die  beiden  ersten  Gleicliungen 
vom  vierten,  die  dritte  vom  dritten  Grade  sind ,  so  resultiren  nur  6 
Cardinal  Punkte.  Ihre  Anzahl  flUH  auf  die  HSIfte,  auf  3,  zurOck, 
wenn  auch  die  Gerade  L  ItCs  Uoendiiche  rückt,  d.  i.,  wenn  die 
Function  L  durch  eine  Constante  ersetzt  wird.  Jene  Punkte  be- 
•timaea  sich  alsdann  durch  diese  beiden  Gleichungen : 

Wie  wir  gesehen  haben«  lieeen  die  Cardinal- Punkte  auf  den 
d^rch  die  Gleichungen  l),  2)  und  3)  dargestellten  Curven  TV,  T^ 
vnd  f7.  Letstere»  die  von  der  vierten  Ordnung  ist,  geht  durch 
die  Ecken  des  Asymptoten  -  Vierecks  und  den  Mittelpunkt  des 
Kegelschnittes  R.  rails  dieser  eine  Asymptote  berührt,  geht  V 
aocn  durch  den  Tangentialpunkt,  und  dieser  wird  ein  Angelpunkt. 
Die  €nrve  ü  bleibt  dieseloe,  welches  audi  die  Dimensionen  der 
Grund -Curve  sein  mögen,  wofern  nur  ihre  Axen  dieselbe  Lu^ 
und  dasselbe  Längenverhftitniss  beibehalten.  LSsst  man  den  m^ 
gelschnitt  R^  wenn  er  eine  Ellipse  oder  eine  Il3rperbel  ist,  sich 
zu  concentrischen ,  ilhnlichen  uno  ähnlich  liegenden  Linien  ausdeh- 
nen  oder  bezOglich  sich  bis  zu  einem  Punkte  zusammenziehen 
oder  in  zwei  Gerade  Obergehen,  oder  verschiebt  man,  falls  R 
eine  Parabel  ist,  diese  in  der  Richtung  Ihrer  Ax»,  so  niclwii  die 
entsprechenden  Cardinal  •Punkts  auf  der  Curve  17'  fort  Ein  * 
jeder  Punkt  der  letzteren  kann  ein  Angelpunkt  werden;  niaimt  man 
einen  solchen  an,  so  bestimmt  eine  der  Gleichungen  1)  und  2) 
die  Ausdehnung  des  zugehörigen  Regelschnitts.  Wir  werden  sehen, 
dass,  wenn  man  einen  Doppelpunkt  der  Curve  C7,  wenn  anders 
ein  solcher  vorhanden  ist,  zu  einem  Cardlnal-Punkte  designirt,  die- 
ser nur  ein  dreifacher  Punkt  werden  kann. 

Unter  besondem  CmstSnden  können  mehre  Cardinal  -  Punkte 
susammenbllen.  Diese  CoTncidenz  wird  dadurch  hegrflndet,  dass 
Bwel  der  Linien  Ti^T^  und  C7  sich  berfihren  und  die  dritte  in 
dem  Berdhrungs  •  Punkte  entweder  jene  ebenfalls  tangirt  oder 
einen  Doppelpunkt  hat.  Wir  wollen  die  Wertho,  eventuell  die  so- 

genannten  wahren  Werthe,  welche  ^  in  einem  Cardinal  •  Punkte 

für  jene  drei  Linkn  und  die  durch  ihren  Durchschnitt  gehend# 
Cur ve  F  annimmt ,  besAglich  mit  ÄTf  ^  ii^  und  k  bezeichnen.  Wir 
finden  alsdann: 


d^       _    Äwfy 

^    ^a_dR  dNP         dR     if «   ^, 
cfar  '  rfjgrfy      rfy  *  r/:r*  __  ^    dx       rfy  '     ' 

rij:  *  rfy*  "  rfy  '  dxdy  dx       djf  "  ^ 

Wenn  nun  erstlich  die  beiden  Linien  Ti  und  7«  aidb  bfrikia. 
8A  wird  i(,=:its,  also  auch  ki^=ik^z::^k^,  d.  k  es  beriibrea  acfc 
dann  alle  drei  Linien  T^nT^mA  ü  in  dem  rragPicheB  Pnkt^ 
und  es  ^eiiGgen  die  Coordinaten  •  Werthe  des  letstern  der  fdget* 
den  Gleichung: 


^_/rf«FY     d^F  d^F 


.dxdy 

Diese  besagt,  dass  die  durch  den  Angelpunkt  s^legte  Cone  i 
in  diesem  einen  Rilcklcehrpunkt  erlangt.  , 

Wenn  sweitens  eine  der  Linien  Tb  ^  B.  T^^  io  eise»  Cvij 

0         .  j 
nai- Punkte  einen  Doppelpunkt  erhält,  so  irird  /r£  =  Q>    irod  4 

berühren  sich»  da  JEr^ssAs^O  wird,  die  Linien  7V  nnd  T.  b 
besteht  dann  wieder  die  Gleichung  ^$=0,  und  FerhSit  «berag 
eine  Spitse.  Die  Tangente  in  ktsterer  bestimmt  sich  dtrch  A 
Gleicbmig: 

d^F  d^F  d^F 

dy*'        ■       dxdy'     "^  </ä* 

Der  oben  sefundene  Werth  von  k^  befriedigt,  an  die  StrlW  ^ 
'  k  substituirt,  mese  Gleichung,  woraus  wir  ersehen,  dass  «Jcki 
Gurren  ü  und  F  in  den  Spitzen  der  letzteren  berühren. 

Für  einen  dreifachen  Punkt   von  F  werden  k*  t^  un^kij  ' 

bestimmt,  so  dass  die  drei  Linien   7\,  T%  und  1/  einen  sokhfl 

~mit  je  zwei  Aesten  durchsetzen,  er  nimmt  also  vier  Cardinalpi6|> 

auf.     Die   Richtungen  der  Tangenten   von  7\   und  XJ  IfaideQ  ^^ 

mit  Hülfe  folgender  Gleichungen: 

Wenn  nun  die  Tangenten  von  7|  und  C7  in  ihrem  gemcimcta^ 
liehen  Doppelpunkte  zusammenfallen,  so  besfeht  die  darck  um 
natoin  der  A*  aus  1)  und  2)  resaltirende  Gleichung.    Diese  »t: 


j*7i   tPV     ^T.   t^Tti* 
i  d^Ti    d*ü     tPTi    d^üi  \d*Ti    d»V      d*Ti    d»ü(  _„ 

FSr  die  hier  rorkomiiMmdei»  AusdrOcke  findet  ««n : 
[ü^^d^n  dR      d^n    dRd^V^d^ndR      d^n    dR 

ff*  dy^    dx  •  dxd'^'  dt§  Vj:*       dx^'dy      da:*dg '  3S ' 

iPt7_  d*n    dR      d*n     dR 

dxdy  ^^dal^dy  '  dg      dy^dx  *  dx* 

d*Ti_   d^n    d^Ti  ^  d^n     d^Ti^dm 

dx^      dxdy^  '  dxdy       dydx^  *   rfy*       dx^ ' 

rch  Substitutioo    dieser  Werthe   in    die   gefundene  Gleichung 
it  diese  über  in : 

I  rf»ir     d^n     d^n  d^n^^ 

^dyilx^  '  dxdy^      dx^  '  dy^  ' 

i/rf»Äy      d*n    d^n.  ./  d^n  y      d*n    dw^ 

\d^^J  '^dS^'1^^  ^Kdydx^J  '^dxdy^'dx*^  ^^' 

druckt,  wie  wir  §.  2.  gesehen  haben,  aus,  dass  zwei  Tangen- 
der    Curve  F   zusammenfallen.     FSlIt   also    ein    Rückkehr- 
ikt  auf  einen  andern  Zweig  der   Curve,  so  liegen  in  dem  so 
standenen  dreifachen  Punkte  sechs  Cardinal -Punkte, 

Besteht  endlich  der  dreifache  Pnnkt  aus  einer  «Spitze  and 
em  dritten  Aste,  der  jene  kerOhrt,  fallen  also  säramtiiche 
igenten  tu  eine  sosammen,  so  wird: 

fd»n  V      d^n    d^n  f  d*n\^      d*n  d^n 

\dxdfj  ^ dydx^Uy^"^^'         \3[^)  ~dx^' dx^^^' 

d^n     d^n      d^n   d^n 

dxdy^  'dydx*      dx^  *  dy^ 

Eine  Folfro  Inervoii  ist»  daasdie  singnUlren  Punkte  der  Corven 
r,  and  ü  Rackkehrpmikte  werden.     Es  kommt  nfiralich: 

/rf«üy    d^üd!^ü_cf  d*ny    d^n    d*n  ^/dRy 

\d:€dyj  ^l^'dy^^  i\dxhlyj       da^  '  dxdy»  ^  \dy  ) 

,  ^f  d^n  V    dm    d^n  ./dRy 

+  \dy^dxj  '^dy^  'dx^dyl\dx) 

_.  dm      d^n       rf»//  dm  dR  dR 

?  dydj?  '  dxdy'^  *"  dx^  *  rfy*  5  dx'  dy  ' 


•2? 


Diese  Aaedrflcke  ven^ckwinden  also  ftr  clen  fracliclicii  PinUi 
d.  h.  er  ist  ein  ROckkehrpunkt  der  Curven  T  und  C7.  Was  ii 
Tangenten  in  dkmeelbea  betritt «  ap  bat.  man: 

d*n  M^dR  ^  dm  4R\  d}n 

da^dy     .  \dx^ '  dy      dydx^  'tfar  Jdsd^ 

*»=""   rf»ff  '  ^  —  fd^dK       dm    dR  \  d}B  ' 
dy*  \dy*  dx      dxS^'^Jdydjfl 

Wegen  der  fflr  den  Punkt  bestehenden  Gleichon^D  «)  ist  Üi^ 
nach  X:|=it«=:its.      Die  Tangenten  der  beickra  Spitzen  md  ^ 
dreifachen  Punktes  lallen  mithin  in  eine  einzige  sosaniBea. 

Legen  wir  den  Attsdrficken  l'^'J^^^^»  fi-jf-y=6  ^^jj 

=c  bestimmte  Werthe  bei,  so  begrenzen  wir  dadarch  «iiterl| 

Linien    vierter  Ordnung   mit   demselben    Asympfoten-Syistea  I 

eine  Gruppe  von  solchen,  deren  Grund-Cnrven  ähnlidie  mi  tt^ 

lieh   liegende  Kegelschnitte  sind,  und  welche  sich,  wie  icWI 

auch ,  in  Punkten  schneiden,  die  auf  geraden  Linien  Regfn.  ^ 

erbalten  eine  stetige  RsiIm  von  Curven,  die  einer  der  eniMa 

Chruppen  angehört»  wenn  wir  dem  CoefBcieoteii  ^  ^inen  beeäai^ 

Werth  beilegen  und  die  Grand- Gurve  so  verschiebea,  ^*^*? 

die  Richtung  ihrer  Axen  nicht  Sndert.    Und  die  Gruppe  lissiskl 

dadurch  in  lauter  «eiche  Reihen  zerlegen,    dass   man  fi  ii^ 

andere  Werthe  gibt;    Sämmtliche  Rfickkebr- Punkte  tun  der  te 

ven  einer  der  angegebenen  Gruppen   liegen  auf  der  Linie  5^ 

ihre    eigentlichen    Doppelpunkte  (Durchschnitte    reeller  Zw«4 

liegen  in  den  po«tiven  Räumen,  ihre  iselirten  Punkte  io  de« i^ 

gativen  Räumen  derselben  Cnrve.     Die  Linie  S  ist  von  dervi^ 
9      _   _  ...  §.1.1* 


angegeben  wurde,  timil weise  bestimmt  ist;  die  Lage  ihrer Grff' 
Curve  eq^ibt  sich  aus  den  beiden  Gleichungen 

ito  .      dR    ^  dn  ^     dR    ^ 
und  ihre  Ausdehnung  aus  der  Gleichung 


III 


llie  Anzahl   «fer  Doppelpunkte  einer  Ciirve    vierter  O^dnuog 

in    bfs   a^if  drei  steigen.     Weist  eine  Linie,  deren  Gleichung 

n  vierten  Grade  Ui,  vier  singulare  Punlcte  auf,  so  besteht  6i0 

;    dem  Coroptexe  zneier  Kegelschnitte.     Es  seien  a:',  ^  und 

.  j^  die '  Coordinaten  zweier  Doppelpunkte  einer  Linie 'vierter 

(ÜLTt 
dn««g.    Bezeiobnen  wir  4m(,  vawm  aus  Jl^  -^  «.  •«  w.  itM«  wenn 

n  in  diese  Ausdrfl^ke  a:±=u^,  jr==/  setzt,  mit  IT^  --r-,  ti.  s.  w.,  so 


Da  die  Anzahl  dieser  Gleicbnngeu  der  Anzahl  der  in  fiR  vorkom- 
»ndi-n  Constanten  gleichkommt,  so  k5nnte  man  glauben,  es  s^i 
stattet,  nach  willkuhrllcher  Annahme  von  J7  Irgend  zvvel  Punkte 
n  vornherein  als  Doppelpunkte  zu  designiren.  Es  widerspre- 
eti  sich  jedoch  im  Aligemetnen  jene  Gleichungen.  Ziehen  Hirnlim- 
b  die  i»eiden  ersten  GieicbuDgen  von  einancltff  ab»  so  linden  wir: 

+  rfCar'  -o:'')  +  e(y '  -y*)  =  0. 

id  an  die  Stelle  der  übrigen  kOnnen  wir  folgende  aus  ibuen  ab- 
leitete hinsetzen: 

6)  46(y-,»)+c(*'-sO  +  ^-^=0. 

7)  d(*'-;0+t<«'y'-^y)+^-^-  ^'^=0, 

^enn  nun  die  liieraus  sich  ergebenden  Werthe  von  a(x' — 3c% 
iy'— y*),  dix'"^'^  und  e(y'— y*)  in  die  Gleichung  4)  substituirt 
erden,  so  kommt: 


m 


kUo  nur  weDD  mait  die  xwei  Punkte  so  wftiiit,  i^sa  die  Werthe 
ihrer  Coordinaten  die  letzte  Gleichung  befriedigen,  ^ibt  es  Cmren 
vierter  Ordnung»  die  in  beiden  zugleich  Singqlaritätea  »eigen. 
Ihre  Anzahl  ist  unbegrenzt»  da  man  (und  dies  ist  eine  Fol^e  der 
den  Gleichungen  5)  —  7)  zukommenden  Ferro)  Aber  eine  Coo- 
stante  von  ^K  beliebig  verfSgen  kann.  Nehmen  wir  einen  Punlst, 
ZL  B..de^ 9  dessen  Coofdioaten  jc'  oad  y'  sind,  von  vorahcrai 
willkührlich  an,  so  leuchtet  ein^  dass  jeder  Punict  der  Corre,  die 
durch  die  Gleichung  JZssO  dargestellt  wird,  wenn  vir  uns  ia  die- 
ser a^  und  y^  als  laufende  Coordinaten  denken,  mit  dem  ersten 
zugleich  Dop(Nslpunkt  ein  und  derselben  Curve  Tierter  Ordnmg 
werden  kann.  Es  ist  auch  gestattet  einen  der  Punkte  zum  Bflck- 
kehrpunkte  zu  designiren.  Soll  z.  B.  in  (x',  yO  die  Curve  eine 
Spitze  erhalten,  so  muss  sein: 

In  Felge  der  Gleichungen  S)  und  6)  ist  der  Ansdruclc  e^^iab 
in  Bezug  auf  c  vom  ersten  Grade,  so  dass  also  die  eben  yorge- 
fllhrte  Gleichung  einen  einzigen  Werth  fär  c  liefert  Die^  Glei- 
cbungen  5)  -r  S)  und  eine  der  Gleichungen  1)  und  1')  bestimmen 
hierauf  die  Curve  vollstSndigr 

Die  Asympteten  der  Curve  R  laufen  den  Seiten  des  luigemnn- 
menen  Asympipten  •  Vieredu  n  parallel. 
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AuflSsiiaflr  einer  praktteehen  Auügahe 

dareli  die  ZaMenlelire. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  E«  W.  Grebe, 

9 

GjnnndaUolifc«  b«  Gatte I. 


Aufgabe.  Man  hat  drei  Geffisse,  ein  kleine«  ron 
a,  ein  mittleres  Ton  6  und  ein  grosses  von  a-f-b  Mass- 
einhetten  Inhalt.  Hierbei  sind  die  Zahlen  a  and  6  ohne 
gemeiasehafttichen  Theiler  su  denken;  denn  h&tte«  sie 
einen  solchen  c»  so  kuoute  man  immer  c  Masseioheitea 
aa  einer  einzigen  h«ihera  sasammenfassen.  D^k»  kleine 
nnd  das  mittlereGefäss  sind  mit  einer  FlQssigkeit  ge-, 
ffillt,  das  grosse  dagegen  ist  leer.  Man  soll  nun 
durch  alleinige  Benntsung  d^r  dreigenannten  Gefässe 
die  a-t-b  Masseinheiten  FlQssigkeit  entweder  in  zwei 
gleiche  Theile  theilen,  wenn  a-f  6  einegerade  Zahl  ist, 
oder  fiberhanpt  eine  beliebige  ganse  Zahl  Massein- 
heiten von  der  Gesammtmasse   absondern. 

AnflUsiing.  Gibt  man  fiir  fonrtwfthrend  TorzunehmendeUm* 
giessung^  die  nachstehenden  Vorschrinen: 

1.    So  oft  das  kleine  Geftss  gefüllt   nnd  das  inuttiere  nicht  * 
leer  ist,   giesse  man  den  Inhalt  des  kleinen  in  das  grosse; 

3.  So  oft  das  kleine  Geftss  leec  ist»  fälle  man  es,  wenn 
dieses  möglich  mt,  ans  dem  mittleren«  oder  giesse  wenigstens, 
wenn  der  inhait  des  mittleren  zur  FOllang  nicht  hinreicht,  diesen 
Inhalt^des  mittleren  in  das  Ueine; 

3.  Ist  das  mittlere  GeflUs  leer,  so  Rille  man  es  aus  dem 
grossen; 

4.  Int  das '  mittlere  Geftss  ganz ,   das  kleine  «her  mir  zum 


Tbeil  ffenüll»   so  giesse  man  aas  dem  mitdereci  aocb  ao 
daa  kleine,  dasa  das  letstere  volUt&adig  geRlUt  sei: 

ao  iat  leicht  einzuaehen ,  dasa  diese  Vorschrifteii  nidit  aHai 
immer  ansftlhrfoar»  aondern  auch  Ar  alle  denkbaren  Fille  awie 
chend  sind.  Durch  jede  einselne  Umgiesanng  wird  eis  uem 
Zustand  der  Gefisse  herbeigeAlhrt  Wir  betrachten  diese Zi 
stände  jetit  genauer. 

Das  grosse  GeOlss  ist  anfangs  leer;  sein  Inhalt  wird  s^im 
a  und  wfirde  in  der  Progression  Sa,  So«  4a  n.  a.  w.  fortwibMi 
annehmen,  wenn  nicht  bisweilen  das  mittlere  Geffeas  ans  ia 
grossen  gefallt  werden  mflssta.  Die  Inbalts&ndenineen  des  pm 
sen  GeHisses  bestehen  also  entiredäl  in  einem  Gewinn  joel 
oder  in  einem  Verlost  von  ö  Masseinheiten.  Den  letztem  VeM 
knonen  wir  aber  als  einen  Gewinn  von  o — (?Hh6)  MssseisbaM 
betrachten.  Es  folgt  hieratis,  daas  man  die  arttassifei  v# 
schiedenen  Zuslftndc  dea  groagen  Geftsaaa  ven  dem  orspiM 
liehen  an  dachirch  finden  kann ,  dass  man  die  ZaMenretbe  0,  l 
2,  3,  4  IT.  8.  w.  mit  a  multiplicirt  und  in  diesen  Prodactes  «ül 
es  angeht  a-f-6  weglässt,  oder  mit  andern  Worten  die  Reste  i^ 
ser  Producte  (lir  dtin  Modulas  a  +  b  nimvit.  Da  nun  die  Zakki 
a  und  a-\-b  als  relative  Prirozahlen  voraui^gesetat  sind;  so  Ma 
die  Producte  O.a ,  l.a,  d.a,  aa  bis  an  («•f6-I).a  durch  a^jß 
theilt  lauter  verschiedene  Reste ,  und  es  komnien  somit  alle  U 
Jen  von  0  an  bis  zu  a-t-b  —  1  einschlieaslieh  als  Reste  vor.  HM 
durch  ist  bewiesen,  dass  unsere  Aufgabe  unter  allen  CoisläM 
lOsbar  i^t.      Zugleich    folgt,    dass  wenn  das  groaae  Geflss  a^ 

Sa  -f  6)ten   Male  einen   der  verschiedenen  Zostinde    erhalte»  M 
ler  anfaneliche  Zui>-tand  seiner  Leerheit   und  damit    des  GefcT 
aeins  der  lieideu  andern  Geßisse  wiederhergestellt  isL 


Obgleich  nun  das  grosse  G^f^s«  Im  Gänsen  niar  m  f-i  v 
dene  InnaltszustSnde  hat;  so  ist  doch  die ZaM  der  Inhaksi 
aller  drei  GeOisse  grnsser;  denn  auf  jeden  Zustand,  dwck 
eben  das  arosse  GeOlss  seinen  Inbnft  gefindert  hat,  folgt  eh 
derer ,  welcher  bloss  den  Inhalt  des  mittleren  nnd  kleinen  G4 
ses  abändert^  mit  aHeiniger  Aosnahme  des  ersten  Znstasdei  (M 
jeden  Perlode,  wo  nämnch  das  grosse  Geffkss  leer  Iat.  E»^ 
also  rm  Ganzeik  2(a'|'6)— 1  lohaltszustünde  der  drei  Cvefö^e,  ^ 
sich  bei  fortgesetzten  Unigiessungen  periodisch  wiederholeo. 

Soll  daä  grosse  GefiiaB  gerade  ^(^  +  6)  Masaeinheitea  irfc^ 

ten;  so  muss  sowohl  o  als  b  eine  ungerade  Zahl  sein.  Setzt  sa 
'daher  asztn  +  \ ;  sa  lat 

m 

und  da  dieaer  Ausdruck  durch  a-t-b  dividirt  den  Real    ^  (*^^^ 

Usst,  so  folgt  mit  Berffcksicbtigung  des  vorhin  Gesagten,  ka 
der  Zustand  der  Halbirung  der  Flfisalgkeit  gerade  der  («t^* 
oder  mittelala  Znstand  der  Periode  M,  and  also  j«iesml  t^ 
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a+b^^l  UmgieMmigeii  eiiitrilL  Da  überhaupt  jeder^  neoe  Inhalts- 
snstaod  des  groaaen  GeKaaea  mit  Ausnahme  des  ersten  eine  ge- 
rade Ordnungszahl  in  der  Peciode  trägt,  welche  mit  2x  bezeich- 
net werden  kann;  so  findet  man  den  Zustand,  in  weichem  sich 
m  Alasseinheiten  in  dem  grossen  Geßss  befinden,  nach  AuflSsung 
der  Gleichung 

aar  — (fl  +6)y  =  tu 

in  ganzen  Zahlen  durch  den  Werth  von  2x. 

Die  Zustfinde  einer  Periode  kann  man  nun  aber  auch  in  gaoi 
entgegengesetzter  Folge  sich  aus  einander  entwickeln  lassen,  so 
nämlich,  dass  der  leUte  Zastaud  mit  dem  zweiten,  der  vorletzte 
mit  dem  dritten  u.  s.  w.  tautcbi.  Dann  bekoiitot  der  Zustand» 
welcher  eben  noch  die  Ordnungszahl  !2j;  trug,  nun  die  Ordnungs- 
zahl 2(a'f  6)-|- 1 — 2x,  und  man  gelangt  zu  den  gesuchten  m  Mass- 
einheiten im  erossea '  Geßl|se  leicMec  aiTlIi&em  Wege,  wenn 
2(a\b) — ^2j?<£r,  oder  wenn  ^>a^6.  Die  Vorschriften  flir  die 
einzelnen  Um^iessungen  lauten  aber,  wenn  man  diesen  Weg  zu 
verfolgen  beabsichtigt,  anders  als  früher,  nSmlich  so: 

1.  So  oft  das  kleine  Geßiss  ganz  oder  theilweise  gef&llt  ist, 
und  das  mittlere  nicht  auch  ganz,  giesse  man  den  Inhalt  äes  klei- 
nen GefSsses  In  das  mittlere;  soiße  aber  in  dem  mittleren  nicht 
mehr  Raum  genug  vorhanden  sein,  om  den  Inhalt  dea  kleinen 
ganz  aufzunehmen ,  so  fülle  man  wenigstens  das  mittlere  ironstlndlg. 

2.  So  oft  daa  mittlere  Gdttss  volMtadig  geteilt  ist,  giesse 
man  seinen  Inhalt  in  das  grosse. 

3.  Ist  das  kleine  Gefass  leer,  so  f&lle  man  es  aus  dem 
grossen. 

Aus  dem  hier  Mltgetheilten  wird  nun  auch  erhellen,  däss 
unsere  Aufgabe  immer  auf  zwei,  aber  auch  nur  auf  zwei  Weisen 
lusbarsei,  indem  nur  die  oben  oder  die  eben  segebeneo  Vorschriftea 
nn vermischt  angewandt  geeignet  sind,  den  Zustand  der  drei 
Gefftsse  auf  eine  Art  abzuändern  •  durch  welche  nicht  schon  da 
gewesene  Zustände  sofort  wieder  zurückkehren. 
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wieder  slamtlich  »0  «»Aeiea,  obige  Foiael  rieh 
rediidren  warde,  woraas  man  sogleicb 


Ar^ 


^^Uo 


erfaiefte* 

Sollen  die  GrdMea  ««,  A««^  A*«#  «»c.  bis  A'^*«^/^^ 
den,  so  müssen  auch  tf|,  «,,  «j,  etc.  bis  «r-i  «fionKW*^ 
sein.  Es  wird  also  fflr  u»  eine  Fonction  von  n  »u  wählCB  s« 
welehe  sich  auf  NaII  redadrt»   wenn  man  entweder 

11=0,  oder  n=l,  oder  fi=2  u.  s.  w.  oder  iisrr— l 

setzt 

Die  einfachste  dieser  Forderung  entsprechende  Form  is* 

ti,i=n(n— 1)(«— 2) [»-(»^1)]; 


es  lässt  sich  aber  leicht  aeigen«  dass  dieselbe  auch  des  «reim 
Bedingungen ,  nftmlich  dass  ^'^Uo  von  0  verscbledeo  bleioti  * 
A'+*«o>  ^r+*««o  etc.  gleich  Null  werden.  Genfige  leistet,  ue 
gibt  sich 

=      (n+l)«(n-l) [n-(j— 9)] 

— n(n— l)(n-2) [«-(r— 1)1 

=r.ii(»i— l)(n-2)  ....  [»-(r— 2!)J; 

femer 

=      r.(fi+l)n(«-l)  •  .  .  .  [»— (r-3)l 

— r.«(n-l)(ii-.2) [ii-(r-2)] 

=r(r-l)  .Ji(n— 1)  ....  [«— (r-3)]; 

auf  dieselbe  Weise  findet  man 

A»ii«i=r(r-l)(r-2).ii(ii-l) [«-(r— 4)], 

und  endlich 

^r-in^^rfr— l)(i^2)  .  *  .  .  3.2.W, 
mithin 

A'««=r(r-.l)(r-2) 3.2.1. 

Da  dieser  Ansdrack  von  n  unabhängig  ist,  so  folgt  daraof 


SSf 

leh  ddffle  M  meinen  ZiASrem  eine  dnrck  hSkere  wteen 
schaftfiche  Studien  erworbene  Fertigkeit  im  strengeren  Denken, 
aber  kein  reicbbaltiees  roathemafiscnes  Hilfsmaterifu,  nicbt  mehr 
ala  die  sewdhnlicbsten  Eleraentar-Kenntnisse  der  Algebra «  kavm 
bis  snrBinomialforroel  reichend ,  voraassetzen ;  daher  sah  ich  micb 
ffenCthiffty  vorher  das  Bildungsgesetz  der  numerischeo  CoefBcien- 
Smi  in  der  Grundformel,  von  u elcher  ich  auszugehen  hatte»  er- 
sichtlich zu  machen.  Da  ich  das  von  mir  bei  dieser  Lehrweise 
gew&hlte  Verfahren  nirgends  durch  den  Druck  veröffentlicht' habe^ 
so  dflrfte  es  nicht  nnpasseud  erscheinen ,  wenn  ich  dasselbe  jetzt 
nach  der  hochverehiien  Klasse  zur  Anfnahne  io  nssetfe  SHmgs- 
bsfichte  vorlsge« 

Bezeichnet  .smui  die  Glieder   irgend  einer  Reihe»    oder  toeh 
nur  regellosen  Grossenfolge  mit 


•  •  •  • 


•o»  "l»  ^19  ^8*    •   •    •    •'•* 

Qud  die  Glieder  der  daraus  hervorgehenden  Differenzreihen  mit 


*  • 


•  • 


d«kl»  A«i|>  ^^f  H^f  •  '•  äfitmf^' 

vu  s*   w., 

f 
wobei  jede  dieser  Reihen  aus  der  vorhergehenden  entsteht»  wenn 
man  daselbst  jedes  Glied  von  dem  nacnstfoigeuden  abstellt,  so 
Iftsst  sich  auf  die  allbekannte  Weise  zeigen»  dass  jedes  Glied  ic« 
der  Grondreihe  durch  t/o»  A<'o»  A'^'o*  e&.  bis  A'^o  mittelst  einer 
Formd  von  der  Gestalt. 


•  •  •  • 


.  .  .  .  +  Ari^u^  +  ....+  A*i»ii 

ausgedruckt  wird»  wobei  die  Coefficienten  Ai^  y^«»  ••••  A^t  •••• 
▼on  der  Beschaffenheit  der  Grundreihe  unabhhngige  positive  ganze 
Zahlen  sind»  deren  stafenweise  Berechnang  mitifeist  des  Pascal  - 
sehen  Zahlendreieeks  voHzogen  werden  lamn. 

Um  die  Znsammensetzung  jedes  dieser  Coeificienten »  wie  Ar^ 
ans  den  einzig  und  allein  darauf  Einflu^s  nehmenden  Elementen 
n  und  r  ausfindig  zu  machen»  beilenke  man»  dass  iilr  eine  Reihe» 
besilgiich  weicher  die  Grossen 

•«.»,  A««o»  A*»  »  .  *  .  .  bis  ^^hiQ 
sämmtlich  =  0  wiren  ts  ferner 

A^«u 
von  Null  verschieden  Mtebe»  und  endlich 

Theil  XiV.  » 


Setzt  man  M+l  «n  die  Stau*  vo"  tt.  jw  M 

Es  Ist  aber,  wie  scbon  «us  dem  Pasc»r«cbeii  Dmecbe  cM^ 
let,  und  aacb  an«  dem  Bildungageaetze  von  (j  läcbl  mAft^ 
wiesen  werden  Icann» 

daher  kann  man  auch  aetzen; 

Bedenkt  man  noD ,  daas 

A'«o  +  A'^H», — A'iH .    Ä*+  »Mo + A'+^  'S  A'+S  •••«•■ 
ist,  80  erhSlt  man 


•       .^(n-l)^-^'«« 


Kii-ih 


Die  Summe  der  Glieder  dieses  Ansdmi^es,  vom  sweiten  m 
fangen,  ist  der  Ansdrucii,  in  welchen  Mn  übergekl,  woh« 
Reine 

M|«  «a>  «t«  •  •  •  •  >M-i 
an  die  Stelle  von 

tritt;  beseifliiiien  wir  den  soldieirwelse  «ns  A,  tetoptlwiq* 
Äusdruclc  mit  R^n,  so  haben  wir 

E0  ist,  wie  Uli«  det  Form  von  AierbeUet, 

Rr==^^Uof    also  Ä»r=Zi''tf4 


I  somit,  Meh  d«r  so  e^«i  «aifoil^loii  Formel: 

Är+l  =  (,.  ^  l)  A'«o  +  A'«I  • 

I 

irans  folgt 
hin  weiter 

fr**^  ('11)  A'«.  +  (^I.  ,)A'«i  f  AI»; . 

enso  ergibt  an 


"^+'=0^0^"*"  +  (rll)  A'«H  +  (^Ij)  A'ii.+  An%; 


l  allgenaelo 


w«Ct-7  0  A-^  +  C+Ü7*)  A'«H  +  ....  +  A'.^ 

r  ■ 

tst  man  r-f-psit,  so  wird 

=(rzl)  A'«o  +  (;-j)  A'«.  +  (;7')a'-.+.+aw 

Es  lassen  sich  nun   leicht  iwei  Gränzen  angeben,    zwischen 
Iche  i4  fkllt:    Es  sei 

I  klefnste»  und 

M  grosste  unter  den  Gliedern  des  Aasdniclces  Rm,  woliei  die 
fgidchnng  in  algeDT%isG)iem  Sinne  angestellt  wird,  also  nega- 
B  Grossen  flir  kleiner  gelten  als  positive,  und  zwar  fiir  um  so 
hier,  je  grosser  ihre  numerischen  Werthe  sind,  so  Usgt  ifti 
mliar  zwischen  den  Gränzen 


(«-r+l)('*7^7')  A'«* 


UM 


0 


-r+DCT-T*)^'*^ 


.  die  grüiMt« 
■o  Gült  A. 

die  GriDBon 


und 


/ 

« 


d.  b.  wie  man  mittetet   ol>en   l>enfitater  Eigeaeebeft  der  Gi« 
von  der  Form  (j  leicht  rieht,  zwfecbei^ 

(")a'«»  ««»  (")  A'«r 

LSeet  eich  dem  io  der  Gfßeeenfoljse  %»%•%**•••  ^ 
eehenden  Gesetze  gemlse  Zi'««  ato  eine  FuectioD  ¥en  9  iaM 
len,  weiche  durch  F(n)  anecdeut^t  werde,  so  lassen  iich  eb«c 
Ansdracke  als  besondete  Wectbe  der  Functionen 

(«-r+l)("7l7')  fW 

und 

(;)'<■> 

nir  s=:A  and  x=g  betrachten. 

AendeH  rieb  F(z),  wSbrend  t  vom  Wertbe  A.  aui  WtfA^ 
g  stetig  ilbefgdit,  gleichblls  nach  dem  Gesetze  der  SteügM 
so  gibt  es  sicher  einen  zwischen  U  und  g^  also  ora  eo  mshr  fi- 
schen 0  und  n— r  liegenden  Wertk  fttr  x,  bezflgHch  -^ 

oder  ancb 


M, 


=(:)'<■> 


gesetzt  werden  darf,  wobei  natürlich  der  Werth  von  z  im  iwcita 
Falle  von  jenem  im  ersten  verschieden  gedacht  wird. 


MI 

Die  AnweD^HM  dieter  Rc— krto  m«f  di^  Herstellung  der 
Tavior'ecben  Form«  Baniint  Ihrer  Ergflozimg  *  unterliegt  Eeiner 
Schwierigkeit  Hierfiber  darf  ich  mich  hier  wohl  ganz  knm 
faapen. 

Setzt  man 

wehrt  fijx)  iijgenfl  eine  dfiVclMr^bemhi  angebbare  Fmicti^ii  der 
Veränderttchen  x  TeceteUt,  und  Tauet  .man  .1110=7:  A  eein,  denkt  inaa 
sich  ferner  H  ab   eine   beatimmte  Gfftsee  und  die  kanae  Zahl  li 

ins  Unendliche  wachsend»   folglich  to=~     unendlich   klein    wer- 

ww 

dend,  so  ergibt  sich  auf  die  bekannte  Weise  unter  der  Voraus- 
setzung der  Stetigkeit  der  Function  f{xS  und  ihrer  Diferential* 
qnotienten  in  deruegend  des  ffir  x  gewählten  Werthes: 

f(x+k)ssf(x)  +  h lim.*^^      +  m*'"  •     tpa      +  •  •  • 


fi=llm.(«-r  +  l)("^Jj  *)a'A^+«^) 


oder  auch 


Ä  =  lim.(")AY(*+««') 


erscheint.     Diese   beiden  Ausdriicke  reductren  sich,   wenn  man 
die  Symbole 


("7iT')  -  O 


durch  die  Brfiche>  welche  sie  vorstellen,  ersetzt  und  erwSgt, 
dass  xw  zwischen  0  und  nu>  oder  h  ttUt,  mithin  unter  der  Gestalt 
des  Prodnctes  6k  aedacht  werden  kann»  wobei  6  einen  zwischen 
0  und  1  liegenden  Factor  bedeutet»  auf 


und 


wdbel  0  i»  ier  »iraltg»  Fiim  der  Brginnng  A  vkkt  inuAm 
Weitk  bat,  wie  In  der  entw.  Wie  mH  Acmt  DedidSw  « 
EotwicUi»«  der  «nrndbegfüi  der  OHforenlMrecbMag,  vi  i»d 
anf  die  lichtvolUte  H^iee  gegeben  werden  kenoy  bäbrf  Um 
weiteren  ErOrtemng. 


Friedrich  Leopold  Stollberg  erzählt  tn  dnc«  i&  4 
Domainenrath  S ch e ff n er  in  Kunignerg  gerichteten  Biiefe (t_ 
tirt  Berlin  den  5.  Elecbr.  1780!),  der  In  den  Blättern  filr  litenrwk 
Unterhaltung  (1834.  Nr.  3S2.)  abgedruckt  ist,  dass  Lagran«e 
einem    seiner  Freunde  gesagt  habe:    „Je  n'al  jamaia  cai 
d'autres  jouissances  que  celles  du  coeur/* 
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Bestimmte  Iiüsiuifir  der  Aufgrabe  über 

die  Tertheilnnir  eines  Drucks  auf 

mehr  als  drei  Stfitspunkte. 

Von 

Herrn  Chr.  Wiener, 

Lehrer  4er  Matbemnlik  an  dtst  hdheroi  GewerlMcliiile  so  OsrnMUdl. 


Wenn  eine  Last  Pvon  einer  Unterlage  mit  drei  Stützpunk- 
ten getragen  wird,  so  ist  der  Drock  aaf  jeden  derselben  leicht 
CO  bestimmeD  aus  den  drei  Gleichungen,  welche  ausdrücken, 
dass  P  die  Resultante  der  drei  Seitenkriile  Ist.  Sei  der  AngrÜFs« 
punkt  PderLast(Taf. VI.  Fig.  1.)  der  Mittelpunkteines  Polarcoordina- 
tensystenis»  sei  XX'  die  Axe,  und  seien  die  Stützpunkte,  auf 
welcbe  der  Druck  /\ ,  P^,  P,  geübt  wird»  durch  ihre  Abstände 
PP^i=zai,  PP%^a%,  PPa=fl,  und  durch  die  Winkel  P^PX^nu^ 
u.  8.  nr.i  welche  diese  Abstanoslinien  mit  der  Aze  bilden,  gege- 
ben, so  sind  die  drei  Gleichungen,  welche  ausdrücken,  dass  P 
die  Resultante  iron  P|,  P^  und  P%  ist,  folgende: 

P-P^^^P^^^P^. 

OssPiaisincci  -^ P%a%9\%a^'{- P%a^mllku^t 

0= Pi  Ol  cos  «1 -|"  Pa  a«  cos  0^4- Pb  09  cos  o^ ; 

fvoraus  die  drei  unbekannten  GrOssen  Pi,  /\  und  P,  bestimmt 
vrefden  k5aDen.  * 

Sind  aber  mi^ht  als  drei,  im  Allgemeinen  it  Stfltapunkte 
gegeben ,  so  reichen  die  drei  Ähnlichen  Gleichnngen  t 

PtePi+P.+....  +  P.,  \ 

0=aPiaisina|-f  Pa^a^intts-f •••• -f  Pn^w^i'^^«»    {   ^^ 
Oa  P,  ift  cos  tti  +PaiiiOosi%-f-.. . .  -(-  PnIImCos«!!!     ) 

Theil  XIV.  ^ 


znr  Bestimmung  der  n  Unbekannteo  nicht  hin,  sondern  es  kSnnen 
n ^3  derselben  willkflhrlich  angenommen  werden;  es  ist  die- 
ses einleochtend ,  indem  man  z.B.  eine  Anzahl  Stfitzpanirte  ganz 
unbelastet  denlten  kann,  da  ja  schon  drei  genflgen.  Die  Auf- 
gabe ist  dann  unbestimmt 

Denkt  man  sich  aber  die  Bedingungen  dieser  Aufgabe  phy- 
sisch ausgefilhrt  und  zwar,  wie  wir  es  auch  bei  der  Auflösung 
der  Einfachheit  halber  annehmen  wollen,  tou  dem  belasteten 
Punkte  P  Arme  ausgeheii,  welche,  in  einer  horizontalen  Ebene 
liegend,  mit  ihren  Enden  auf  Stützen  ruhen;  so  scheint  es  pa- 
radox, dass  der  Druck  auf  ]ede  Stfitze nicht  ein  ganz  bestimm- 
ter sein  soll«  Der  Grund,  wanm  eine  Bestimmtheit  der  Auf- 
gabe sich  uns  sogleich  als  gewiss  autdringt,  liegt  aber  darin,  dass 
die  Arme  physische  Kurper  sind,  welche  am  einen  Ende  be- 
lastet, sich  biegen;  und  dieses  ist  es  auch,  worauf  die  folgende 
LOsuBig  gestützt  ist  —  Die  Beiastm^  des  Vereiniouogspuaktes 
P  der  Arme  wird  nun  folgende  \Virkung  haben  :  Da  die  Arme 
den  Druck  der  Last  nicht  auf  ^e  Stfltaea  fortpflanzen  können, 
ohne  eine  gleiche  elastische  Spannung  anzunehmen,  was  aber  nur 
durch  Biegung  mOglich  ist,  so  wird  der  belastete  Punkt  P 
sich  senken,  von  seinem  neuen  Orte  werden  die  Arme,  alle  von 
einer  gemeinschaftlichen  Beruhrungsebene  tangirt,  ausgehen  und 
sich  bis  zum  Horizonte  ihrer  Sttits|iankte  erheben,  indem  sie  auf 
diese  den  Druck  fiben,  welcher  ihrer''  Ablenkung  von  der  in  P 
gemeinschaftlichen  Berfihrungsebene  und  ihrem  Bieeungsmo- 
mente  entspricht  Aber  die  Stützen  selbst  sind  ebenfalls  pbysi' 
sehe  Kurper,  welche  die  Fähigkeit,  den  auf  sie  geübten  Druck 
im  Gleichgewicht  zu  halten,  nur  dadurch  erlangen,  dass  me  et- 
was zusamengedrückt  werden  und  so  die  rückwirkende Etastici- 
t&t  gewinnen. 

Uurch  diese  auf  die  wahre  Natur  der  Sache  gestützte  Be- 
trachtungsweise wird  eine  bestimmte  Auflösung  möglich,  ^r 
wollen  dabei  nach  einander  die  drei  Fälle  betrachten:  I)  dass  die 
ZusammendrÜckbarkeit  der  Stützen  sehr  klein  sei  gegen  die  Bieg- 
samkeit der  Arme,  wie  es  z.  B.  stattfindet,  wenn  erstere 
aus  Elsen ,  letztere  aus  Fischbein  bestehen  und  aie  Last  P  klein 
ist;  dann  bleibt  der  Horizont  der  Stützen  ungeSndert;  2)  dass  die 
Biegsamkeit  der  Arme  sehr  klein  sei  gegen  die  Zusammen- 
drÜckbarkeit der  Stützen,  wie  es  z.  B.  stattfindet,  wenn 
erstere  starke  Eisenarme,  letztere  aber  schraubenförmig  gewun- 
den aufrecht  stehende  Stahlfedern  sind;  dann  bilden  die  Arme 
eine^  etwas  sesenkte  und  hn  Allgeroeineii  geneigte  Ebene;  3)  dass 
endlich  beide  Momente  zugleich  berücksichtigt  werden  müssen, 
wobei  dann  die  hohle  Fläche  der  Arme  auf  Stützpunkten  von  ver- 
schiedeoer  Hohe  lagert. 

• 

Erster  Fall.  Die  Stützpunkte  liegen  in  Einem  Bo- 
ria.Dnte^  die  Arme  sind  tou  diesen  abwärts  gehende 
nach  oben  hohle  physische  Linien^,  welche  im  gesenkten 
Punkte  P  eine  gemeinschaftliche  Berührungsebene  haben.  Wir 
wollen  durch  die  drei  Gleichnngeo  A.  unter ^eriMksicbtinng  der 
Gesetze  der  Elastidtät  die  dreiElemente  bestimmen,  durch  welche 
die  genannte  Beruhrungsebene    festgelegt   wird,   und  '  dann   den 

Druck    auf  jeden  Stfllsfunkt  ai»  seiner  Ablenkung   vm    ^' 

Ebene  ableiten. 
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Schneide  ioM  BerübniiffeebeDe  den  Horizont  der  StOtounicte 
iQ  OO^  (Tat  VI.  Flg.  2.)  unter  dem  Wiidcel  9;,  MIde  die  Uak 
00"  oder  ihre  Parallele  00'  durch  denUr^rung  mit  der  Axe^JC'den 
Winkel  f,  nud  eM  der  senkrechte  Abstand  dieser  Schnittlinie  OO' 
vorn  Uri^mng  oder  PM^=:r,  so  hat  sich  der  Punkt  P  gesenkt 
am  rtg^.  Ferner  liegt  der  Stützpunkt  jP|  über  dcfr  Tangirongs- 
ebene  um  bi=z(PM+,PtAi)tg^f  e4er  da  PiA%  eenkreelit  auf 
00'  und  =a|  sin(a|  —ß)  Ist,  um 

6i=[r  +  a,  sin(«^— P)]tgg». 

Wir  mflssen  nun  die  Arme  ale  BaJken  betrachten,  irelcbe  an 
ihrem  einen^  Ende  P  eingemauert  sind  mid  deren  anderes  durch 
die  senkrecht  auriillrts  wirkende  Kraft  /\  um  A^  gehoben  wird. 
Haben  alle  Arme  gleiche  prismalische  Gestalt  und  gleiches  Bie* 
gungsmoroentt  un«!  vermSge  die  Krafteinheit  bei  einem  solchen 
Arme  von  der  Länge  =1  das  Ende,  an  welchem  sie  wirkt,  um 
b  von  der  Tangente  am  andern  eingemauerten  Ende  abzulenken, 
so  wird  die  Kraft  P| »  welche  bei  dem  Balken  von  der  Länge 
Ol  das  Ende  um  bi  zu  heben  Termag,  nach  den  Gesetzen  der 
Elasticitkt  sein; 

oder 

»— ?RiP''  j.?yif!LS2f^     cos«!  sin/T^ 

and  analvg  fttr  die  flbrigea  Drackkilfi«: 

sin  «2  cos/3      cos a^  sin  ß 


tgyp  r    ,  smca  cosp      cos  «i^  sin  p  "1 


u.  8.  w. 


Führt  man  diese  Werthe  in  die  obigen  drei  Gleichungen  A, 
ein  und  bildet  Klammern»  so  erhält  man; 

« 

^        /«ino.  ^  slnoa '      \  ,         ^/sin^ct       sin^o,  ,     \ 


348 

/cos«,    ,    C08«%.      \,  ^/wngiCQgg,    .  8llM%<!a*<«i.     ^ 

und  weim  wir  Usrin  der  Uekersieht  Imlbw  setzea : 

sin«!    ,  staos  .      •  fllL^ 

.      co8Cf|      coso^,       ,  cosa«  . 
r=s       «    4-         «  +'"  +  '~""5 —  > 

«=—--=-+-— r.-+— r— ' 

,     cos' er«   ^  C08*«i  ,        .  cos*««. 
«'=——-*'  +  — - —  +  ...  +  — - —  • 

sin«!  cosfft    .  smascosoa  .       .  BincriiCosaB. 

so  bekommen  wir  sie  unter  der  Form:  * 

P = *-^  tri  +  <  cos/3  -  f  sbft , 

0=rt-fttcos/3 — f>Aji^y 
0=rf  +  ü  cos/J — tt'sin^; 

woraus  der  Reihe  nach  die  Werthe  abgeleitet  werden: 

t?sin/3  — ticos/? 
r=  ^  , 


A       rt  +  ^cos/S —  f  sio/} ' 

Fdfart  man  diese  Werthe  in  die  obigen  Formeln  (&r  Px^Px"^^^ 
ein,  80  bekommt  man  die  Grosse  des  Drucks  auf  jeden  StStip«^ 

Die  gefundenen  Ausdrficke  zeigen,  dass  /9,  ^^^^    ""^  ^ 

auch  die  Grössen  P^x  P%  u.  s.  w.  gana  unabhSngiff  tob  ^rr 
Grösse  6  der  Biegsamkeit  smd,  dass  also  die  verMil 
des  Drucks  auf  die  Stfitspunkte  dieselbe  bleibt ,  wenn  ud  h 
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Elasticität  der  Anne  noch  so  klein  wird}  fior  darf  sie  n  ich  t  gleich 
Null  werden,  indem  6un«t  auch  tg9>=0  wird,   und  der  Werth 

-^^=:a   den  Werth   von  Pi,  P^  u.  e.  w.  unbestimmt  macht. 

Von  dieser  EioschrSnIsung  werden  wir  uns  noch   l>ei  dem  zweiten 
Falle  nSher  überseugen. 

Wenden  wir  diese  Formeln  auf  ein  einfaches  Beispiel  an, 
sei  n&mlich  P=l, 

^1=5,  aa=2,      fl»=l,       4i4=4; 
«^=00,  0^=900,  ^  =  1800,  C4=27(F; 


so  wird 


j=U49,  *=0,187,  r=-0,96. 


daher 


«8'»  =  ^TO  """  "^^^^ 


fertMT 


f=-U93,S^=-2,8tl. 


1»,  =  ^=^  (-U93-6«iii/J)=0kia0 

P,=~y"  (-1,193 +2coa/?)=0,187 

p,=:=^  (^l,ig3  -I-  l8in/I)s:0.BW 

|J4=^:^\-l,l93-4co«/J)  =  0,094 
and  Px+Pj  +  P,+  P*-ijm=  P. 

snm  Beweise  der  richtigen  Rechnung. 

Eskann  vorkommen,  daas  der  Druck  auf  efatsebie  Punkte  n  egati  v 
wird,  wie  in  folgendem  Beispiele.    Sei  (Taf,  VI.  Flg.  4)  P=l, 


SM 

aj«5,  Äi=l,      «8  =  10,  «4=*; 

so  da88 

8inflr|=0A  co8O|=:0»8; 
80  «rliUt  oiaD 

/J=770  44',  r=  - 1^,  *-5j^s=— 1,61; 


P4=0,06;P,=0,88,  P,=-0,01.  ^4=0,07; 

aiiMunmen 

=1,01 -0,1  =1,00. 

In  einem  solchen  Falle  ftlH  die  Tangirnogsebene  bef  ~P  ober- 
halb der  Stützpunkte  «It  negalSveni  Drucke,  so  daoe  die  Arme, 
welche  nach  Annahme  mit  dem  einen  Ende  den  StCtzpunkt  be- 
ifihren,  hier  nicht  aufwärts  gedrückt,  sondern  abwärts  geaoMi 
werden.  Soll  dagegen  eine  solche  feste  Verbindung  mit  den 
Stfltzptiiikten  nicht  stattfinden,  so  wCrden  die  betreffenden  Arme 
jene  Tangirongsebene  nicht  verlassen  und  sich  über  Ihre  frfiherea 
Stützen  erheben,  so  dass  diese  unbelastet  blieben.  Uan  moss 
dann  mit  Weglassung  dieser  Punkte  eine  neae  Berechnung  vor 
nehmen,  also  in  unserem  Beisuiele  die  Last  P  auf  die  drei  nmkle 
P|,  P^  und  P4  vertheilcn,  ^ooei  das  Resultat: 

Pi  5=0,10,  P,=:0,80,  ^4=0,10 

erhalten  wird. 

Zweiter  FulL    Es  bilden  die  Arme  nnveränderlicb 
eine  Ebene,  welche  auf  den  durch  den  Druck  P  etwas 

Sesenkten  Stützpunkten  lagert.  Diese  Ebene  eebneide 
en  ursprünglichen  tforizont  der  Stützpunkte  in  der  Linie  OO* 
(Taf.  VI.  Fig.  2.)  unter  dem  Winkel  g> ;  und  diese  Linie,  welche  den  Ab- 
stand r  von  dem  Dpspmng  habe,  bilde  den  Winkel  ß  mit  der 
Aze  XX*.  Die  GrOsse  der  Senkung  jedes  Punktes  Pi,  Pm  n.  s.  w. 
sei  «|,  e^  u.  s.  w.,  welche  ausgedrückt  wird^  wie  früher,  onrdi  die 
Gleichung 

ei  =  [r  +  ai  sin  (ofi  ,• /?)]  tg  y. 

Sei  nun  e  die  Länge,  nra  tveicbe  die  .Krafteinbelt  einen  StBti- 
punkt  niederdrücken  Kann,  und  bieten  alle  gleichen  Widerstand  dar, 
so  ist  die  Kraft,  welche  einen  solchen  um  ei  senkt, 

oder 


/\  =:  -*^  fr  +  Qi  ainoTi  cos/5  —  Hj  cospti  sin/J], 

e 
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5"^?^  .^?'1''.  ^^  *?  analogen  fdr  die  ahrigen  Druckkräfte  in 
die  drei  Gleichongcn  A.  eiHgeffehrt,  geben  «hnlicb  wie  vorhin:. 


^=  -7^(r«+eo8/J(ai«Inai  +<i^«inag+...)-«lo/J(ii|C08«|  +020060^+,. ,)l 
Os=Kfli  aiiWi  +  Oi^iBOs  + .-)  f  co»/J  (ai^ßin^aj  +  os^sio^  + ...) 

0=r(«iCoatf|+Oace8a^+...)+coB/J(ff,Hina|CO«cf,+«5|«8iii«,co««^+..) 

und  setseil  wir  hierin: 

n=  der  Anzahl  der  Stützpunkte, 
<=«!  Sinai  ^n^^Wko^^ ...  -f- onslnan, 

f=  a|  cos  ffi -f  02  C<>^<^  +  •  •  +  «YllCOS  ffa ; 

«'  =  iri*cos%  -t-Os^cos^Og  +  ...^-a^acos^cr»; 
v=:a|*sina|  cosa^  +  a,*  sin  c^  cos(%  + ...  +  On^sina«  cosa« ; 

so. erhalten  obige  Gieichungeo  die  Gestalt: 


0=r^-|- tt  cos^ -*  vsin /9  y 
0= rf  -f  reo»/}  ^t«' sin/}. 


Hieraus  erhalten  wir:    ' 

vt—uV 

üsidS— MCOSß 
*££ f__        . 

welche  Resultate  der  Fom  nach  mit  denen  bei  1)  ^efanjenefi 
libereinstlnmien ,  der  Grösse  nach  aber  davon  verschieden  sind» 
da  die  einzelnen  Buchstaben  andere  Werthe  auadricken,  —  Mit 
diesen  qqb  bekaniiten  Grossen  lassen  sich  die  einzelnen  Druck- 
kräfte nacii  den  obigen  Formeln  wie  vorhin  bestimmen. 

Auch  hier  ist  sichtbar,  dass  die  Werthe  von  0.  r,  -^^   und 

e 

somit  die  von  Px%  P^^^^Pn  durchaus  von  der  Grösse   e  der 

Elasticität  unabhftngig  sind,  dass  sie  also  auch  fUr  jede  noch 

so  kleine ZusammendrfickbtfkMt  dieselben  bleiben,  nur  nicht  liir 


ittfp     0 
e=0«  weil  wie  vorhin  daaD  *^ — ^^h*  ^^^  hierdurch   die  Druck- 
kräfte unbestimmt  wflrden.  —    Wollte  man  in  beiden  Flllea  die 
erhaltenen  Grössen  auch  fiir  die  Grenxwerthe  6=rO  und  e=:0 

feiten  lassen»  so  mussten  beide  gleich  sein,  üeiln  im  ersten 
'alle  war  von  vornherein  e=0  angenommen  und  6=0  ein  Greoz- 
werth  ;  im  zweiten  Falle  aber  war  b  t=0  die  ursprfificliebe  Annahme 
und  £=0  der  Grenawerth;  da  also  jedesmal  6=0  und  e=0  ist, 
80  mflssten  auch  die  bestimmten  Cirossen  der  Druckkräfte  fiber- 
einstimmen; die^ses  aber  findet  nicht  statt»  and  es  mflssen  daher, 
wenn  die  Tragarme  und  deren  Stutzen  beide  ganz  unelastiach  sind, 
die  Druckkräfte  wirklich  unbestimmt  sein. 

Betrachten  wir  als  Beispiel  dieselbe  Aufgabe  wie  vorbia» 
nehmen  also  P=]» 

«1=5»    «t=2,    a,=:I,      04=4; 
«1=50^,  a^=W,  c^  =  180«,  i^=270»; 


so  wird 


und  daraus 


<=— 2,  f =4,  «=20,  9^=»,  e=0; 


80 


ferner 


r= 5,4ö0/-£5t  ==0^0576 , 


und  endlich 

Pi=0,072.  P,=50;i77,  P,=0,He2,  P4=0,t89, 
deren  Summe 

=  1,000=  P 

ist 

EsftLlttalso  hier  dieLiirie  00'(2)(Tar.VI.Pig.3.)  aufdiepositiTe 
Seite  der  Axe,  und  die  der  Last  nahe  Stfitze  /\  wird  weniger 
belastet,  als  im  ersten  Falle ,  weil  der  Einfluss  der  Nähe  aaf  die 
GrOsse  des  Drudcs  geringer  geworden  ist 

Auch  hier  ist  der   Fall  möglich,   dass  einzelne  DmcUräfle 

negativ  werden.    Sei  z.  B.  (TaT.  VI.  Ii1g.  5.)    P=I, 

• 

«1=10,  cf2=5,  «1  =  1,        04=5; 

«1=0«.  aj|=3e«62'ir,6,  ai  =  lW>,  «4=— «•; 

so  erhält  man 


äS3 

<i=10«ia0»-h4— IsinOO— 4i=0.. fslS.  it=:3-2,,M'=:119, 
e = lOOsinQO-f  12— 1  sin  Qo— 12 = 0 ; 

und  daraaM 

,   _     32.18  .      -     ««« 

tgj}=— ö-=Qb  ,  also  /}=gOo, 

(100sinOP-lsiBO»)-3-icosW    99-38    ^^  t«V_nn«77 
'- lösiaÖo-lsiott»   =:-y~  =7,444,  —-0,0677. 

Hierdurch  wird 

Pi=— ai73,  P,=0,30l.  P,5=0,57I,  P4  =0,301. 

zusammen 

=  l,t73— O,173=l,O0O=P. 

In  diesem  Falle  «dmeidet»  wie  in  dem  ersten  Falle»  die  Ebene 
der  Arme  swiscbeo  dem  AngriffspuDlcte  der  Last  nod  einem  Stfltz- 
punkte  P|  in  den  nrsprfinglicnen  Horizont  der  Stützpunkte  ein 
und  ^eht  bei  Pj  fiber  d^em  StQtzpnnkte  weg.  Bei  einer  lesten 
Verbindung  von  beiden  wird  die  Stütze  mit  einer  Kraft  Px  =—0473 
aosgedebnt,  bei  einem  losen  Aufli^ern  dagegen  mnss  eine  neue 
Berechnung  mit  Ausscheidung  des  Stützpunktes  P*  vorgenom- 
men werden,    welche  uns  hier  auf  den  einfachen  Fall  von  drei 
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Stützpunkten  bringt,  und  die  Resultate  P^r^gf  P^ss:  j»   '^4^g 

liefert 

Driiter  Fall  Es  sei  die  Elastieität  der  Arme  und 
die  der  Stützen  zugleich  zu  berücksichtigen;  dann  la- 
gern die  Enden  der  gekrümmten  Arme  auf  den  etwas 
niedergedrückten  Stützpunkten*  Sei  auch  hier  \irieder  die 
Ln^  der  in  dem  Punkte  P  an  die  Arme  tan^treoden  Ebene  durch 
die  drei  Grossen  /?,  r  und  9  festgelegt»  seien  die  Abstände  der 
Armenden  von  jener  E^ene  fr|,  A^  u.  s.  w.  und  ihre  Abstände  von 
dem  ursprünglichen  Horizonte  der  Stützpunkte  oder  die  Senkung 
der  letansren  #1»  ^^  u.  s.  w.,  so  ist 

femer  ist  wie  oben 

6i=Pi-6.aj^'  und  e|  =  PiS, 


daher 


oder 


Pi(6flt»+«)=tg9[r  +  iiifiiö(«i -ft]. 


'''=K;^f'+«*''°<«»-«i' 


384 

Terfahren  wir  mit  diesen  and  den  analogen  AnsdritekeB  ilrf 
u.  s.  w.  ebenso  wie  früher,  ao  bekoainieD  wir  die  drei  Glekka 
gen  A,  unter  der  Form: 


—Bin 


•  ^fl^^inaicosai   .  at^ino^G08<%        \ 
und  wenn  wir  darin 


setzen,  so  bekommen  wir  sie  fast  unter  der  firfihren  Fem 


Hieraus  folgt 


P = tg  9  {rf+  Icos/?—  iftmp^ , 
0=r<+«cos/3 — 9sin/^« 


4  ^^  g^— «jf 


t 

vBlnß-^ucomß 

und  mit  Hfllfe  dieser  bekannten  Werthe  kSnnen  nun  die  Druck- 
kräfte berechnet  werden.  —  Man  siebt  aus  den  erhaltenen  For- 
meln» dass  in  diesem  dritten  Falle  die  Werthe  von  ß,  ^^  V  tfkid 
mithin  auch  von  P|»  P^  il  s.  w.  nicht  unabhängig  sind  von 
der  GrSsse  der  Biegsamkeit  der  Arme  6  und  der  Zusam- 
roendrfickbarkett  der  Stdtzen  e,  weil  hier  b  und  e  nicht  als  allee* 
■»•in^  Fttctoren  v^sefawlMlen.  Es  genagt  iedoch»  wenn  das  Vier- 
IriUtnIss  zwiseben  S  «od  e  l^ebeo  M,  weil  beide  eater  gleicbeo 
Potenae«  im  Neimer  vorkommen.  -^  Ferner  geben  d«$  (etaten 
Foriaeltt  m  die  ven  1)  oder  2)  .Mier,  wenn  man  e3i$  oder  63:0 
«eist»  so  das«  die  letale  Auflösung  die  allgeoKHne  ist  und  jene  als 
besondem  Fälle  bi  sieb  begreift 

Betrachten  wir  auch  hier  das  obig^Beispiel»  setzen  also 

Ol  =5,  at=2»     «»=1,        «4=4;  , 
«1=0,  0^=900,  «,  =  180»,  «4=2^; 

«md  nebmeii  fisrner 

so  wird 

1=16,739,  1=6,707,  <'=-5,38ft,  «=43,839,  tt'=n27,616,  ü=rO; 

daraus 

tg/»=  1,498  and  iJ=5e»I7',  r= -4,264,  tg9>=-0,0l37 . 

and  9>s— S3'S6', 

ood  eodllch 

Pj=0,098,  P»5r0,276,  P,:5=M90,  ^4-0,137, 

deren  Summe  1,000=  P  ist. 

Diese  Werthe  faHea  swiscbe«  i^e  von  1)  und  2),  wie  «ach 

das  VerbSltnlss  r=10  zwischen  das  i=0  und  r=aD  filllt.    Die 

folgende  TabeUe,  sowie  auch  tbeilweise  Taf.  VL  Fig.  3.  gibt  ebe 
tleber^sicht  der  m.  den  drei  Fällen  erhaltenen  Resultate,  wenn 
nwi,  WA  ^  an  fiadep»  ^cb  in   1),  £:70tOl  uiid  io  2),  e^Oj 


3M 


9 


Px 


P% 


1)      I       3) 


^ITFW 


0,12 


0»19 


TRB9 


=?364 


OTO 


O» 


0;49 

TRTT 


2) 


5,460 


56^«»' 


W 


WS 


OST 

Um 


Aof  gam  Xhnlicbe  Weise  kann  bmb  des  Drwck  eaf  M 
SNKipvnlS  JbestimmeB,  wenn  die  Last  aef.  einer  Ebene  statt  | 
Armen  liegt  ond  diese  Ebene  seihst  entweder  wieder  nnf  tioidhi 
Stfitaen  oder  auf  einem  KOrper,  dessen  obere  Fliehe  ebei  k 
auflagert;  doch  mflsste  (Br  diesen  Fall  roiher  die  Bi 
einer  elastischen  Ebene»  anf  welche  mehrere  Krifte 
sucht  werden. 


Ich  will  noch  kurz  die  Ansichten  erwihnen«  weiche  H 
Aber  diese  Aufgabe  auffinden  konnte.  Cnger  In  seinen  JMä 
gen  aus  der  Statik  und  Mechanik,  Berlin  1831*^   sagt  hei  Gdi 

genhelt  der  ganz    ähnlichen  Aufgabe   Aber  die  Veitheüaiig  ^ 
Drucks  anf  drd  Punkte,  welche  in  eine  gerade  Linie  fiülea,  m 
man,  um  die  fehlende  Gleichune  der  unbeHtimmtea  An^iheJ 

fiewlnneD ,  verschiedene  Hypotnesen  angenemoien  babs •  m 
ch  dass  die  Linie  elastiscn  sei,  oder  dass  die  Vettheilsstt  '^ 
Drucks  «eine  roSglichst  gleich  förmise  sein  müsse.     Grelle  n 
nem „Journale  filr  Mathematik,  I.  oand,  Berlin  1S26,  Sede  F 
bestimmt   bei   derselben  Aufgabe  die  Grenzen   ftr  jede  dtf 
Druckkr&ile  unter  der  Voraussetzung,  dass  sie  an  leineiB  ' 
punkte  negativ  sein  dürfe.    Jedoch  spricht  er  in  dieser 
lung  die  Ansicht  aus,    dass  die  Unbestimmtheit  nar 
paradox  erscheine,  weil  die  unnatfirliche  Annahi 
niegsamen  Linie  gemacht  worden,  dass  aber  mit 
der   Biegsamkeit    die  DruckkrSfte  vollkommen    bestimmt 
(nach  Eytelweins  Statik  fester  KOrper  {.  341 --349  und  Ai 
€.  123— J29.)/   Endlich  gibt    er  noph  den  Weg  an,  anf 
bei  unserer  Aufgabe  die  Grensen  fllr  Jede  rnnddornft 
werden  können. 

Ueber  unsere  Auf|j;abe  selbst  konnte  ich  nur  Eine  Abi 
finden,  nSmIich  von  bnler   „de  pressione  pondcnrls  fai 
cni  incumbif  In  den  „Novi  Commentarii  Academiae  sc« 
imperialis  Petropolitanae   pro   anno   1773".'  Der  Veiiasscr 
darin,  dass  wenn  die  ebene  PUtte,  auf  welcher  die  Last 
auf  mehr  als  drei  Stützpunkten  rubi  die  Bestimmans  der 
kräfte  auf  die  einzelnen  Punkte  ungewiss  scheine,  Mna  es 
den  doch  nur  die  drei  höchsten  sein,  wdl  kanm  eine  voilksn 
Gleichheit  der  Fflsse  angenommen  werden  dürfe.    Nehme 
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om  die96  ScfcwierigkeiC  so  amgeften,  an,  dass  die  uiitere  Fttdie 
jener  Platte  nicht  vellkommen  liart»  sondern  gleicksam  mit  einem 
weichen  Ueiieriage  bedei^ict  sei,  so  worden  die  Ffisse  in  diesen 
eindrieten»  uod  swar»  wie  naa  mit  Sicherheit  foraussetien  kOnne, 
im  Veroilteiss  zvl  dem  Dnicke  anf  diesen  Statspnnkt.  Damit  j^ 
doch  Niemand  einen  Anstand  an  jenem  Ueberai||^e. nehme»  sei  f^ 
ja  erlaubt,  die  demielben  angeschriebene  Nachgiebu^keit  beliebig  an 
▼erkleinem,  so  dass  er  snlelat  die  BeschaCenlaeit  der  harten  Plattf 
selbst  annehme. 

Euler  also  findet  die  Ciib.estimmtheit  in  der  CnvoUkommen- 
beit  der  physischen  Ausfllhning,  und  nachdem  er  die  Annahme 
des  weichen  Ueberzngs  gemacht,  sucht  er  dadurch ,  dass  er  die 
Nachgiebigkeit  immer  kleiner  werden  und  zuletzt  Terschwinden 
lässt,  wieder  anf  die  rein  mathematische  Anschauung  surilck* 
zukommen;  während  umgekehrt  die  Unbestimmtheit  nur  bei  rein 
mathematischer  Anschaamig  besteht,  bei  physikalischer  aber  yer- 
schwindet.  —  Dass  bei  rein  mathematischer  Anschauung  wirk- 
lich unendlich  viele '  Losungen  möglich  sind ,  davon  kann  man 
sich  leicht  durch  folgende  Betrachtung  überzeugen:  Ist  die  be- 
lastete Platte  an  den  Stützpunkten  nicht  auf  Fflsse  gelegt,  son« 
dern  an  Schnüren  ^feehängt,  welche  über  Rollen  geben  und  auf 
der  andern  Seite  gewichtslose  Schalen  tragen,  in  denen  die  Ge- 
wichte so  ▼ertheilt  sind,  dass  sie  der  Last  das  Gleichgewicht 
halten,  so  kann  man  die  Vertheilong  ip  den  Schalen  auf  unend- 
lich viele  Arten  vornehmen ,  wenn  nur  jenen  drei  Gleicbungen  jL 
Genüge  geleistet  wird.  'Hier  werden  die  Druckkräfte  auf  die  ein- 
zelnen Punkte  nicht  durch  die  Elasticttät  der  Stützen,  sondern 
durch  Gewichte  aufgehoben,  welche  bei  kleinen  Verrückuneen 
ihre  Grosse  nicht  ändern;  es  sind  also  nur  die  Bedingungen  der 
mathematischen  Aufgabe  erfallt  und  es  tritt  die  Unbestimmtheit 
der  rein  mathematischen  Ldsuug  ein.  —  Eulers  Httlfsbetrach- 
tung  mit  dem  weichen  Ueberzuge  stimmt  dem  Wesen  nach  ganz 
mit  unserer  zweiten  Annahme  flberein;  aber  Euler  nimmt  noch  an, 
dass  die  durch  sie  erhaltenen  Resultate  auch  Rlr  vollkommen  harte 
Platten  gelten,  was  jedoch,  wie  wir  oben  gezeigt  haben,  unzuläs- 
sig ist,  da,  wenn  man  sich  auf  einem  anclem  Wege  dieser 
Grenze  nähert  und  die  nahe  an  der  Grenze  erhaltenen  Wertlos 
auch  für  die  Grenze,  jselbst  gelten  Hesse,  verschiedene  bestimmte 
RenoUale  fiir  denselben  Fall  richtig  wären.  — 

Die  Aufgabe  ist  daher  Toilkommen  unbestimmt,  wenn  man 
sie  nnr  aus  dem  mathemadschen  Gesichtspunkt  betrachtet,  und 
wird'nur  dadurch  bestimmt ,  daüs  man  die  der  Natur  gemässe 
Biegsamkeit  und  Elasticität  zu  Hülfe  nimmt 


Durch  dieselbe  Hülfe  kftnn^  noch  andere,  sonst  unbestimmte 
Aufgaben  gelOst  werden,  wovon  wir  zwei  Beispiele  anfUhren 
wollen : 


Erste  Aufgabe.  Ein  Balken  ist  an  beiden  Endei 
id  A^  (Taf.Vl.Fig.6.)  befestigt,  ImPunkte  iB  wirkt 


m 

denselben  eiae  Kraft  P  in  meiner  Riditvac;  wa«  Ut 
der  Zuff  Pi  und  dar  Druck  I\  au  jedem  Endpaukte  Ai 
und  A^f 

Werde  durch  die  Kraft  P  der  Puukt  B  oach  Ca»  BC=ei 
beniotergedrlickt,  so  wird  da«  Stück  ilx  B^^Ui  des  BalkeBs  mi 
6|  ausgedehnt,  ufid  das  Stflck  A%Bssa%  um  «|  aesaoraieuge- 
drückt.  Wenn  nun  die  Krafteinheit  einen  Baiken  von  der  LSnge 
I  um  €  ausdehnt  oderzusannnendrfiekt,  so  muss 


und  da 


ist,  auch 


Pe  «t  o% 


Dieser  Werth,  in  die  obigen  Ausdrücke  eingesetzt,  gibt 

« 

«1+«»  <»i  +  «* 

oder  die  Kraft  vertfaeilt  sich  el>enso  auf  die  beiden  Endpunkte, 
als  wenn  ihre  Richtung  nicht  in  die  Richtung  des  Balkens  fiele 

Zweite  Auf  gäbe.  Eine  Last  JP  (Taf.  VI.  Fig.  7.)  wird 
durch  eine  senkrechte  Stütze  und  zwei  scbiefeotrebes, 
welche  auf  Einer  geraden  Linie  fusseo,  getrageo; 
welches  ist  der  Druck  in  der  Richtung  jedes  Balken«? 

'  Sei  AB^=za  die  Länge  der  senkrechten  Stütze  ond  Ai) 
r:zAD'=zd  die  der  schiefen  StrelMn,  werde  der  Punkt  A  naehC 
um  AC=zei  herabgedrückt,  so  nehmen  die  Streben  die  i*Sage 
DC  an,  werden  also,  wenn  CE  senkrecht  auf  AD  um  AE=^$% 
verkürzt  Da  aber  AEiAC^ABiAD^,  oder  ^e«:e|;==fl:rf,  so 
finden  wir 

et  a 

Sei  nun  der  Druck  in  der  Richtung  der  Stiitse=3P|»  in  der  ^er 
Strebe  =^  ^^  >fit 


da 


P.+2P,.J=P. 


st  anch 


tus 


«,  iH  obige  Attsdftefce  eiigeaeUt»  gUbt  endlieii 

z.  B. 

a=3,  rf=5; 
rird 


AbleltuDiT  der  Sfttze  Über  ünppleHieB- 

tarsclineii  und  coDja^Irte  l>iircliiBe§- 

scr  der  ISllipse  ans  einer  elnfaclten 

greemetriseheii  t$etratMMmg. 

Von 

Herrn  Chr.  Wien  er , 

Lelirer  der  Mathematik  ui   4er  böhern ' Gewerbeckolo  so  Darnieladt. 


Dtese  Sätze,  deren  Entwickelttnff  aaf  anaivttechem  Wege 
einige  Weitläufigkeit  veruraacht,  sind  sehr  leicht  so  betretsea, 
wenn  man  die  Ellipse  als  diejenige  Kufve  betrachtet,  welche 
durch  Projection  eines  Kreises  auf  eine  Ebene  entsteht.  Alk 
Sätze  nebnt  Beweis  lassen  sich  dann  nüt  einem  einzigen  Gedaa- 
ken  fibersehen. 

Der  Mittelpunkt  O  des  Kreises  ABA'  (Taf.  VI.  Fig.  a)  liege 
in  der  Projectionsebene  ABA',  und  er  selbst  bilde  mit  dieser 
Ebene  den  Winkel  ROBzzza,  die  I>urchschnittslinie  AA'  i«ei  die 
Axe  JC,  die  im  Mittelpunkte  errichteten  Senkrechten  OB*  nod 
OB  die  Axen  F.  Die  Coordinaten  des  lauFenden  Paoktes  M" 
des  Kreises  in. seiner  Ebene  seien  OP=zX  und  PÄf^ziY,  und  die 
seiner  Projection  M:OP:=x  und  PM:=:y\  so  ist  x==zX  und 
y=Kcosa.    Die  Gleichung  des  Kreises  ist 

wenn   a=iOA   sein  Halbmesser,    und  daraus  folgt   für  die  Pre- 

jection 


m 

oder,  mK  ißtotfla  mMflkM, 

oder  oidlicb ,  wenn  wir  die  Oidinnte  der  Ellipse  Im  Uesptung 
acoeesA  eetien  wollen i 

INe  Frojection  ist  also  eine  Ellipse,  well  diese  Gleidumg  mit 
derieniffen  fibereinstimmt ,  welche  aas  dem  c^ewSlinlich  als  charac- 
terwtiscbe  Eiffenschaft  angenommenen  Verhalten  au  ihren  Brenn- 
ponkteo  hergdeitet  wird. 

Wir  wollen  nm  ans  dieser  Betrachtang  die  folgenden  Sitae 
herleiten: 

1.)  Der  Werth  der  Sahtangente  Ist  — -p—  #  also  an« 
abhängig  too  6. 

Liegt  der  Kreis  (Taf.  VI.  Ftg.  9.)  vorerst  in  der  Prajections- 
ebene,  so  ist«  wenn  X'-  nnd  P  die  Coordinaten  des  BerGhrungs- 
pnnktes  M'  der  Tangente  nnd  PT  die  Sabtangente, 

«'.8tg=:F«=a«— Jr^, 

daher 

pr«stg=^^.. 

Dreht  sich  dann  der  Kreis,  so  bleibt  die  Proiection  seiner  Tan- 
gente die  Tangente  seiner  Projection,  nnd  es  bleilit  i&r  die  Ellipse  : 

stg  = 


x' 


anabhingig  von  dem  Neignngswinlcel  a  oder  von  6. 

2.)    Bilden   die   Sopplementarsehnen    AL    nnd  AL 
(Taf.  IV.  Fig.  10.)   aber  der   grossen  Aze   mit  derselben 

die  Winkel  Ä'AL^ß  nnd.A^'Xs^,  so  ist  «g^.tg^'»-^- 

Da  sie  sich  in  dem  Kreise  anter  einem  rechten  Winkel  Ah'A' 
sdineidea,  so  ist  fkr  denselben; 

tgA.tglTss— 1. 

Da  sich  aber  die  Prodocte  der  beiden  Tanoenten  in  der  BIHpse 
und  im  Kreise  verhalten  wie  ff^i  P*,  d.  i.  ine  6*sa*,  so  ist 

tgp.tg/J':*^!.^. 
Theil  UV.  S4 


m. 

3.)  Zieht  man  in  der  Elllp^mtvti  ]plt  ei»ffi«^  Für« 
Sapplementarsehnen  parallele  Gerade  durch  den 
Mittelpuokt,  so  aind  diese  c^onjugUl«  Aarchmesser,  d. 
h.  jeder  halbirt  das  System  der  mit  dem  andern  parallel  geioge- 
nea  Sehnen* 

Denn  zieht  man  (Taf.  VI.  Fig.  10.)  Im  Kreise  «olche  mit  eineffl 
Paare  von  Suppleroentaraehnen  AL'  und  AL'  parallele  Dorch- 
roesser  OM'  und  ON',  so  sind  sie , '  weit  sie  aar  einander  senk- 
recht stehen,  coniugirte  DurcluQfissei.  Da  nun  auch  die  Pr<uedie- 
neu  aller  dieser  Sehnen  parallel  bleineo  und  sieb  ebenfatb  nalbl- 
ren  messen,  so  üind  auqh  in  der  Ellipse  die  mit  einem  Paare 
Supplementarsehhen  A'L  und  AL  parallel  gezogenen  Durch- 
messer Oiff  und  OiV  conjugirte.  —  Für  einen  schiefen  Durch- 
messer d€r  Ellipse  findet  diese  Eigensclmf^  e%OTifalls  stall,  wdl 
sie  in  dem  Kreise  jedem  Durchmesser  zukommt 

6.)  Die  am  Endpunkte  eines  Durchmessers  der  El- 
lipse gezogenen  Tangenten  sind  parallel  mit  dem  con- 
jugirten  Durchmesser. 

Dieses  folgt  aus  der  gleichen  Eigenschaft  des  Kreises 
(Taf.  VI,  Ry.  ro.)  ^ 

6.)  Die  Summe  der  Quadrate  a;we1er'  eoujuglrteo 
Durcnmesser  ist  constant  uud  gleich  der  STumme  der 
Quadrate  der  beiden  Hanptiiaen. 

Es  ist  nämlich,  wenn  (Tafl  VI.  Fig.  10.)  OP=^QN'=m^  OQ 
=zPJfl*z=znf  m'^  +  n^=zd^;  und.  wenn  die  beiden  halben  Doreh- 
messer  Olli^zaf  und  OIS=ö'  seien. 


Oilf«=0/»-ffl««und  ON^^iOd^^QN*, 


odcir 


«'•=w*-|-n*cos*a  und  6^=:n' +m*cos^, 

und  hieraus 

o'*-h&'*=aHä^cos*a=:a«  f  6«: 

7.)  Jedea  um  die  Ellipse^  über  zyvei  conjugirte 
Durcnmesser  beschriebene  Parallelogramm  Mri  gleich 
dem  Rechtecke  aus  den  beiden  Hauptaxen. 

Da  jedes  solobee  Parallelogramm  dufch  PrajedÜon  ans  einem 
um  den  Kreis  beschriebeoeo  Quadrate  vou  dem  constanteo  Inhalte 
4«*  entsteht»  so  nins«  e^  stets 


=  4a*cosa = 2a  ><  2A 


sem. 


&)'  Die  Gielebjang'  der  Ellipse,  b»znf  em  «uf  eis 
Paar  oenjugirteDardimetsier,  tstmltdeir  auf  ill#.i]*«pl* 
axe  bezogenen  analog,  nämlich 
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Die  Gleicbiiog  des  Kreises ,  bezogen  auf  ein  beliebiges  Paar 
conjngirter  Durchmesser,  ist  X^+  f^sza*.  In  der  Projection  VfiTä 
ans  X  und  T,  x  und  jf,  aus  den  conjugtrten  Dnrcbniessern  a  und 
a  wird  ol  und  h\  und  da 

X\x^sa\a*  und    F:3f=a:6% 
so  wird  die  Gleichung  der  Ellipse: 

oder 

ti.)  sind  O«  und  OiV  (Taf.  VI.  Fig.  9.)  ein  Paar  con- 
jvgirte  halbe  Dordiaiesserp  und  trifft  die  in  ilf  gesegeoe 
Tangente  die  beiden  Axen  in  T  und  i^  so  iai  .. 

Im  Kreise  ist  WTx^M't:  —QM'^^ON^.  Da  nun  TV  und 
OiV'  im  geneigten  Kreise  mit  der  Projectionsebene  beide  densel- 
ben Winkel  d  bilden  und  desswegeo  ON^ON'.coad,  MT 
r=z  ÜFT.cobS  ,  JUt=  M*f.co9d ,  so  folgt  aus 

M'T.  co8»xM'r.  cosdÄ  ON'\  cos«d 

auch 

UTxMi;siOm. 

Dieser  Sats  gilt  noch,  wenn  statt  der  Hauptaxe  irgend  ein 
Paar  conjusirter  Durchmesser  der  Ellipse  genommen  wird»  weil 
et  auch  imiCreise  ßr  jedes  Paar  conjugirter  Durchmesser  gilt 


24* 


3«4 


IJelier  die  srOeste  iHid  die  Meiiiste 

Klllpse,  welche  durch  swef  setr^bCBe 

Punkte  seht  und  zwei  areffebene 

Oerade  bertthit. 


Von 


Herrn  Fr.  Seydewitz^ 

Oberlehrer  am  Gjmnatinm  su  HeiligrnsUidt. 


Vergleicht  man  diese  Aufgabe  mit  den  beiden  oft  behandelfai 
über  die  einem  Viereck  eingeschriebene  grusste  und  vingesdirie- 
bene  kleinste  Ellipse»  zwischen  welchen  sie,  sozusagen,  mitten- 
inne  steht,  und  erwSgt,  dass  die  Mittelpunktscurve  hier  weder,  vne 
in  der  ersten,  eine  gerade  Linie,  noch  auch,  wie  in  der  letzten, 
ein  Kegelschnitt,  sondern,  ein  System  von  zwei  KegefaicbnitteB 
Ist,  so  kann  es  scheinen,  dass  die  AuflOsune  derselben  yerwickd- 
terer  Natur  als  die  beiden  ersteren  sei.^  In  der  Thal  aber  ist 
dieselbe  wenigstens  ebenso  einfach  als  jene,  und  einfacher  als 
diese,  indem  die  Konstruktion  ausser  dem  Lineale  nur  nodi  eines 
beliebigen  festen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  gegeben  ist,  erfordert 

Es  seien/in  Taf.  VII.  Fig.  La  und  6  die  beiden  gesehenen  Punkte; 
IUI  und  sbi  die  gegebenen  Geraden,  welche  die  Verbindnitgsfinie 
der  ersteren  in  den  Punkten  0|  und  61  schneiden;  so  gibt  es, 
wofern  die  Aufgabe  nicht  fiberhaupt  unmöglich  werden  soll,  wie 
später  gezeigt  wird,  allemal  zwei  Punkte  p  und  ^ ,  welche,  ab 
zugeordnete,  sowohl  mit  a  und  6,  als  auch  mit  «i  und  6^ 
harmonisch  sind.  Wegen  dieser  Eteenschaft  sind  l)  die  Pvnkte 
p^  und  g  zugeordnete  harmonische  Fole  der  Geraden  «A,  nnd  i) 
die  Geraden  sp  und  gq  zugeordnete  harmonische  Polaren  des 
Punktes  i ,  in  Bezug  auf  £n  fraglichen  Kegelschnitt,  d.  k  die 
harmonischen  Polaren  von  p,  q  gehen  wechselsweise  dnrcÄ  die 
Pnnkte  q,  p;  und  die  harmonischen  Pole  ?on  Mp,  $q  liegen  wech- 
selsweise auf  sq,  sp. 


CrMetit  nao:  p  «m  nicht  «eUM  d^  barrooBische  Pol  von  «9, 
80  Ist  dieser  Pol  ein  von  p' yerscliiedener  Pnnlct  der  Geraden  jp; 
MM  geht  aber  die  hamuNiiache  Polare  d^  Piipkiei  q  doroh  den 
Pvnkt  »  iHid.aucb  durch  den  bariBonisehen  Pol  von  $a\  also  ftUt 
dieee  Polare  mit  der  Geraden  $p  Boaaninien»  d.  h.  9  ist  der  bar* 
monlacbe  Pol  von  9p\  und  umgekehrt:  ist  q  nicht  der  harmonische 
Pol  Ton  jp,  so  ist  p  der  harmootsebe  Pol  von  i^ .  Dass  aber  In 
einem  sugleich  p  von  $q  und  q  von  jp  harmonische  Pole  sind, 
kann  ofenbar  um  danfi  stattfinden,  wenn  t  der  harmonische 
Pol  von  06,  d.  h»'  der  Kegelschnitt  entweder  sich  anf  die  'Strecke 
Ol  &|  oder  auf  das  System  der  Geraden  f o,  $b  reducirt. 

Es  xerfallen  demnach  sämmtliche  Kegelschnitte,  welche  durch 
a  und  b  gehen  und  gUt»  hb^  berühren,  in  zwei  vOlltg  getrennte 
Gruppen:  in  Bezug  auf  alle,  welche  der  einen  angehbren,  ist  q 
der  harmonische  Fol  von  jp,  in  Bezug  auf  die  der  anderen  Ist  p 
der  harmonische  Pol  von  »q. 

Wir  fassen  zunächst  die  erste  Gruppe  ins  Auge,  welcher  auch 
die  Figuren  Taf.  Vll  Flg.  I.,  Taf.  vA.  Flg.  2.,Taf.  Vll.  Fig.  3. 
entsprechen* 

Gleichung   der  Mittelpuiiktscurve. 

Es  sei  (Taf.  Vll.  Fig.  1.)  M  der  Mittelpunkt  irgend  eines  Ke- 

Selschnitts  der  ersten  Gruppe,  m  und  mi  die  Mittelpunkte  der 
trecken  ab  und  ai6],  ig  parallel  a6,  unct  ausserdem  seien  die 
Geraden  imi  und  Mm  gezogen,  welche  letztere  die  Geraden  rp, 
IN7,  gnu  bezüglich  in  den  Punkten Jfc,  o,  /*  schneide;  ferner  sei  mh 
parallel  sp  und  treffe  $mi  in  A;  die  Gerade  vto,  welche  ab  in  e, 
11»!  in  w  trifft,  sei  ebenfalls  parallel  «o  und  gehe  durch  den  Punkt 
M.  Endlich  seien  noch  parallel  a6  die  Gerade  wU  welche  mh  in 
d  und  fp  in  t  trifft,  und  Mx  gezogen,  deren  Durchschnittspunkte 
9p  und  kq  x  und  %  heissen.    Man  setze 

fp=^,  tnA^ssr,  Mff—px^siTy  Jlno=p. 

Diess  vorausgesetzt,  so  kann  man  offenbar  die  Segmente  p 
und  r  als  die  Coordinaten  des  Punktes  M  betrachten,  Indem 
durch  diese,  von  den  festen  Geraden  gnii  und  mmt  begrenzten 
Strecken  der  Punkt  M  auf  lineare  und  einzige  Weise  bestimnit  Ist. 
Setzt  man  nSrolich  fest,  dass  ffir  die  Lage  dieses  Punktes  im 
Winkel  a  sowohl  p  als  r  positiv  sind,  so  wird  derselbe  in  den 
Winkeln  ß,  y  oder  6  liegen  müssen ,  jenacbaem  p  und  r  mit  den 
Zeichen  (4-)  und  ( — )»  (— )  und  (-f )  oder  (— )  und  (~)  behaftet  sind. 

Da  m  der  Mittelpunkt  der  Sehne  116  ist,  so  ist  die  Grerade  Üfm, 
der  Richtung  nach ,  der  der  Richtung  von  ab  zugeordnete  Durch- 
messer des  gedachten  Kegelschnittes,  oder  die  narmonische  Po- 
lare des  unendlich  entfernten  Punktes  von  ab,  und  weil  nun  die 
harmonischen  Polaren  zweier  Punkte  der  Geraden  ab  im  Punkte  A 
sich  schneiden,  so  ist  letzterer  der  harmonische  Pol  von  fi6; 
also  IM  und  k  zwei  zugeordnete  harmonische  Pole  der  Geraden 
Mm,  und  daher,  wenn  A  die  halbe  Durchmesserlänge  von  Mm 
bezeichnet : 
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Da  ferner  mi  der  Hfttelpiilifct  der  StreeiM  «i^  ist,  m  mi 
die  Gnaden  «^^  und  sm,  miC  den  TaBventeo  «0|  «ad  «ft|  hm» 
nkiich,  also  zwei  suseoranele  bamoiiiedie  Polaren  dum  halte  i 
Folgliifh  liegt  der  fiarmootache  Pol  der  Gerade^  «fr  anf  flB|;.a» 
gleich  aber  auch  aaf  der  harmonlachen  Polare  Mm  des  «aoülll 
eotfernten  Poaktee  von  tg,  folglich  Im  Dwrchaehiiitle  /  heidar  U 
nlen ;  es  aind  alao  aiieh  f  und  g  sageordnelo  harmoMde  M 
Ton  JVm,  und  man  hat  wiedemm 

Aus  den  Proportionen 

mA: :  ilfm =mp :  mv 


oder 


Qn4 


oder 


ilfA:  ilfiic=fnr:me3rno:Afoest{s  Ad 

=  ^— p  — r;«--p— r; 
MgiMmzs$xipx^9--riT 


^rnfsslUw  imh=:p:  n 


Mfi  Mm  ^=p  m^p 
ergeben  sich  die  Ausdrücke 


Mk.Mmz=ii    ^ ^Mm^t=sA^i 
n—p  — 


folglich  ist 


oder 


oder 


oder 


"f^^ff'^^^^'^^'^'^ 


»— p— r     r(ff— p) 


p(p-r)(jr-|i— r)  =»•(«— p)  (p— p— r) , 


p*  f «— jBJK^^  r%r -'rMF^ » 


p*  r* 


Mf 

»  midlMb  äMir 


Gleichutiff   4erjeiii|^o    Gurre,    welche    die    Mittelpaiikte    M 
aiDtl^cber  K^elschnitte  der  gedachten  Gruppe  enthält. 

Wesen  dej  letzten  Form,  in  welche    «ich   diese   Gleicliuiig 
ngen iSsst^  ist  nun  auch,  einfacher  aiis^edruc|^t: 

Jene  Gleichung  wird  durch  die  Coordinatenwerthe 
(p=O,r=0),  {pz^n,T=%  (p=:0<r=^)  und  {p=n,T  =  Q) 


nitt 
,  durch  die^vier'Ecken  dieses  Parallelogramms,  und^der  Mit- 
punkt der  erstemi  fiiUt  vAi  dem  MiUelpiinkte  der  Streeke  m$  hq» 
mmen. 

Fragen  wir  femer  nach  dem  zweiten  Punkte,  welchen  einmal 
i  Gerade  tp^  deren  detchung 

;,  das  anderemal  die  üerade  mA,  deNm  Clleichang 

p+r=» 
t,  mit  der  Cunre  gemefai  hat;  so  erhalten  wir  im  ersten  Falle: 

}i=J:0  und  rr=^, 
d  im  swetten 

r=:^0  uad  |iss9r, 

h.  diese  Geraden  {berühren  ,die  Curve  in  den  Punkten  $  und  m 

Man  kennt  also  vier  Punkte  und  die  Tangenten  in  zweien 
irselbes,  d*  b^  mebr  als  «ur  Zeichanng  der  Cur? e  aothig  Ist 

Inhalt  der  Ellipse. 

• 

ISs  ist  p  der  harmonische  Pol  der  Geraden  kn  in  Bezu^  auf 
den  Kegelschnitt  der  ersten  Gmpne;  also  geht  die  harmonische 
olare  des  Punktes  z  durch  den  Plinkt  p\  zugleich  aber  auch 
tcb  dem  harmonischen  Pole  von  MXf  weicher  der  unendlich 
itfernte  Punkt  von  Mm  ist;  also  sind  die  Punkte  i  und  v,  in 
eleiiem  Istzteren  die  Geredi»  Mx  fom  der  liüt  Mm  Mnillelen 
eraden  py  geschnitten  wird ,  zugeordnete  barroonisehe  Pole  ts« 


üb,  und  man  ktd,  wen  B  Hb  halbe 
,  die 


bt  mm  o  der  tod  den  sugeerdiieteo  Duithineeefre  Mm 
Mx,  mid  f  ^  der  conetaDte,  tod;  den  Geraden  tp  md   «p 
acUoiwene  Winkel,  ao  ist 

^  aint 

und  demnach 

ii«gHin»y=:^Jftii«,ny,«y^^j^~^ 

Die  Punkte  p  und  9  aind  mit  m  und  6  hamooiaeh,  also 

]Hfi.ni9=ma*=:l  ^  I  • 

und,  wenn  2i  den  FlScheiünhait  den  Dreiecke  mb  heaeichnat: 

ny  .«fr  •  ^*8in*t  CS  A*- 
Hieraua  folgt: 

J.  B.  ain^ssdbp.  A  V*^^^  • 

Der  Ausdruck  A,  B.slnm  ist  bekanntlich  im  Falle  der  UjrpoM 
der  Inhalt  der  Dreiedksiliciie,  welche  von  den  As3rmptotcn  wi 
einer  Tangente  begrenat  wird,  und  weiin  man  Ihn  Im  FaHe  ^ 
Ellipse  mit  der  Ludolphischen  Zahl  muttiplicirt,  der  laihalt  it 
Ellipse.  Dieser  Inhalt  wbd  abo  ein  Gr5sstes  oder  KMnates ,  j» 
nachdem  der  Tariabele  Thell  dieses  Ausdruckes ,  den  wir  asl  / 
beieichnen.  d.  L 

/äpV^-P— r, 

ein  Grosstes  oder  Kleinstes  wird. 

Fällt  der  Punkt  M  mit  demVunkte  m  xnsamineii,  Mir  wekki 
p^n^  f =0  ist,  so  ist 


oder: 


J.S.riD^ssAiT -» 


imd  Ikllt  derselbe  mit  n  mMnmeD»  für  welchen  p^^n,  rz=zQ  iel, 
80  ist 


Bestimmung  desGrOssten  and  KleiDsten« 

Ams  den  Gleichiingen 

p*^— jw»^=f*«— r«^  und  fsszp^^^p'^r 
ergeben  sich  als  DiferenxialqaolieQteD  yöd  f: 


9  ^p  — « 


Di«  BedingmigeD  eines  Grffssten  oder  Kleinate«  sind  demmcii 

3r^js=0  oder  j— p— r^O, 


d.  k 


1)  r=^9  and  p=s^«+y  J*«_|»p; 

^  r=|^  nnd  psO. 

AoM^dem  wird  f  aneh 

4)  durch  rssO  ond  psO  gleich  Ndl. 

Dagegen  eatspifeht  die  Bedingnng  2r— ^s:0  weder  einem  GrSss* 
ten  noch  einem  Kleinsteo.    Uenn  fflr 

r«sj^  ist  P=j»±2V«(»— e). 
aino 
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und 

9-p~r'_  1  TVi-V^^=^ . 

Entsprftcbe  nao   die  Bedingang  2r— >p=0    «Den 

Kleinsten»  so  müeste  aucli  die  damit  identtoche  9p — »=i: V  M'-ii 
einem  solchen  entsprechen,  nieö,   da  in  diesem  Falle  dw  GfftM 

/weder  s=:Oy  noch  =od  Ist,  die6rOsse/*(r)  färip — Jr=dtV«(»-fj 
entweder  :=0  oder  =oo  werden»  was  unmoglieh  Isk,  es  wi  deaL| 
dass  »ssf. 

Neben   den  Fällen  3)  und  4),  ffir  welche  fy^sQ  ist,  sM 
diejenigen  aiifzufllhren,   wo  /=Q0.    Diese  hMehea  sMi  nf 
unendlich  entrernten  Punkte  der  Mittelpnnktscanre»  welche  '' 
her  nur  Parabeln  aogehOven  kOniMn»    . 

Das  Hauptinteresse  der  gegenwärtigen  (bitmoiAong  «Wr 
nehmen  die  Falle  1)  und  2)  in  Anspruch ,  in  welcäen  die  6r«w 
f  einen  begrenzten  Werth  hat« 

» 

Konstruktion  des  Mitielpuaktes  der  grSasteo  eidiier 

kleinsten  Ellipse. 

J. 

Sind  p^  und  p*  die  Werthe  von  p,  welche  demjenigen  m 

1 
r=^^  entsprechen,  so  ist 

2 
p^+ff:s:n  und  p'.p*'=Q «^ ;- 

die  Konstruktion  derselben  läuft  also  auf  die  Elementar -Arf^i-^ 

1    2 
hinaus:  ein  gegebenes  ReAteek  «sB^f^Asr  ki  ein  anderes  t«^ 

gebenem  Umfange  sz2n  zu  verwandeln. 

2. 

llan  halbire  die  Strecken  ab  und  a^^i  in  dea  Puid^tcA  »^ 
nti9  lege  durch  die  Paukte  a,  6. einen  Kreis  and  durch  «i^i  (i^ 
zweiten,  welcher  jenen  in  zwei  Punkten  schneidet;  ziehe  mj^ 
meiaschaftliche  Sehne  beider  Kreise  und  um  denieaigeo  hm 
In  welchem  diese  Sehne  die  Gerade  abogki  truRyiait  ds^ 
Halbmesser  von  der  Länge  der  Tangente,  welche  von  dcnj* 
Punkte  an  einen  der  Kreise  gel^*  ^'^4  eineb  dritten  Kren;  < 
schneidet  letzterer  die  Gibfi&  m^b^    m  den  Plinktenp  ««f 


Hau  ziehe  sodann  sp  (oder  jy),  theile  dieselbe  In  s  ^ 
stalt,  dass  <a?=2pj?,  und  lege  durch  jc  mit  abüibi  eiae  Pv' 
lele  ex.  Hierauf  ziehe  man  jm|,  halbire  nifik  und  Imc  dorA  ^ 
res  Mitt#ipmilEt  eine' Parallele  mit  itiii,  welche  dieUemiif  e'f 
Punkte  'fi  schneidet.    Endlich  ziehe  man  «fi,  welche  sieiM 


PmUe  IT  treib»  «fid  doidl  x  «ine  PüralMe  mtt  $miy  wdebe 
aö^iöi  in  t  trefe. 

JeUt  beschreibe  man  über  der  Strecke  tmi,  als  Durchmesser^ 
einen  Kreis,  lege  an  denselben  durch  0  eine  Taoeente  und  be- 
schreibe mit  dieser^  als  Halbmesser,  um  tf.  einen  Kreis ,  welcher 
übüibt  In  fi  und  10  schneidet;  diese  letaleren  Punlcte  endlich 
verbinde  man  mit  s  durch  zwei  Gerade}  so  treffen  dieselben  die 
Gerade  ex  in  den  Mittelpunkten  M,  M  der  gesuchten  Ellipsen. 

3         3 

Ea  ist  nfimlicb  nach  dieser  Konstruktion  ni|0=3^ei*5:^  mmi^ 

3 
vod  «it.TsssAjrssjmii»;  hievans  folgt: 

WO  p'  imd  ff"  diejenigea  Wertbe  von  p  bedMten,  welche  dea 
beiden  DorcDsohnittspunkten  der  Blitteinnnkfcscarre  pnit  der  Ge- 
raden 9x  entsprechen«  JSeaeichaen  wir  oiese  Punkte  mit  JV  und 
tPt  ao  bat  man: 


und 


pnij— Äftr  :|wnx  ss/i' +  TP  •  (? » 


also  W»^M'x\pmirAff-^" :  e  f 

oder 

Aber  der  Pmikt  f*  halbirt  nicht  nor  die  Strecke  MM^  sonder» 
aach  die  Sehne  M'M"  der  Mittelpunktscurve,  weil  die,  die 
^trecke  mm«  ond  tf*  halbitendo  Gerade  die  lianmenische  Polare 
des  mMsdlicIi  entfcralen  Punktes  vo«  «r  in  Besag  auf  diese  Curvor 
M.    Also  UlM  die  Pmri^te  MJI  mit  den  Pmifcten  »,  HF  mi- 


l- 
iar die  Konstruktion  nui^  das  Lineal  und  ein  beliobig 
gebebt ner   fester  Kceis  mit  gegebenem  Mittelponkte  an  Cebote, 


173 

M  tfibiiide  HNUi  9kK9tk  baHebigan  Pupikt  ^  diese«  Ki^ee  «Ü 
den  PankCen  o,  A,  cf«,  6|  durch  gerade  Linien,  wakke  deoaelbeD 

in  den  Pankten  Of  §9  «i,  ßi  adineiden;  sieke  die 


xum  zweitenmaie 

Geraden  oa^  und  ßß^  deren  Durchadinitt  jf  sei,  und  die  Geraden 
ußi  und  ßaif  deren  üarchackoitt  /  sei;  siebe  die  Gerade  f/  und 
verbinde  den  Pnnict  B  mit  den  Panicten,  in  weichen  yf  des 
Kreis  schneidet,  durch  zwei  gerade  Linien;  so  treffen  diese  die 
Linien  060161  in  den  Punkten  p  und  9. 

Jetzt  lege  man  durch  den  Punkt  s  irgend  eine  Gerade,  wckbe 
den  segeiienen  Kreis  in  zwei  Punkten  schneidet,  verbinde  die  Durdh 
scbnittspunkte  mit  dem  Hittelpunkte  des  Kreises  durch  zwei  Ge- 
rade und  die  Punkte,  wo  diese  den  Kreb  zum  sweiteamaie  sebnei- 
den,  miteinander  durch  eine  gerade  Linie;  so  ist  letztere  mit  der 
durch  $  gezi^nen  parallel,  und  es  ist  nun  kraft  der  Eieensdiaft 
des  Trapezes  ein  Leichtes ,  die  durch  §  und  «6%6^  bearenzta 
Strecke  §9  diese  letzteren  im  Punkte  X  zu  halbiren.  Man  balbire 
nun  noch  eine  zweite  solche  Strecke  tv,  welche  den  Kreis  schnei- 
det, im  Punkte  x»  ziehe  vi  und  dn,  die  sich  in  s  schneiden,  so- 
dann «^,  welche  dv  in  £  trifft,  femer  £^,  wetcne  vi  in  i^  trifl, 
und  oip9  welche  iv  in  ^  trifft  Endlich  verbinde  man  die  Punkte 
^  mid  w  mit  einander  durch  eine  Gerade,  so  bat  man  die  Linie 
ex.  -.Mittels  dieser  oder  auch  der  Llhie  In  Icann  jnau  nun  die 
Strecken  06  und  0|6|  .in  m  und  m^,  und  sofort  die. Strecke  ms^ 
halbiren,  und  verbindet  man  den  Mittelpunkt  der  letzteren  mit 
demjenigen  Punkte,  in  welchem  tm  von  Ijc  geschnitten  wird,  durch 
ebe  Gerade,  so^  schneidet  diese  die  ex  im  Punkte  a,  welcher  mit 
g  verbunden,  wie  in  2),  den  Punkt  a  bestimmt.  Um  nun  auch 
noch  den  Punkt  t  zu  finden,  ziehe  man  von  p  nach  dem  Mittel* 
punkte  von  <m«,  welcher  auf  ix  liegt*  eine  Gerade,  ziehe  miXg 
und  verbinde  den  Punkt,  wo  diese  beidira  letzten  sich  treffen, 
mit   dem   Punkte  $  durcb  eine  Gerade,  so  schneidet   dieee  die 

a6at6|  in  v. 

•      • 

Cm  nun  endlich  die  Punkte  ^,  »  und  sofort  M,M  ani  finden, 
wiederhole  man  dasselbe  Verfahren,  wodurch  oben  die  Punkte 
p,  9  gefunden  wurden,  indem  nmn  die  Punkte  a  und  6  (oder 
auch  Ui  und  61)  mit  mi  und  v,  und  die  Punkte  Ui  und  6|  (a  und 
6)  mit  0  und  dem  unendlich  entfernten  Punkte  von  abiib^  ver- 
tauscht Wählt  man  nämlich  auf  dem  festen  Kreise  einen  solchen 
Punkt  Bf  welcher  zogleich  auf  einer  der  schon  vorhandenen,  oder 
noch  zu  ziehenden  mit  a60|6t  parallelen  Linien  liegt,  so  schnei- 
det diese  Parallele  den  Kreis  zum  zweitenmaie  in  ßi,  die  Grades 
Ani,  üt,  JSs  in  e,  /},  o^  u.  s«  w. 

Es  sind  nämlich  such  hier  die  Punkte  wi,  m  sowohl  nsit  04 
«od  r  als  mit  s  und  dem  unendlich  entfernten  Punkte  hnraianinfh 
was  aus  Folgendem  erhellt:  Betrachtet  man  das  der  Mitlelpankte- 
curve  eingeschriebene  Dreieck  smau  und  das  von  den  Tangunten 
in  «,  m,  m.  uebildete  Dreieck,  so  folgt,  dass  die  Tangente  in  04 
nach  dem  Mittelpunkte  k  von  sp  gebt ;  folglich  ist  k  der  härm. 
Pol  von  emi  Ita  Bezug  auf  diese  Curve.  Daher  geht  die  harm^ 
Polare  von  e  durch  k,  zugleicb  aber  auch  durch  den  vinrtefe  hai^ 
montochen  Punkt  zu  «,  e,  m|,  weicher  ebensoweit  von  m|,  als  aii 
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▼Oll  t  eotfenit  fet;  folgliek  trlA  dfeM  Pöbm  die  es  In  denn,  den 
e  sugeordneten  Imrmmiieclieii  Pole  ^  dergeetalt»  dase 


Da  mm 


«l:^Mis=g:^f  oder   ef=x^fifii|  ist 


iet»  so  liegen  <»  )  und  t  in  einer  Geraden  n.  s«  w. 


.  Determination. 

Berücksichtigt  man  die  gegenseitige  Lage  der  geffebenen 
PimlUeiipaare  a  und  ö,  Oi  und  6|»  so  lassen  sich  folgende  drei  wo* 
eentlich  verscbfedene  Fälle  unterscheiden;  entweder 

a)  liegen  die  Punkte  a  und  6  zwischen  den  Punkten  o.  und 

»I  (Taf.VlI.  Pig.  1);  oder 
fr)  die  Punkte  u«  und  fr«  liegen  zwischen  a  und  fr  (Taf.  Vif. 

Flg.  2)  oder  * 

e)  beide  Pnoktenpaare  schliesseo  einander  aus  (Tat.  VII.  Flg.  3). 

£ia  vierter  Fall:  dass  nur  einer  der  Punkte  a  und  fr  zwischen  a^ 
und  fr|  liege,  ist  nicht  denkbar,   well  dann  nothwendig  ei<ie  der 

fegebenen  Tangenten  einen  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegenden 
*iinkt  enthielte. 

Jene  Pnoktenpaare  sind  daher  jedenfalls  ungleich  liegend, 
und  daher  ^bt  es  allemal  zwei  Punkte  p  und  q,  welche  mt  bei* 
den  harmonisch  sind.  Diese  Punkte  liegen  in  den  bez«choeten 
raien  «)  und  fr)  ausserhalb  der  Mittelpunkte  m,  m|  der  Strecken 
aöf  a^fri.  Im  dritten  dagegen  zwischen  diesen  Plinkten.  Insbe« 
solidere  besteht  der  charakteristische'  Unterschied  der  FäNe  n) 
und  fr)  darin,  dass  in  jenem  die  Strecken  pm  und  qm  kleiner,  in 
diesem  dagegen  grosser  als  pmi  und  ^nii  sind.  Da  nun  in'  der 
ohen  gegebenen  Eiitwickelung*  welche  sich  auf  den  FaM  a)  stützte, 
die  Lisge  der  Strecken  ^  und  ft,  d.  i.  sp  und  mh,  gegen  die  Ge- 
raden pg  und  ftsi  als  positiv  angesehen  wurden,  so  sind  diesel- 
ben im  Falle  c)  ebenfalls  beide  als  positiv,  im  Falle  fr)  dagegen 
^  als  positiv,  n  als  negativ  zu  behandeln.  Daher  erhält  in  die« 
sem  letzteren  Falle  die  (rleichung  der  Bfittelpunktscurve  die  be- 
sondere Form: 

P*^ +P«^ ——'■»  +  •«?  > 

welche  offenbar  die  einer  Ellipse  ist,  w&hrend  dieselbe  im  Falle 
c)  ebenso  wie  in  s)  eine  Hyperbel  darstellt.  Doch  besteht  zwi- 
schen a)  und  c)  der  Cnisrsebied,  dass  dort  n  kletner  als  p,  hi^r 
aber  n  grosser  als  p  ersdieint« 

Anch  durch  blosse  Anschauung  kann  man  sich  von  der  ver« 
schiedenen  Gestalt  der  Mittelpnnktscurve  in  den  drei  Fällen  einen 


/ 


m 

genten  dieser  Cqrve  «ind,  «a  mnM  dieselbe  eine  BypeMM 
wo  wie  in  a)  ond  c)  tilgend  ein  Punkt  iiii  derselbM  nlA  tvi- 
Bchen  diesen  parallelen  Tangenten  lieigt^  und  sie  nrnss  eiBe  EXm 
sein,  wo  wie  In  b)  der  Funkt  mi  xwisclien  diesen  Taiwan 
liegt  Diess  letztere  liess  sieh  auch  Ton  vornherein  erwaita: 
denn  da  hier  die  gegebenen  Taneenten  zwischen  den  Punkte  j% 
b  hindurchffehen,  so  konnte  der  Kegelschnitt  keine  PSarabel  «n. 
also  auch  oie  Mittelpunktscörve  keine  unendlich  entferntes  Pvkle 
enthalten. 

Die  beiden  Zweige  der  Mittelpunktscnrre  sind  in  des  Fai* 
len  a)  und  c\  durch  die  Tangenten  gp  und  mh  vdU^  von  cim^ 
getrennt.  Icn  behaupte  nun»  dass  in  diesen  Ffillen  demoige  Zwe^ 
welcher  den  Punkt  m  enthält,  nur  Yon  Ellipsen»  and  der  andot 
nur  von  Hyperbeln  die  Mittelpunkte  enthalte.  Denn  ans  des  all|!^ 
gemeinen  Eigenschaften  der  harmonischen  Pole  und  Polaren  efgiw 
sieh,  dass  die  harnonisclie  Polare  eines  ausserhalb  des 
Kegelschnittes  gelesene  Punktes,  «renn  dersel^ 
eine  Ellipse  ist,  jedesmal;  dagegen,  wenn  er  tiie 
Hyperbel  ist,  uieoials  zwischen  ;^eneni  Punkte  ib^ 
dem  Irlittelpunkte  des  Kegelschnitts  hindnrcb|;elie 
Nqir  aber  ist  der  Punkt  k  allemal  der  harmonische  Pol  dtf  Ge- 
raden pq  in  Bezug  auf* den  Kegelschnitt,  dessen  Büttelpmi^t  X 
HU  Ulm  zwar  ein  ausserhalb  dieses  Kegelschnitts  liegender  Pv^i» 
weil  die  Gerade  pq  denselben  in  zwei  Punkten  «r»  h  scbsald; 
und  welche  Lage  auch  man  einer  durch  m  gehenden  Gerades^ 
ben  mag,  immer  whrd  der  Punkt  m,  und  mit  ihn  tnglei^  it 
Gerade  pq^  zwischen  die  Punkte  k  und  M,  in  wekheo  sie  4* 
Gerade  ip  und  den  durch  m  gehenden  Zweig  der  MitleiponkiBCVW 
s^hpeidet,  niemals  aber  »wischen  die  Punkte,  in  wekLeasief 
und  den  durch.«  sehenden  Zweig  schneidet,  zu  liegen  komBCB» 
Also  gebort  der  Punkt  M  im  ersten  Falle  niemals  einer  Byper- 
bei»  und  im  zweiten  niemals  ^er  EUipse  an.  Den  Debeigii^ 
Von  der  Schaar  der  Ellipsen  zn  der  der  Hyperbefai  bilden  iv« 
Parabeln»  deren  Amteipnnkte  die  unendlich  entfernten  Punkts  i» 
Mittelpunktscurve  sind. 

Der  Ausdruck 


9^9 


wekher  io  a)  und  c)  dem  Werthe  r^s-f  entspricht,  ist  Innff 
reell  im  Falle  c),  wo  9r>^;  kann  aber  imaginär  werden  IrnFale«^ 
wo  9r<^,  und  ist  nur  danin  auch  hier  leell»  wenn  9sK^8f  i«t 

'  Dass  Im  FsNe  6)  der  Wefth  flir  p^  wenn  r=:s-^,  Hnncrmf 
ist,  geht  in  Ueheiekistinniiing  mit  dem  AjtsdntdbB 


2h  daimu«  hervor,  das«  die  Ettlp^,  welche  die  Pankte  m  und 
Dthfilt,  von  ieder  Geradeu  Mx,  welche  mit  pg  parallel  i«t  und 
ischen  «  «PHLiRf  Hegl»  geschitttf»  wff«|#o  mn^ip, 

Bft«e  OmpIfvM»  W  99oh«  oh  In  den  Punktet»  KT  ;der,|l^oo- 
uktion  f&r  die  einzelnen  Fälle  a),  6),  c)  ein  Grosstee  oder  ein 
»instee  ren  ^  stattfinde?  Suchen  wir  zu  diesea  Zwecke  den 
eiten  DUTerenaialqnoticnten  von  f,  «o  erhalten  wir  för  die  Fille 
und  c) : 

io,  weno  hier  i's^jf  gesellt  wird: 

I ^ — '^ 

►  sowohl  V  j»*  —  gw^  als  V  ^ — ^ — r  positive  Grussen  sind» 

d  das  obere  Zeichen  dem,  dem  Punkte  m  zunächst  liegenden 
inkte  M^  das  untere  dem  entfernteren  entspricht.  Wir  schlies- 
n  hieraus f  das  für  dei|  ersteren  Punkt  M  die  Grosse  f  ein 
einstes»  fQr  den  anderen  ein  'Grösstes  sein  muss.  Verlolgen 
r  also,  vom  ersteren  Punkt  M  in  der  Richtung  nach  m  aus- 
hendy  den  Lauf  der  ganzen  Mittel  punktscurve,  so  ist 

im  Falle  a):  die  Grosse  /*  zuerst  ein  Kleinstes,  wächst  sodanii 
d  erreicht  in  m  den  Werth 


.\ 


«VF 


9t» 


Ichst  sodann  fortwährend,  wird  im  unendlich  entfernten  Punkte 
lendllch  gross,  nimmt  dann  nach  dem  Cebergange  zum  anderen 
veige  fortwährend  ab,  geht  im  Punkte  %  durch  Nult  hindurch, 
Eohst  wieder,  erreicht  in  si  den  abaeiaten  Werth 


jr 


V^ 


hrt  dann  fort  zuzunehmen,  wird  im  zweiten  unendlich  entfernten 
inkte  derCurveunendlieb  gross,  nimmt  wieder  fortwährend  ab,  geht 

iiii  wieder  durch  ^ull  hindurch «  wächst,  wird  im  anderen  Punkte 
^  ein  Grosstes  und  kehrt  abnefaiAeno  zum  anfänglichen  Kleinsten 
irück: 

im  Falle  c)  dagegen  ist  /zuerst  ein  Kleinstes,  wird  in  m  gleich 

»  ^     ■ 

lebst  bis  ins  Unendliche ,  nimmt  ab  bis  zu  Null  (in  #),  wird  im 
^ren  Punkte  Jf  ein  Grosstes,  nimmt  wieder  ah  bis  Null  (ioini), 
ird  wieder  unendlich  gross,  nimmt  ab  zunächst  bis  zu 


mant  weiter  ab  und  kelnt  sooi  asfliigüches  Klefaisleii 

Der  Fall  ,h)  seiebnel  eich  anch  iiief  vor  den  Mdea  «ttderea 


ans.    Da  jetet  dea  elae  Werth  voo  p  ikr  ic^of  M^jB^^  M»  ^^ 

aucli  f^pV 9^p—r  negativ  wfirde»  wäe  onetatthaft  ia^  aoniies 
man  sich  erinnern,  dass  von  Hans  aus 


/  ist  also  allemal  pesitir,  wenn  bei  positivem  p  das  obere,  bei 
negativere  p  das  untere  Zeichen  gewählt  wird.    Je  nacbdeni  aber 

f=±,vy/Q'-p—T  ist,  moss  anch /*(•)  das  Voraeicben  Jb  erhal* 
ten,  onne  aass  sonst  der  AusdracK  oanir  eine  Aeaderaog  ctiel- 
det.  Schreibt  man  also  vor  den  -obeA  gegebenen  Ansdr«ck  voe 
f{p)  das  Zeichen  db  und  sugleich  statt  n^-— sr»  so  wird  derselbe: 


wo  das  obere  Zeichen  ßlr 


das  untere  dagegen  flir 

ZU  nehmen  ist    Da  nun  (2r — ^)*='~(  j)    *^  *^  ^^^  f^W*  *^ 

wohl  (Qr  |»:=p'  als  p^p"  negativ,  und  es  ist  somit  /in  bddee 
Fällen  ein  Grusstes. 

Diese  beiden  Maalma  sfad  aber  einander  heineswegee  gleich; 

VI         2 
-r^-^K  ^  das  Messe 

Wurzelzeichen,  bo  ist  das  erstere 


das  letztere 


■  « 


werans  unmittelbar  ersichtlich  Ist,  das  letat<?tes  griSsser 
steres  ist. 


V«h«rhMpl  sind  die  In  den  RillflB  i^,  A)  nwk  c)  gefimden^n 
Grtosten  and  Klein#ten  es  bloM  m  relativem  Sinne«  «L  h.  in  Be- 
sas  auf  Ihr«.  MacUbam^rthe»  mit  aUeinigv  Ansnahnie  de^genigen, 
welches  Im  Falle  b)  dem ,  dem  m  anofichst  Uegead^n  Punkte  JU 
entspricht 

VerdeltAen  wir  jetzt  Taf.  VII.  PI».  2.,  se  finden  wir,  daaa  f  In 
dem  anletst  gedachten  Punkte  M  ein   Maximum  ist,   nach  »r  ^In 

abnimmt.  In  m=9rV^-f'v  iat,  fort  und  fort  abnimmt,  tn  mi  durch 
Null  hindurchgeht,  wieder  zunimmt,  im  andern  Punkte  Ja  einen 
rekiÜT  grOsalen  Weith  erreicht,  sodaon  wic^der  abnimmt,  in  t  won 
Neuem  durch  NuH  hindurchgeht,  dann  zunlchet  in  n  die  GrOaae 
»V«  und  endlich  wieder  den  absolut  grSsaten  Werth  erreicht. 


Der  blosse  Anblick  der  drei  Figuren  reicht  hin,  uni  sich  zu 
fiberzeugen,  dass  die  hi  den  Fällen  a),  6),  c)  gefundenen  Ver- 
schiedenheiten, welche  von  vornherein  durch  die  gegenseitige 
Lage  der  Punkte  m,  ifii  und  p  bedingt  sind,  sich  nictif  änderen, 
wenn  man  den  Punkt  p  mit  dem  Punkte  a  vertauscht,  und  somit 
ist  durch  diese  einzige  Bemerkung  auch  nie  anfangs  In  Aussicht 
gestellte  Theorie  der  zweiten  Gruppe  von  K^elschnitten  gegeben. 

Mit  Rficksicht  hierauf  können  wir  daher  jetzt  das  Ge.'iamrot- 
lesttltat  der  vorhergehenden  Betrachtungen  In  folgenden  zwei  Lehr- 
Sätzen  aussprechen: 


Lehrsatz    1. 

s 

I    ' 

a)  Die  Mittelpunkte  sämmtlicher  Kegelschnitte, 
,w«icbe  awei  Punkte  und  zwei  Tangenten  genrein  ha- 
ben, sind  auf  die  Umfänee  cweter. Kegelschnitte  K  ver- 
theilt»  welche  unter  sich  folgende  vier  Punkte  geroein 
hahens  den  D«trchsdinittsp»nkt  $  der  gesehenen  Tan- 

Senten,  den  Mittelpunkt  m  der  gemeiitsebaftlicben 
ebne»  den  Mittelpunkt  Wi  der  Strecke^  welche  auf  der 
gemeinschaftlichen  Sekante  durch  die  gegeberren  Tan- 
genten bestimmt  wird,  und  den  Punkt  n,  welcher  mit 
s,  m  und  fii|,  als  Gegenecke  des  leti^teren,  ein  Paralle- 
logramm bildet. 

b)  Bestimmt  man  zweiPuuktep  und  q^  welche 

wohl  n^it  den  gegebenen  zwei  Punkten  als  mit  den, 

gegebenen  Tangenten  sngehori^en  Punkten  harmo- 
nisch sind,  und  verbindet  beide  mit  dem  DurchschoUte 
der  Tangenten  durch  zwei  Gerade  sp,  $q;  so  beränrt 
ein  jeder  der  beiden  Kegelschnitte  A'»  der  eine  die 
eine,  der  andere  die  andere  von  diesen  Geraden  .Im 
Durchschnitte  der  gegebenenTangenten,  und  ausserdem 
im  Punkte  m  eine  mit  dieser  Geraden  parallele  Linie. 

Theil  \IV.  25 


e  So- 
den 


^7»  »     ^ 

c)  Di#  Kegelndbsifte  K  sind  beide  eatwetfef  twel 
Hyperbeln,  deren  Sehnen  iimi|  vnd  sii  infterbalb  der- 
eelDen;  oder  zwei  Hyperbeln^  ,dereii  Sebnea  jüiNi  nnd 
m  ansserhab  derselben  liegen,  oder  swei  Bliipseii, 
/enachdem  die  gegebenen  Punkte  zwisdien  dea  Da'rch- 
•  chaitlea  der  aegebenen  Tangealc«  and  ibrer  l^erbin- 
daagallnie,  oder  völlig  ausaerbalb  deraelbea,  oder 
letztere  awischea  den  ersteren  liegen. 

d)  Im  ersten  und  zweiten  der  so  eben  anterachie- 
deaen  Fftlle  gibt  es  nnzlThlige  Ellipsen  and  Hyper- 
beln, aber  aar  Tier  Parabeln,  weleb^  dnrcb  die  gege- 
benen Pnakte  gehen  and  die  gegebenen  Geradea  be- 
rflhren;  n&mlieh  alle  Punkte  derjenigen  beiden  Zweige 
der  Kegelschnitte  K,  welche  die  gemeinschaftliche 
Sehne  in  m  halbiren,  sind  Mittelpunkte  ron  Ellipsen, 
und  alle  Punkte  der  beiden  anderen  Zweige,  welche 
den  Durchschnitt  der  gemeinschaftlichen  rangentee 
enthalten,  sind  Mittelnonkte  von  Hyperbeln,  w&brend 
nur  die  vier  anendlicn  entfernten  Punkte  derselbei 
Parabeln  angehören.  Im  dritten  Falle  dagegen  sind 
alle  Punkte  der  Keaelscknitte  iK^ohne  Ausnahme  bloss 
Mittelpunkte  von  Hyperbeln. 


Lehrsatz    2. 

Unter  sftmmtllchen  Kegelschnitten,  welche  zwei 
gegebene  Punkte  und  zwei  gegebene  Tangenten  ge- 
mein habea,  gibt  es: 

a)  wenn  jene  Punkte  zwischen  diesen  Taagaatea 
liegea,  entweder  zwei  (relativ)  grösste  and  zwei  (relativ) 
kleinste  Ellipsen,  oder  nur  eine  (relativ)  grOaale  aad 
eine  (relativ)  kleinate,  oder  keine  von  beiden; 

6)  wenn  die  gagebeaea  Tangenten. die  gegabeaea 
Puakte  ausschlieasen,  sa  gibt  es  allemal  zwei  (ralaliv) 
kleinste  Ellipsea  üad  zwei  Hyperbeln,  deren  Aaym- 
ptotendrelecke  relative  Grösste  sind; . 

c)  wenn  die  gegebenen  Taagenten zwischen  den  ge- 

B ebenen  Punkten  nindurchgehen,  gibt  es  allemal  vier 
iyperbeln,   deren  Asymptotendreiecke,   die   einen  re* 
lative,  die  anderen  absolute  Grösste  sind. 

d)  Die  Mitelpunkte  aller  dieser  Ellipsen  und  Hyper- 
beln liegen  in  einer  geraden  Linie,  welche  mit  der  ge- 
meinschaftlichen Sehne  parallel  und  doppelt  soweit 
▼on  dem  Dnrchschnittspunkte  der  vcB^eliiscbafllichea 
Tangenten  als  von  jener  Sehne  entfernt  Ist 
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Besondere    Fälle. 

» 

Der  behandelten  aligemelnen  Anff^be  laeseo  sieb  folgende 
FSlIe  sobordlniren  i  1)  wenn  die  georebenen  Punkte  sich  vereinigen, 
wodurch  ihre  Verbindungslinie  zur  Tangente  wird;  2)  wenn  die  nei- 
dengegebenen Tangenten  einen  gestreckten  Winkel  bilden,  wodurch 
ihr  Durchscbnittspunkt  sum  gemeinschaftlichen  Berührungspunkte 
wird»  vmA  3)  wenn  der  Ber&rungspunkt  der  einen  Tangente  in 
den  einen  der  beiden  gegebenen  Punkte  föllt  — •  tls  soll  hier  der 
erste  dieser  Fälle  noch  behandelt  werden.  Er  betrifft  die  Aufgabe: 


Unter  alleneinen  gegebenenDreiecke eingeschrie-' 
besen  Ellipsen,  weldie  eine  Seite  desselben  In  einem 
gegebenen    Punkte    berflhren,     die   grdsste    und    die 
kleinste  an  finden. 

Da  hier   nr=zff  Ist,  bo  gebt  die  Gleichung  der  Mittelpunkts-^ 
oirTe  in  dM  FäUea  a)  und  c)  in  folgende: 

d.  h.  fai  die  beiden  einfachen  p-f  rss^  ^^^  P — t^O»  und  folglich 
die  CuTVe  selbst  in  ein  System  zweier  Geraden  über.     Die  eine 


r  Geraden  ist  sm  oder  sp,  die  andere   verbindet  den  Punkt 
«1  mit  der  Mitte  von  tm» 

Im  Falle  b)  behält  iene  Gleichung  die  Form  der  Ellipse;  er 
ist  aber  unmöglich«  weif  keine  Tangente  durch  den  Berühmngs^ 
puukt  m  einer  anderen  Tangente  geben  kann. 

Der  Ausdruck 

wird  Jetzt  Ulnsorisch,  da  A^^  ^'^^  ^—»=0  wird;  wir  mffssen 
ihn  daher  zum  Behuf  der  Anwendung  auf  den  Jetzigen  Fall  erst 
umformen 4  indem  wir  auf  den  früheren: 

surflckgehen 

Es  ist  nämlich 

£_  — jC2a  and  mq=:qmi'^nini^, 


folglicb 


9 


i|ber 


—=(^)='-'-- —=<->•■ 


well  mit  o  nod  A  auch  m  und  p  zusamoieiilUlen;  abo   ist,  wenn 

« 
nnd 

il*l?«8inV=[(A«ii*i)'-*(A««i»i)*]  ^^"T^^  • 

Dieser  Ausdniclc   wird   =0,  wenn  p-f  1^=^»  d.  b.  jede   Ellipse, 
deren  Mittelpunkt  der  Linie  sm  aeseMrt;  ist  r=:0.    äetzt  man  da* 

gegen  p^r^O  and  zngleicli  i^^^^t  so  ist 

il«iWsin«9=^  [(Aiih6,)»-4(l«wfO*), 
und  dieser  Ausdruck  ist  ein  GrSsstes,  weil 


r« 


=-5  V  ?*• 


Denkt  man  sich  endlich  den  gegebcmen  Beriihranj^spankt  Ferinde^ 
lichf  so  wird  A^BHiD^<p  um  so  grosser»  je  kleiner  das  ^Dreie<^ 
ffnnti  d.  h.  die  Strecke  mmi  wird,  und  wird  demnach  ein  Haxi- 
mum  maximorum ,  wenn  m  mit  m^  zusammenßillt  Dann  ist»  weoa 
n  die  Ludolphische  Zahl  bezeichnet,  der  Inhalt  der  Ellipse 

E  =A  .B,n.  sin^  =^  g-»  V^«  A'^^i  > 

die  Linie,  deren  Gleichung  p — rsO,  flUlt  mit  der  Linie'  Mi,  nnd 
daher  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  mit  dem  Schwerpunkte  des 
Dreiecks  Soibi  ansammen. 
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Lehrsatz    3. 

DerHittelpunkt  der  grSssten  anter  alleoElIipseo» 
welche  eio^m  gegebenen  Dreieck  eiDgeschrieben  sind 
und  eine  Seite  desselben  in  einem  gegebenen  Punkte 
berfihreu«  ^ist  der  Schwerpunkt  desjenigen  Dreiecks» 
welches  von  dem  gegebenen  Beruhrungspunicte»  von 
dem  Mittelpunkte  der  bedachten  Seite  und  von  deren 
Gegenecke  gebildet  wird,  und  zwar  ist  der  Inhalt  die- 

«er  Ellipse,  multiplicirt  mit  "sz"«  die  mittlere  Propor- 
tionale zwischen  den  beiden  Dreiecken,  in  welche  das 
gegebene  Dreieck  durch  die  nach  dem  gegebenen  Be- 
rObrung^punkte  gehende  Transversale  zerlegt  wird. 


f  • 


Lehrsatz    4. 


Der  Hittelpunkt  der  grOssten  unter  allen  Ellip- 
sen, welehe  einem  gegebenen  Dreiecke  eingeschrieben 
werden 'kSnnen,  ist  der  Schwerpunkt  dieses  Dreiecks, 
und  die  Berflhrungspunkte  sina  die  Mittelpunkte  der 
drei  Seiten;  und  zwar  verhält  sich  der  Innalt  ^eser 

Ellipse  zum  Inhalte  des  Dreiecks  wie  niZV^* 


Ihre  DilerentialgleicbuDg 

(2')    ay  +  ßx+&i-lg^ax+y)^r^O. 

Dass  (1)  und  (2)  parallel    siod   and  daas  erslare  die  Eotfer 
nung  der   tetatareB  yim  Pukta  a^,  y  halUrt,    M  bekmt 
Usat  sieh  aua  dm  Gleicbnogen  eraeheo. 


Ea  laaaen  atch  achon  laicht  folgende  ReanKate  aagdbeftt 

Am  Gleidioog  (1)  iai  eralchUloh ,  daaa  aicfc  alle  Aa;fHiptolea- 
chorden  dann  Im  Anfaagapiinkte  acboaiden,  waoo  die  oami  das 
Polea  ein  Kegelaclinitt 

^  +  2aa:S  +  ßafi^M=9 

iat.  Nan  lat  aber  dieaer  der  ^gebenen  Dtrectrix  äholidi  nd 
Ähnlich  liegend  und  achneidet  aie  diierdiea  in  denaeiben  beiden 
Punkten,  wie  die  Pobre  dea  Anfangapunkteaj  da 

Mieraua  ergibt  rfdi  also  «nnittelbar  der  Saib: 

S<;hneiden  aicb  ähnliche  (and  ähnlich  liegende)  KegelaclMtte, 
waa  immer  in  zwei  Punkten  atattfindet»  so  treffen  alch  die  Aapn- 
ptotenciiorden  fQr  alle  Punkte  dei«  einen  Kegelschnitten  aJa  Bahn 
ocm  Poles  in  Bezug  auf  die  anderen  ala  Directrix  in  zwei  festen 
Punkten,  die  erbalten  werden,  wenn  man  an  die  Directrix  da,  wa 
aie  von  der  Bahn  geschnitten  wird,  Tangenten  zieht,  deren Durch- 
achnittspunkt  ein  aolcher  fester  Punkt  ist.  Liegen  dieae  Punkte 
in  unendlicher  Entfernung,  d.  h.  geht  die  Bahn  dea  Poles  dor^ 
die  beiden  Endpunkte  einen  Durchmeaaera  der  Dicectrix,  ao  we^ 
den  die  Asyroptotenchorden  unter  sich  parallel  aein. 

Wendet  man  dieaea  auf  den  Kreitf  an«  ^o  raeultirt  der  Isl^ 
reaaante  Satz  (Taf  Ylll.  t^ig.  1.) ; 

„Die  Halbirungslinien  der  Tan^entenpaare,  die  man  von  beliebi- 
gen auf;  der.  Peripherie  eines  Kreises  liegenden  Punkten  an  einen 
anderen  j^reis  zieht,  schneiden  aicb  in  einem  festen  Punkte.*' 

Eine  «reitere  Betrachtung  der  Gleichung  (tV  zeigt,  das«,  weaa 
aicb  der  Pol  auf  4^r  Geraden  ay-i-ßjr  +  i^O  bewegt»'  freMie  Ae 
der  Axe  der  x  parallelen  Chorden  der  Directrix  halbirt»  dVe  Aaya* 
ptotenchorden  parallel  der  Axe  der  x  sind;  bewegt  er  sich  nia- 
gCgen  auf  der  Geraden  y+a^  +  yisiiO,  die  alle  der  Axe  der  y  aa» 
irallelen  Chorden  halbirt,  so  sind  aie  der  letzteren  Axe  paraUcL 
AKt  anderen  Worteos  Bewegt  iueh  der  Pol  auf  einer  dardb  dea 
Mittelpunkt  der  Directrix  geMndon  4ieradeü,   ao  sind  die  Atfya^ 


plolencliofiiai    (md  Fbiareo)    dtü    tageordneten   Dlu»liiMMer 
parallel. 

Es  fährt  dieses,  wenn  man  den  Dorchschnitt  der  Geraden  mit 
der  Directrix  zum  Pole  wShlt»  zn  dem  bekaonten  Sätze,  dass^ie 
Tangente  am  Endpunkte  eines  Diameters  paraNel  dem  zugeord- 
neten ist. 


Ist  die  Bahn  des  Poles  eine  gerade  Linie,  so  haben  wir,  da 
die  Polaren  in  diesem  Falle  einen  Punkt  nmhiillen,  bloss  Das  sn 
berQcksichtigeo,  was  uns  die  As3rmptotenchorden  geben.  Wfthlen 
wir  die  Bahn  zur  Axe  der  x»  so  haben  wir  aus  der  nun  anzuneb* 
inenden  Gleichung  derselben  jf'ssO»  so  wie  aus  den  Gleichungen 

(1)  und  (10  a:",  ^  und  -^  zQ  eliminiren.    Mittelst   y'srO   wird 
Gletchong  (1)   (az'+y)y  +  Olar'+«)a:- jOIä'ä-Os:«, 

oder 

Den  Werflr  ven  as'  in  <t)  substitairt,  gibt  als  GMdbang  der  geh 
suchten  Umhflllnngscurre 

(?)     («y+/lr)»  +  /l(%+2&r+«)=0, 
abo  rioe  Parabel 
Setzen  wir 

so  ist 

di«  Gleichnng  derselben«  welche  demnach  die  «Grade  {isO  .da  be* 
Tflbrt,  wo  «=0,  die  ein  Durchmesser  der  Parabel  ist^  sie  schnei- 
det. Da  finer  die  Ordlnaten-Axe  keine  Bestimmung  getroffen  war 
und  fi=^Q  eine,  dem  zugeordneten  DoVchmesser  des  der  Axe  der 
.T  parallelen  Darchmessers  parallele  und  durch  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  gehende  Gerade  Ist,  so  wikllen  wir  als  Axe  des 
2  eine  in  der  eben  angegebenen  Richtmig  dnreh  den  MMdpwft 
der  Directrix  gehende  Gerade  ansehen. 


Die  Unle  i^O  ist  offedW  di»  A«ynptotoDchqi4»^  Mr  den 
DuTcb«cbnittBpankt  dieser  Geraden  mit  der  Bahn  des  Polet  m 
Besug  aof  den  gi^beneo  Kegelecknilt'  als  Directdx  od  diese 
mnas,  naeh  dem  am  Scblasae  des  Torhergebenden  Abecbaitfcm 
Gesagten,  der  Babn  des  Poles  parallel  sein. 

Bei  der  eben-^ingefllbrten  Bestimmong  der  sweifen  Are  ia 
derGleicbung  derDirectrix  a  und  d=0,  indem  leCstere  einerseits 
aaf  dieselbe  Aze  als  Dnrcbmesser,  andererseits  auf  enie  des 
zugeordneten  Diameter  derselben  parallele  Linie  bezogen  ist. 

Als  Gldckiung  der  resultirenden  Parabel  hat  man  also 


wie  leiehl  a^  priori  geaebleasen  werden  konnte»    da  —   -^aoch 

ans  der  Gleiebnng  der  Asvmntotencborde  des  Anfangspunktes  als 
Durchschnitt  derselben  mit  der  Axe  der  y  resnltirt 

Ist  die  Directrix  eine  Parabel f  so  erbellet  leicht,  da  die 
Asymptotenchorde  in  diesem  Falle  die  Tangente  in  dem  Punkte 
ist,  wo  der  vom  Pole  ans  uezogene  Durchmesser  die  Parabel 
triftf  dass  Direetrix  und  Einhfillungseunre  znsammeniallen.  Die- 
ses ergiht  sich  auch  aus  der  Betrachtung  ihrer  Gleichungen,  die 
dann  identieGh  werden.  Da  nimlieb  dann  ß:=sfl  i«(«  <e  wM  de 
Gleichung  der  Directrix 

und  ganz  Dasselbe  wbrd  Gleichung  (ß)  fäf  ß=ztfl. 

Man  hat  demnach  folgende  ehifache  Construction  der  lteMI> 
lungscurve  (Taf.  VIII.  Flg.  3.):     * 

Durch  den  Mittelpunkt  O  des  jB[epebenen  KegebckiittB  siehe 
man  eine  der  Bahn  AB  parallele  Linie ,  construire  den  zugeord- 
neten Durchmesser  und  Terlftngere  denselben,  bis  er  die  Babn  in 
Punkte  P  schneidet  Ffir  P  als  Pol  ziehe  man  die  Asymptoten- 
chorde si  zum  Kegelschnitt,  welche  der  Bahn  parallel  sein  wird, 
und  construire  eine  Parabel,  welche  letztere  da  berilhrt^  wo 
jener  Durchmesser  sie  schneidet;  und  die  denselben  ebenfiJln  mm 
Durchmesser  hat 

Geht  die  Directrix  in  ehi  System  zweier  Geraden  über  (Taf.  TIIL 
f3g«  ^),  (MN,  miPh  so  hat  man  (Entw.  S.  13t^,  da  berdts 
dte  Aze  der  gr  so  gelegt  wurde,  dass  «  und  S  versdbwmidei^ 
d.  k  hier  so,  daas  sie  das  Ht^  ab  hiJbirt,  no<A  es/. 


Abo  flMeheng  d^s  ^stonesf 
oder 

Die  Gleichung  (30  der  resnltirenden  Perabel  wird  dann 

so  dam,  wie  durch  Sobtraction  beider  Glet<4iungen  erhellet»  ^^0, 
d.  h.  die  Axe  der  x^  geraeinschafllicbe  Cburde  ief.  Die  Parabel 
berfihrt  demnach^  das  System  io  den  beiden  Ponkten  a  und  A» 
wo  die  Bahn  des  Poles  es  schneidet  Sie  berührt  feroer  die 
Asyinptoteochorde  nm  4m  Ai|ranRspniA:tes  O,  die  leicht  sn  con- 
stniiren  ist,  so  dass  man  drei  Tangeoten  derselben  und  die  Rieh- 
toog  des  Durchmessers  kennt. 


kt  die  Bahn  des  Poles  ein  KoMlschnitt,  Ao  wird  die  Ent- 
«rickelong  der  yon  den  Asymptoleocnorden  elDgehallten  Cunren 
sehr  compiicirt  Am  einfacnsten  scheint  foigenrns  Verfahren  an 
sein: 

Man   lege  die  Coordinatenaxen  sa,   dass  der  Anrangsptinkt 
~  "  '       "  ■     lerBaf 


In  der  Bahn  liegt,  die  Axe  der  x  durch  den  Hittelponkt  der  Bahn 

B»ht  und  die  Aien  sMieloh  ^fSv  Bsini  und  Direetnz  sugeordoeten 
urchmesser  parallel  sind»  was  auf  folgende  Weise  geschieht: 

Die  Gleichung  der  Directriz  Ist  a=0,  die  der  Bahn 

dam  hat  nMn,  wenn  dia  CHeiehangaa  «=0»,  mssufx  die  neuen 
Azcn  beieicluien,  a  nnd  «*  ans  den  beiden  GlMchongen: 

M'-fla'(a4-aO-l'/r=sO(Entnc.  S.  13&); 
oder  aus 


zu  bestimmen»  woraus 


')    8.  SchiuM  de«  fruherai  ^nfülset. 


wodurch  «  ond  o'  Terschwiaden. 

Man  hat  demnach: 
Gleichung  der  Bahn: 

Differentialgleicbaiig  der  Aahn : 

Gleichung  der  Aaymptotenchorde  für  «=0: 

Differenfialgldchung  der  Aayraptotenchorde  lllr  ossO: 

Alf    ^{ßf-x-j. 

woraus  dS  *  ^^  9"  ^  eliadnir^n  M. 

Die  Comhlnaflon  der  b«Men  IHbrenliaigleiebiiiigen  Befeit. 

Letxterar  Werth,  in   dl«  Gleidraiw   der  AcynptoteBchM* 
sobstituirt,  gibt  f&r  a:*  die  kubische  tSleichuiig: 


oder,  x—ai'siv  gesetit. 


V 


HftI  aum  am  daradben  af  md  «Itbln.  aoeb  jf  Mfundeii,  so 
jrfnd  die  gefundeDeD  Werthe  in  die  Gleichung  der  mhn  zu  enb- 
etitnlren>  wodurch  im  AUgemeioen  ei^ie  Curve  12ten  Grades  re- 
anitirt 

Ea  ist  (ana  dem  friäiereii  Aufsatze)  bekannt,  dass  diese 
Cunre  durch  die  Punicte  gebt,  welche  Bahn  und  Directriz  ge- 
meinschaftlich haben.  Liegen  also  beide  Kegelscbnitte  ganz  aiib 
einander ,0so  tärd  ancb  die  Carye  sie  nicht  schi|eiden,  soost  aber 
in  zwei  oder  vier  oder»  im  BerOhrirngsfaUe»  io  einem  oder  in  drei 
Punkten,  deren  CoonUnaten  sieb 'durch  ElimiDaHön  von  x  oder  y 
ans  den  beideo  Cttelcfaungen: 

und 

ergeben.  ^ 

Sind  Bahn  und  Directrix  llbniiche  nnd  Rbiilicb  liegende  Ke^ 
gelschnitte,  so  ist  fl/=ir,  ^^^t  ^^  vorstehenden  Ausdrffcke 
fiir  a  und  af  werden  in  diesem  Falle  ungGltig;  man  hat  bloss  die 
eine  Gleichung 

mit  welcher  die  zweite  identisch  ist,  wie  auch  zu  verroüthen  war, 
weil  in  diesem  Falle  zwei  zugeordnete  Durchmesser  der  einen 
Curve  stets  zwei  entsprechenden  filr  die  andere  parallel  sind.  In 
diesem  Falle  reducirt  sich  die  Gleichung  fSr  e  auf  den  aweiten 
Grad.    Sie  wird 

Bezeichnet  man 

V  Ä'(jte+a)0»yH*)— d{d-dOV  ™*  ^» 

so  wird  die  Gleichung  der  Cmhiillungscurve: 

Sind  Bahn  und  Directrix  Kreise,  so  ist  j}  =  l 


*)    Im  Allgeaieiaea  muM  die  Glcichaog  der  <Jarve  «ein: 


uikI  difl  Cileiekinig  der  Cvrrtr 

«elehe  WMen  ktitoim  GMekiiig«»  aidi,  aolgalfiat,    aof 
Punkt  rednciren,  wie  im  Anfange  andi  gMtejgt  ww^ 


Betrachten  wir  diejenigen  Carfre», .  dKe  dardi  CinbfiBmig  Toe 
Polaren  oder  Berflbrnngscnorden  erzeugt  werden»  wenn  der  P«! 
sich  aaf  einem  Kegelsennitte  bewegt»  so  erleichtem  wfr  «m  dto 
Cntersyebung  dadurch»  dass  wir  dieverscbiedenenAiicaderBafci 
einaeln  einiobren* 


a).  Die  Bahn  ist  eine  Ellipse  oder  HyperbeL 

> 

Beziehen  wir  sie  auf  zi^geordaete  Uarduaesser,   so  dnss  wir 
die  Gleichung 

bal>eo»  deren  Differentialgleichung 

iLc'"  *  aV 
kt 

Sttitstituiren  wir  letzteren  Werth  in  Gleichung  (3'),  so  resuHiit 

Dies,  in  Gleiclrang  (2)  Mbetitirirt,  gibt 

woraw 

T6«(y+itr-f-y)  (»-<-<»+«) 

Dies»  in  die  Gleichung  der  Bahn  eingesetzt»  gibt  naeb  efauges 


i 


»1 

(4)  «V«»+/te+*)«±*«(y4^+r)'=(iy+««+«)* 

ab  Glatdiaiig  4er  gcmehteo  UndiiliiiH[8Ciinre»  fr»lch«  alM  von 
deBMlbfn  Art,  wie  die  Bahn»  d.  h.  nuie  Ellipse  oder  Hyperbel 
sein  wird ,  je  nachdem  es  jene  ist. 

Setzen  wir 


so  geht  > 


ag-t-ßx+isiziii,    ffi'€cx+Y=l; 


gesetst,   wo  x^,   vq   die  Mittelponkts*Coordlnaten  der  Directrix 
sind ,  GMchang  (4;  Qber  in 

(40    aV±Ä"S«=(ab«J+»)t-(m»+«*i>+«))'. 

welche  Gleichans  nicht  den  Fall  nmÜEMsen  kann»  we  die  Oirie 
triz  eine  Parabel  ist,  weil  dann  die  Linien  ^=0  und  |=0 
parallel  werden.  yyo+^^o  +  *  nrass  immer  positiv  sein,  weil 
der  Mittelpunkt  der  Directrix  in  positiver  Ricntong  jenseit  der 
Geraden  yy4^~f<  =  0,  der  A^ymptotenchorde  aes  Anfangs 
liegt  Bezeichnen  wir  den  Ausdruck  mit  i\  so  ist  ersichtlich» 
dass  die  Corvo  durch  den  Durchschnitt  des  Systems  a*i7*±6*^=äO 
und  der  Cieraden  ^fi -i-jfoS  —  ^*i=0  seht  Ihre  Gleichung  verein- 
facht sich,  wenn  man  eine  der  Coordinatenazen  durch  den  Mittel- 
punkt der  Directrix  legt,  wodurch  :tQ  oder  yo  verschwindet 
WSUt  man  z«  B.  die  Centrale  von  Bahn  und  Directrix  zur  Axe 
der  X,    so  verschwindet  jTo  und  die  Gleichung  der  Corvo  wird 

so  dass  die  Axe  der  {  ein  Durdmiesser  ist  und  die  der  17  dem  zu* 

*  stoß* 

geordneten  desselben  In  der  Entfernung  -^__  ^    parallel     l&uft 

Sie  schneidet  die  Axe  der  {  in  den  Punkten  db  x  V±l>  <dso  nur 

•►  o 

*       i* 
fiir  den  Fall  der  Ellipse,   die  der  ti  in  den  Punkten  — -j;-  • 

Die  Polare  des  Mittelpunktes  der  Directrix,  als  Anfangspunk- 
tes  der  I  und  nj,    in  Bezug  auf  die  gefundene  Curve,  ist  19 
also  der  Axe  der  i  parallel.    (Taf.  VIIL  Fig.  4.). 


Für  den  Fall,  dast  die  Bafen  rfne  HyperM  M,   tl^aidi 
auch  ihre  ^ymoMeogleicbaiig  af^jf^J^  oeftaran,  deren  UMferea- 

tialgleiehinig  ^^=--*C  i*^  ^<^°<*  resultirt  «ofdie  frfibereWebe 
die  Canre 

oder 

(5)    4ii»{i|=(jrofl— 3fo{— O*. 

ire  aick  x^  odtr.fo  fdcht  mfihr  i^Hlkflhrficb  forts^^lMffeB  l£sst 
Die  Carve,  eine  Hyperbel,  geht  diircb  d^n  Porcbschnitt  der  Ge- 
raden {=0  and  i}=:0  mit  der  Geraden  aroii^^ol  — <'=0  oder 
yy4-d;r'|-t=s0. 

Sind  Directrix  und  Bahn  concentrtsch ,  so  ist  :eö=3i;o=0  md 
GWebimg  (40  gebt  tfber  In 

Glei<;hnDg  (5)  in 

t 

m 

tat  in  diesem  Falle«  wenn  die  Bahn  eine  Ellipse  ist,  die  Diiectrii 
ein  Kreis  und  die  Gleichung  desselben  z^^p^^^t  ao  ist  £e 
resullirende  Curre  die  Ellipse  ii^^-f  &*''=>•,  Jijf  also  mit  der 
Bahn  a*tf*-|-6*x*=:a*6*  concentrisch  ist  Ist  die  ßabn  selbst  ein 
Kreis,  o.  b.  bat  man  zwei  concentriscbe  Kreise»  so  ist  a*=:6^=iP. 
Die  resultirende  Cur?e   ist  dann  ein  dritter  concentrischer  Krde 

^+^*==n^''  ^^^  Radios  desselben  ist  also  0=^9»  >o  dass 
üir^riR     Es  ist  auch  in  der  That  in  Taf.  VIII.  Fig.  4.    a.,  da 

Ooi:OiiBOif:0|ti«  . 

Ganz  analog  yerbältea  sich,  wenn  die  Bahn  eine  Hyperbel  wt 

Für  den  Ausnahmefall,  wo  die  Directrix  eine  Parabel  is^  bat 
inan  ßssitfl.    Daon  gehl  Gleichung  (4)  über  in    ' 

.     (6)««[«(y  +  «  +  y)  +  d-i7]«  +  6«(»+a«+y)« 

==•  (yy + '-^  +  *^*- 

Nimmt  man 
ao  bat  man 
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einen  Kegelschnitt,  filr  den  die  Linie  |=0  ein  Diameter  ist  dnd 
die  Linie  17=0  dem  zugeordneten  in  der  Entfernung 

a*g(gy>-'d) 

parallel.  Er  schneidet  die  Linie  |:=0  in  den  Punicten  J:a(^— crv). 
Die  Gleichung  desselben  vereinfacht  sich ,  wenn,  man  die  Axe  aer 
X  so  legt,  dass  sie  ein  Durchmesser  der  Directrix  wird.  Dann 
muss  in   der  Gleichung  der  letzteren  o:=0  w^den,    und  es  ist 

|=y-|-y*    Also  Gleichung  der  Curve: 

d.  h.  eine  Hyperbel,  wenn  die  Bahn  eine  Ellipse  ist  und  umge 
kehrt.    Auf  der   Linie  17=0  schneidet  sie  die  StQcke  ±  aÖ ,   auf 

der  Linie  {=0  dieSSiacke  ±jVtI  ab.    (Taf.  VHI.  Fig.  Ö.). 


b)    Die  Bahn  des  Poles  ist  eine  Parabel. 

Ihre  auf  zueeordnete  Durchmesser  (Tangente  und  Durchmes- 
ser) bezogene  S^heitelgleichung  sei  if^=^2px'.  Nach  den  bekann- 
ten Eliminationen  ergibt  sich  als  Gleichung  der  Curve 

(7)  -  p  (y  +  «t  +  y)»=2(jy+«a:+«)  (atf+ßs-i^) . 
y-l-cur-fyssl,  tty+ßx  +  i=ii  gesetzt,  gibt 

(70       |»S*-%^iJ-2a:,ij«  +  2t'n=0, 

I 

eine  durch  den  Durchschnitt  der  |  und  17,  d.  h.  durch  den  Mit- 
telpnnkt  der  Directrix  gehende  Hyperbel.  Legt  man  die  Abscis- 
sen-Axe  durch  den  Hittelpunkt  der  Directrix,  so  geht,  da  jfo^=0» 
(7')  aber  in 

so  dass  die  Curve  auf  Axen,  die  zugeordneten  Durchmessern  pa^ 
rallel  sind,  bezogen  ist.     (Taf.  VUL  Fig.  6.). 

Ist  auch  die  Directrix  eine  Parabel,  so  hat  man  als  Gleichung 
der  Curve 

p(y+iur+y)«= 2(yy+Äj?+«)  f«(sf+««+y)+*— «y]  • 
TfaciiXIV.  ^ 


V 
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Wählt  man  svr  Ase  der  y  eiDen  DfirchmeMer  der  Diradrix, 
d.  h.  bezieht  man  die  j^ahn  auf  diejenige  Tangente,  die  zogl^ch 
ehr  Dnrchmeseer  der  Directrix  ist»  so  wird  ysO»  also  die  T0^ 
stehende  Gieiciiang 

y-|- «4^=17',    d'x+tss^   gesetzt»  gibt: 

Dieselbe  ist  also  eine  Hyperbel,  welche  durch  den  Dareli- 
schnittspankt  der   Geraden 

{=0  und  17:=  0 

Seht   und  erstere  zum  Durchmesser  bat»    letztere  zur  fanffente. 
bre  Constmction  bietet»    da  i}=0  und'|=0  nach  dem  Fnl^ereo 
bekannte  Linien  sind»  keine  weitere  Schwierigkeit. 
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Heber  die ,  BetrÜBduny  «er  Theorie 

der  elUptiscIieii  Funetioiieii  durch  die 

BetmehtuniT  anendlicher  Dopiiei- 

producte. 


Von 


Herrn  Ludwig  Schläfli, 

Docenten  der  Mathematik  an  Bern. 


Btfkanotitcb  werden  die  elliptischeo  Functionen  sinamo:, 
coeanur,  ^aohr  nnendlich  gross  oder  verschwinden  der  Reihe  nach, 
wenn  der  Werth  des  Arguments  x  resp.  die  Formen 

2mir+  {in^\)Kf  V=l,       2mÄ'  +  2iiJP  V^ . 

(2m+l)Ä+ 2j»ä'V^^,  (2m+l)*r+(2n+l)Ji:'V^ 

annimmt,'  wo  m,  n  beliebige  sanze  Zahlen  und  K,  K'  die  den 
beiden  complemeotären  Moduln  i,  k  entsprechenden  voUstfindigen 
elliptischen  Integrale  der  ersten  Art  bezeichnen.  Sie  sind  also 
gleichsam  als  Brflche  anzusehen ,  deren  ZSbler  sammt  dem  ge- 
meinschafllichen  Nenner  ganze  Functionen  von  unendlich  hohem 
Grad  sind,  deren  lineare  ractoren  die  Form 

babeb.    Von  dieser  Beschaffenheit  sind  nun  die  von  Jacobi   in 
seinen  Fundament! s  Novis  mit  Hund  %  bezeichneten Funetio-  . 
oen.    Wfthrend  aber  In  diesem  vortreABichen  fticbe  die  gebroche- 
nen oder  eigentiichee  elliptischen  Functionen;   wie  stnanur,    den 
Aasgangepunkt  bilden»  von  dem  aus  durch  eine  wunderbare  Ver* 

26  ♦ 
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kettung  von  Transformationen  zuletzt  zu(  Theorie  der  ganzen  ellin- 
tischen  Functionen»  wie  ßx,  eelangt  wird,  so  treten  andererseits 
die  Eigenschaften  der  elliptischen  Functionen  Oberhaupt  oicfat  mm- 
der  in  ein  helles  Licht »  wenn  man  von  den  ganzen  eUiptischea 
Functionen  ßx,  oder,  was  dasselbe  ist,  von  unendlichen  Doppel- 
producten  ausgeht  Diesen  Weg  hat  Cayley*)  eingeschlagen, 
und  Eisenstein**)  hat.  das  Wesen  der  fraglichen  Doppelprodude 
emer  sehr  genauen  Untersuchung  unterworfen.  Wenn  man  in  mag- 
Uchster  Kilrze  di^  bekannten  Sätze  über  die  elliptischen  Function 
neu  beweisen  will,  so  scheint  mir  der  genannte  umgekehrte  Weg 
diesen  Zweck  am  besten  zu  erreichen,  besonders  wenn  man  die 
daraus  entstehende  Schwierigkeit,  dass  ein  und  dassdtbe 
Doppelproduct  ie  nach  der  Anordnung  seiner  Factoren  verschie- 
dene Werthe  darbietet,  durch  ge<mietrische  Hülfsvorstellongea 
erleichtert.  Einen  Umstand,  der  ihnen  freilich  bekannt  sein  nnisste, 
scheinen  mir  beide,  Cayley  und  Eisenstein,  nicht  erwähnt  zu 
haben,  dass  nSmKcb  von  dea  uaendKehen  Dopp^l|irodiiGleB  aas 
eine  in  den  Fundamentis  novis  noch  unerleuigte  Frage  ohne 
groMe  Mähe  entschieden  wird.    Die  beiden  Integnde 


J    -  V^  (1— «»)  (1— it*.T«) 


"■  ■^-'=f 


+«irrT 


dx 


Sr{\-x^)(i-^k^x^' 


in  denen  die  Variable  x  resp.  die  zwischen  0  und  1  li^jendta 
reellen  und  die  zwischen  0  und  -fooV^— «i  liegenden  rein  inagiai- 
ren  Werthe  nur  einmal  durchläuft,  haben  offenbar  jedes  einen  ein- 
zigen, bestimmten  Wertb,  mag  der  Modul  k  rein  oder  eonplex 
sein.  Bezeichnet  nun  X  irgend  einen  der  »4-1  Moduln,  wdche 
sich  aus  dem  reellen  Modul  k  durch  eioe  Transformation  ¥on  der 
ungeraden  Ordnung  n  ergeben,  ^o  sind  bekanntlich  nur  zwei 
Werthe  von  l  reelf,  die  n—1  fibrigen  sind  complez«  und  wenn^ 

^ST-^l  die  Werthe  der  obigen  bestimmten  Integrale  bezeicfanea, 
falls  darin  k  durch  X  ersetzt  wird,  so  liefert  die  in  den  Funda- 
mentis entwickelte  Theorie  der  Transformation  dafär  die  Ausdrüd» 


wo  ^  den  Moltiplicator  und  a,  d  ungrade,   /?,  y  gerade  Zahle« 
bezeichnen,  die  der  Bedingung 


«)  Gambridjee  Mathematical  Jonraal  IV.  Haifaefl  IStö.  On  tbt 
iBFene  elli|itic  niactiiNif. 

•«^  Grelle'«  jAomal.  XXXV,  Genane  Unterrachmiff  Äer  nDeodlidiei 
Doppclprodaele.  (Septbr.  1847.)  Ebendna.  ixvil.  Bemerlrmiireii  so  des 
ellipCiiichea  md  Abelwhe^  Trantcendenten.    (Jan.    1844.) 
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nud  aosserdem  noch  einer  linearen  Congruenz  genflgen ,  die  von 
der  besondern  Art  der  Transformation  wter  Ordnung  abhängt; 
aber  für  die  n— 1  complezen  Moduln  k  werden  dort  ji,  A'^J^Y  * 
sieht  völlig  bestimmt  Auf  uaserm  Standpunkte  wird  sich  zeiseo, 
daaa  diese  Bestimmung  nicht  in  allgemeiner  Weise  geschehen 
kann^j sondern    von    dem    jeweiligen    numerischen  -Werthe   von 

jB —  abbaogt. 


§.  I. 

Ueber  die  Anordnung  der  Factoren  des  unendlichen  Doppel- 
prodocts  und  Ober  die  Convergenz  desselben. 


Ebene 

scisse  p  und   die  Urdinate  q 

schaaung   dieses   Punkts  P  gelte    als  Zeichen  für   die  complexe 

Grosse  P-i-^^ — 1  >  so  wird  jeder  eomplexen  oder  reinen  GrOsse 
ein  reeller  Punkt  In  der  Ebene  entsprecnen  und  umgekehrt  Dann 
stellt  der  Abstand  OP  des  Punkts  vom  Ursprung  den  Modul, 
end  der  'Winkel»  um  welchen  sich  OP  von  der  Abscissenaxe 
gegen  die  Ordinatehaxe  hin  entfernt ,    die  Amplitude  der  GrOsse 

P+9V  —  l  dar.  Es  seien  o«  6  zwei  beliebige  GrOssen,  deren 
bezeichnende  Punkte  A^  ß  nicht  mit  dem  Ursprung  in  eine  und 
dieselbe  Gerade  fallen ,  so  entspricht  der  Formel  ma-^nb^  wom» 
n  ganze  Zahlen  bezeichnen,  ein  System  von  über  die  ganze  Ebene 
zerstreuten  Punkten,  die  sämmtlich  durch  ein  Netz  mit  ^OAB 
congruenter  Dreiecke  unter  sich  verbunden  sind.  Mit  einem  Halb- 
messer k,  der  die  Dimensionen  des  Dreiecks  OAB  weit  ObertriSt, 
beschreibe  man  nun  aus  dem  Mittelpunkt  O  einen  Kreis  und  bs' 
schrftnke  das  Doppelproduct 

auf  alle  diejenigen  Factoren,  welche  innerhalb  des  Kreises  befind- 
lichen Punkten  ma-f  n6  entsprechen ,  mit  der  einzigen  Ausnahme, 
dass  im  Nenner  der  dem  Ursprung  O  entsprechende  Factor  0  weg- 
fUk,  wfthrend  im'Zfthler  d6r  demselben  Punkt  entsprechende  Fac- 
tor X  stehen  bleibt  Es  fragt  sich  nun,  ob  die  Function  z  von  x 
rar  einen  unendlich  gross  werdenden  Halbmesser  k  einen  bestiinm- 
ten  GrSnzwerth'  hat 

Da  jedem  innerhalb  des  Kreises  k  gelegenen  Punkt  ma-f  n6 
ein  ebenfalls  innerhalb  liegender  diametral  entgegengesetzter  Punkt 
— ma^mJb  entspricht,  so  darf  man  auch  setzen: 
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WO  das  Doppelprodact  II  alle  vom  Kreke  k  omschlosseneu  Pltnkte 
mit  Aiisnahmo  des  Ürspruogs  O  «mfaest  Wird  der  beerSiiseode 
Kreis  bis  auf  den  Halbmesser  Jf  erweitert ,  se  soll  die  rVtnctiett  t 
in  tf  fibergeben;  denn  ist 


wo  das  Doppelprodact  alle  Factoren  eothfilt»  welche  den  swisebea 
beiden  coneentriscben  Kreisen  A»  k  befiodlicbeB  Ponicten  flia4iift 
entsprechen.  Geht  man  zn  den  Logarithmen  Aber,  so  verwandelt 
sich  das  Doppelprodact  in  eine  Doppelsamme  mit  denselben  Grin- 
sen, und  nimmt  num  den  Modul  von  x  als  sehr  klein  io  Vergleidi 
mit  k  ao.  so  kann  man  rechts  die  Logarithmen  In  oonver- 
gente  Reihen  entwickeln;  man  bekommt: 

*"«7'=-^f  (ma4nA)*--  ?**?(»«,+»*)*-  «^ 

LSsst  «man  in  dem  oben  erwfibnten  Nets  von  DrefiedLea  alle 
mit  AB  parallelen  Geraden  weg,  so  bleibt  ein  Netz  von  con* 
gruenten  Parallelogrammen  sarOck;  der  Inhalt  eines  deeselben  sei 

e  and  positiv,  so  ist,  wenn  der  Factor  von  V— 1  Inder  canplei* 
en    Grosse  -  positiv  ist,  d.  h.  wenn  der  Winket  AOB  des  Pa- 


rallelogramms Bfi4scben  0  und  n  liegt,   und  wenn  n*,  6'  die  cea- 
jngirten  Berthe  von  «,  k  beseicbneay 

Dann  kann  die  Dofipelsumme 


(nia+fiA)* 


9 

fflglich  mit  einem  Doppelintegral  verglichen  werden,  worin  c  dnrdi 
das  Flächenelenftnt  und  ma-f  n6  durch  die  seinem  Orte  entspre- 
chende compleze  Zahl  ersetzt  ist  Schreibt  man  In  jedes  von  der 
Peripherie  des  Kreises  k  durchschnittene  Parallelogramm  de»  jBe- 

trag  -^  und  addirt,   so  glebt  die  Summe  eine  usgelUbm  VoraM- 

lonff  von    der   GrOsse   des   Fehlers,    den   man   beftebt.     vreoa 
man    wirklich    das    Doppeiintegral    ata   die    Stelle     aer    Dojppri 
summe  setzt   Derselbe  ist  also  mchl  grosser  als  von  der  OrdnuB^ 

T*  und  muss  daher  beim  Unendlichwerden  von  k  versdiwindeB. 
Aus  demselben  Grande  kommen  die  In  der  reckten  Seite  der  ebi- 


gen  deichmig  aof  das  eraCe  fotgendeo  Glieder  noch  weniger  in 

Betracht«  da  aie  den  Ordnungen  js*  r»*  ••••  angehdren.    fat  nun 

re^^^^^  die  flir  ma  +  nb  gesetzte  continuirlich  verftnderliche 
Groase,  so  ist  rdrdip  das  FlAcheoelement;  folglich 

2log  j  =  —  ^y^V*^^^*^^'^  rf9>rfr=0 

k        o 

mit  einem  Fehler  von  der  Ordnung  j*  Also  hat  fllr  ein  beliebi- 
ges Ammient  ar  mit  eDdlichem  Modul  die  Function  z  beim.unend- 
itchen  wachsen  von  A  einen  einzigen  bcsfimoiteD  Wertk 

Dieser  ßeweis  gründet  sich  wesentlich  darauf,  dass  die  inner- 
halb des  das  Doppelproduct  begränzenden  Kreises  liegenden 
Punkte  ma-{-'nb  paarweise  einander  diametral  entg^engesetzt  sind, 
wodurch  das  Doppelproduct  zu  einer  ungeraden  Function  von  x 
wird.  Elält  man  den  Ursprung  O  und  den  begrftnz^enden  Kreis  k 
fest  und  versucht  es,  das  System  der  Punkte  parallel  mit  sich 
selbst  zu  verschieben,  so  dass  die  Eigenschaft  der  diametralen 
Entgegensetzung  je  zweier  Punkte  bleibt,  so  kann  diess  nur  auf 
drei  Arten  geschehen,  indem  der  Punkt,  der  früher  in  O  war,  sich 
resp.  in  die  Mitte  jeder  der  drei  Seiten  des  Dreiecks  OAJB  be- 
gießt Weil  alsdann  der  Ursprung  leer  bleibt»  bo  sind  alle  drei 
entstehenden  Doppelproducte  gerade  Functionen.  Ich  bezeichne 
nach  Gay  ley  alle  vier  Doppelproducte  resp.  mit  yx,gx,Gx,(Bj!*), 
je  nachdem  ein  Punkt  des  Systems  in  den  Ursprune  O  oder  in 
die  Mitte  von  OA,  oder  von  OB,  oder  endlich  von  AB  füllt.  Um 
diese  vier  Functionen  noch  deutlicher  zu  definiren,  will  ich  unter 
einem  System  von  Punkten  zueleich  das  Doppelproduct  aller  den 
einzelnen  Punkten  entsprechenden  complexen  Grössen,  mit  Aus- 
schluss der  Null,  falls  diese* sich  darunter  befindet,  verstanden 
wissen,  und  bezeichne  die  vier  fundamentalen  Systeme  von  Punk- 
ten nach  einem  einzigen  augehurigen  Punkte  resp.^  durch 


<»>•  (0-  (!)•  (H^> 


fär  jedes  dieser  Svsteme  hat  der  begränzende  Kreis  von  unend- 
lich wachsendem  Flalbmesser  den  Ursprung  zum  Mittelpunkt.  Ver^ 
schiebt  man  nun  eines  dieser  vier  Systeme  parallef  mit  siph  selbst 
sammt  dem  begrenzenden  Kreise,    so  dass  nunmehr  der  Mlttel- 

Sunkt  des  letztem  die  endliche  complexe  Gr5sse  x  darstellt,  und 
ividirt  das  so  veränderte  System  durch  das  entsprechende  hm- 
damentale  System,  so  ist  der  Quotient  resp.  eine  der  Functionen 
fx,  gx,  Gx^iBx.  Sie  mögen  ganse  elliptische  Functionen 
liefen. 

In  Betreff  der  Converg^nz  der  drei  letzten  Doppelproducte 
gx^  Gx,  Öix  braucht  bloss  bemerkt  zu  werden,  dass  auf  diesel- 
ben der  oben  fär  yx  geflJhrte  Beweis  unverändeft  übergetragen 
werden   kann. 


*)    Dai  Zeichen  (ßx  war  Im  Mtcpt  gaas  andentlich  gMchrieben. 
Ich  habe  nberall  den  Bnchttaben  (B  tetien  tateen.  6. 
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§.  2. 

Ueber  die  verschiedenen  Darstellangen  einer  und  dersellien 

gunzen  elliptischeo  Function. 

Der  Werth  eines  der  beschriebenen  Doppelprodacte  hängt 
nur  von  der  Lage  der  Punkte  ab,  auf  «reiche  es  sich  bezieht; 
das  Netz  von  Paraileideraninien»  durch  welches  diese  Punkte  ver- 
tranden  sind»  ist  dabei  völlig  sieicbgiiltig.  Es  seie»  daher  »•  «» 
m^  n'  ganze  Zahlen,  welche  oer  Bedingung  mit' — iii'fi==l  genfi' 
gen,  und  man  wird«  wenn  man  a  durch  ma^nb^  b  durch  mfa-^-n'b 
ersetzt,  dasselbe  Punktensystem  (0)  erhalten  wie  vorher;  nur  iit 
an  die  Stelle  ^es  Parallelogramms,  dessen  Seiten  den  conpiplexc« 
Constanten  a»  b  entsprachen*,  ein  anderes  von  f^leichem  Inmüt  mit 
den  Seiten  ma-i-nb^  n^'a-^-n'b  getreten.  Man  hat  daher  sofort, 
indem  man  die  Constanten  a,  b  mit  in  die  Bezeichnung  einer  gan- 
zen elliptischen  Function  aufnimmt, 

y(jf,  a,  6)  =  y(a*,  »ia+ii6,  wfa-^-n'b). 

Die  Mitte  der  durch  ma-^-nb  dargestellten  Seite  des  seenndSrea 
Parallelogramms  f&llt  in  eines  der  fundamentalen  »Systeme 


a)-a>m- 


je  nachdem  m  ungerade,  n  gerade»  oder  m  gerade,  it  ungerade, 
oder  endlich  m  und  n  zugleich  ungerade  sind.    Dann  i^rd 

g{x,  ma^nb,  fufa-^n'b) 

resp.  gleich 

y{x^  a,  6),    G(«,  a«  6),    ®(a-,  a,  b). 

Wie  sich  di<  Sache  in  den  anderen,  fihnlichen  Fällen  verbUlt,  ist 
daher  leicht  zu  benrtheilen.  Nur  mag  bemerkt  werden,  dass, 
wenn  alle  drei  geraden  Functionen  mittelst  der  neuen  Darstelloiur 
(ma^rf^bf  m'a'\-n*b)  \n  sich  selbst  zurückkehren  sollen,  diie  beiden 
2<ablen  m»  n'  ungerade ,  die  beiden  anderen  m'»  n  gerade  seio 
müssen. 

Giebt  es  unter  ddn  unendKeh  vielen  Darstellungen  einer  mwi 
derselben  ganzen  elliptischen  Function  eine,  die  sich  vor  allei 
dbriffen  anszeichnetl  Diese  Frwe  hängt»  wie  wir  später  eebea 
werden,  mit  der  im  Eingang  erwähnten,  einen  confplexeo  transfor- 
mirten  Modul  X  betreffenden  Schwieri^eit  enge  susammeo.  Sie 
Ist  mittelst  der  geometrischen  Hülfsvorstellung  leicht  zu  eatscbd- 
den.  Nämlich  unter  den  zahllosen  Dreiecken  von  gleiebem  Inhalt 
welche  anstatt  des  anfitnglichen  Dreiecks  OAB  geDrauefat  werdeo 
krmnen,  um  ein  und  dasselbe  System  (0,  a,  6)  von  Punkten  za 
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erzengen,  giebt  es  nur  eio  einziges  spitzwinliliges^  und  dieses 
ist  immer  vorhanden.  Nur  n^enn  ein  rechtwinicliges  Dreieclc  mög- 
lich ist,  so  giebt  es  zwei  verschiedene  gegen  einander  syrometriscn 
liegende  Netae,  welche  aus  zwei  syiiimetrischen  recnti^inldigen 
Dreiecicen  hervorgehen. 

Cm  zu  zeigen,  dass  es  nur  ein  spitzwinkliges  Dreiedc  geben 
kann,  nehme  ich  an,  ^OAB  sei  ein  solches,  OA  seine' kleinste 
Seite,  so  wird  das  entsprecheode  Netz  ein  System  mit  OA  pa- 
ralleler Geraden  enthalten,   deren  Abstand  der  auf  OA  senkrech- 

ten  Hohe  des  ^OAB  gleich  und  daher  gci)sser  als-o^'^^  ^^ 

wird.  OPQ  sei  ein  anderes  mit  OAB  gleich  grosses  Dreieck, 
welches  dasselbe  System  von  Punkten  erzeugt,  so  steht  es  uns 
frei,  das  Eck  P  auf  der  nämlichen  Seite  von  der  verlängerten 
Geraden  OA  zu  suchen^  auf  i^elcher  auch  B  liegt  Suchen  wir 
P  in  djer  durch  B  gehenden  Paraliellinie ,  so  dürfen  wir  Q  mit  A 
ausamroeDfallen  lassen,  fiberzeugen  uns  aber  leicht,  dass  das 
neue  Ureiecfc  an  seiner  Grundlinie  einen  stumpfen  Winkel  bekom- 
men wird,  sobald  P  nicht  auch  mit  B  zusammenfallt.  Suchen  wir 
daher  P  in  irgend  einer  entfernteren  Parallele,  z.  B.  in  der  zwei- 
ten, dritten  u.  s.  f.  und  ziehen  dann  durch  Q  eine  Parallele  mit, 
OPf  welche  OA  in  III  schneidet,  so  wird  wegen  des  gleichen 
Inhalts  der  beiden  Dreiecke    OAB  and    OPQ    das  Stück    OM 

gleich  2 '3   "'  ^'  ^'  ^^^  ^^*    ^^  kleiner  als  t^j»  Znr^'^*  ^' 

mal  der  Abstand  der  zuerst  erwähnten  Parallellinien  {OA)  sein. 
Also  ist  jedenfalls  der  Abstand  der  Parallelen  OP  und  MQ  oder 
die  aus  Q  auf  OP  gefönte  Hohe  des  Dreiecks  OPQ  kleiner  als 
die  auf  OA  'senkrechte  Hohe  des  ursprünglichen  Dreiecks.  Da- 
her kann  die  Spitze  Q  nicht  auf  einer  der  Parallelliuien  mit  OA» 
welche  OP  nicnt  schneiden,  gesucht  werden,  wenn  die  Winkel 
Ö  und  P  des  Dreiecks  OPQ  spitz  sein  sollen.  Die  Snitze  Q 
mass  also  auf  einer  zwischen  O  und  P  durchgehenden  Farallel- 
linie  gesucht  werden,  und  zugleich  muss  sie  ausserhalb  eines  Krei*-' 
ses  liegen,  der  OP  zum  Durchmesser  hat.  Nehmen  wir  den  un- 
günstigsten Fall,  woOP  nur  bis  an  die  zweite  P^urallellinie  reicht, 
und  belehnen  durch  L,  N  die  beiden  Punkte,  in  denen  die  durch 
ß  gehende  Paraliellinie  von  OP  und  MQ  geschnitten  wird ,  so  ist 
XJ¥  jedenfalb  kleiner  als  der  Radius  LO^LP;  folglich  ^ONP 
ein  stumpfer. 

Ich  gestehe,  dass  dieser  Beweis  einer  für  die  empirische  An- 
schauung sehr  einleuchtenden  Sache  ziemlich  weitläufig  erscheint. 
Der  algebraische  Beweis  leidet  an  dem  nämlichep  Ueoelstandet 

• 

Soll  iaa'  ^OAB  spitzwinklig  sein,  so  genügt  es,   wenn  die 

•  6         •  ö  ••• 

reellen  Theile  der  beiden  complexen  Grossen  —    und  ^     positive 

ächte  Brüche  sind.  Wenn  also  die  Punkte  P,  Q  den  complexen 
CItitssen  ma-f  n6,  tnfa+n'b  entsprechen,  wo  die  ganzen  2ahlen 
m>  n,  m\  n'  der  Bedingung  mn' — m'n:=zl  genügen,  so  müssen 
auch  die  reellen  Theile  von 


an 

ma-f-nÄ  m'a+n'A 

positive  ftcfate  Brüche  sein,    weno  das  Dreieck   O/^  spitziMig 
sein  solL    Nun  ist  aber 

i+«6         »      fi  ma^nö  ""  m       « «a-^l-fiA ' 

I  ö 

tn'      in' m'a+ it'6* 

Es  sei 
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80  ist  0</7<l>   weil  ^OAB  spitzTrinklig  ist;    also  der  xtSt 
Tlieil  von 


•^  ■ ""  (l*+I.O)(l  + 


(f^)) 


ein  positiver  Schter  Briicb»   wenn  m  positiv  and  grteeer  alt  -« 

o 
Ist.    Ebenso  ist  der  reelle  Tbeii  von    .  ,         ein  positiver  acte 

Bruch,  wenn  n  positiv  und  grösser  als  — m  ist,  folglieh  eu  le* 
flativer  ächter  Bruch ,  wenn  —  n  positiv  und  grosser  ab  m  i^ 
Aehniiches  gilt,  wenn  zu  m,  n  Accente  gesetat  werden.  -Wir  to* 
fen  nun  jedenfUUs  m  als  positiv  annehmen  und  schRefisen  vorent 
diejenigen  Fälle  von  der  Betrachtung  ans,  wo  eine  der  ZtMn 
m,  n ,  fn\  n'  verschwindet.  Dann  siira  mn*  und  m%  ngMcb  p 
sitiv  oder  zugleich  negativ.'  Im-  ersten  FaHe  sind  m,  w  w^f 
und  entweder  auch  m^  n  positiv,  folglich  die  reellen  Theue  f« 


und 


ma-|*n6  m*a-^n'ö 

positive  äciite  BrCIche.    Bezeichnen  wir  einen  solchen,  afcges^ 
von  seinem  Wertl^  durch  t,  so  mOsste  zaglelch 

folglich  n'^n  und  zugleich  ii<tt'  sein,   was  nicht  angeht   (Mir 

aber  m',  n  sind  negativ.     Dann  wäre  Immerhin  der  reelle  TM 
von 
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a 
^^^^pj^  gleich  einem  ächtcD  positiven  Drache  t,   und  es  müssto 

-3;^>0   sein,    was   immOglich   ist  -—    Wir  kommen  nun  ««^ 

zweitmi  Fall,  wo  die  Producte  mn*  und  m'n  asuelelcb  negatirsind. 
Es  sei  also  m  positiv,   «'  negativ  und  entweder  m'  negativ  und 

n  positiv,  folglich  der  reelle  Theil  von  *"'"  '^^  offenbar  negativ, 

^Af  aos^uschliessen  ist.  Oder  aber  es  ist  m'.  positiv  und  n  ne* 
gaüv.  Hier  sind  nun  wieder  zwei  FftUe  zu  unterscheiden.  Ent- 
weder ist —«  kleiner  als  m,  folgHcb  auch  -^n'^m';  also  sind 
die  reellen  Tbeile  von 

g  g 

tna+nb*    m'a -Ht'6 

positive  iefate  Brflehe,  und  man  bekCmmt  llir  die  reellen  Tbeile 
von 

% 

mfm-i-  itb    mg +»6 
die  onvereinbitren  Bedingungen  . 

Oder  abgr  -^n  ist  grtaser  als  m,  foigHch  auch  —  n^^  m'.  Dann 
sind  die  reetlen  Theile  von 

b  b 

mg+ttJ'    w?g+«?S 

negative  Sehte  Brüche,  so  dass  man  die  ebenfalls  unvereinbaren 
Bedingungen 

erhält.  Wir  sind  nunmehr  anzunehmen  genuthigt,  dass  eine  der 
vier  Zahlen  m,  n,  m\  n'  NuH  «ei.  Seaen  wir  z.  B.  m'£=0»  so 
fo%t   iii=:I,    it'=t   und  n  bleibt  vnbestuBmt    Dann  soltte  dar 

reelle  Theil  von      T  ■     ein  positiver  iditer  Bruch  sein.    Dtess 

ist  aber  unmöglich  wegen  der  rficksichtlich  —  gemachten  Voraus- 
setzungen. Durchgeht  man  alle  einzebien  Fälle,  so  findet  man, 
dass  unter  allen  m^lglMien  Formen  ties  Bruchs  ,  ^  nur  diese 
drei: 
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b  a  a — b 

den  ^machten  Anforderongeo  eenügen.  Diese  beziehen  sich  aber 
auf  em  und  dasselbe  Dreieck  ÖAB^  Dieses  ist  ako  das  einziee 
spitzwinklige  Dreieck,  aus  welchem  dasselbe  Pünktensysten  ^ 
a,  b)  erzeugt  werden  kann. 

Wenn  ein  System  von  Punkten  durch  irgend  ein  stumpfwink- 
liges Dreieck  OPQ  erzeugt  worden  Ist,  so  giebt  es  im  Angemei- 
nen  immer  ein  spitzwinkliges  Dreieck,  welches  dasselbe  System 
von  Punkten  erzeugt,  und  welches  durch  folgendes  Verfahren  ge- 
funden werden  kann. 

Wenn  P  der  stumpfe  Winkel  des  Dreiecks  OPQ  ist,  so  ziehe 
man  durch  Q  eine  Parallele  mit  der  Grundlinie  OP,  so  wird  die- 
selbe eine  Reihe  von  Punkten  des^  gegebenen  Systems  enthalten, 
deren  Abstände  sämmtiicb  gleich  cier  ivrundlinie  OP  siad.  Also 
ist  unter  den  genannten  Punkten  gewiss  einer  und  zwar  im  All- 
gemeinen  nur  einer  ^  er  möge  Q*  heissen,  —  welcher  sich  auf 
die  Grundlinie  OP  selbst  senkrecht  projtcirt.  Wenn  wir  daher 
das  Dreieck  OPQ  durch  OPQ'  ersetzen,  so  sind  beide  Winkel 
OPQ'  und  POQ'  spitz,  und  die  Projection  der  Seite  OQ'  auf  die 
Grundlinie  OP  ist  gewiss  kleiner. als  die  Hälfte  der  ProjectioB 
der  Seite  OQ  auf  dieselbe  Grundlinie.  Auch  siebt  man  leicht 
dass  die  Projection  der  Grundlinie  OP  auf  OQ^  kleiner  Ist  als 
dlejenb^e  auf  OQ.  Ist  nun  immer  noch  der  Winkel  OQfP  an 
stumpfer,  so  ziehe  man  durch  P  eine  Parallele  mit  OQf\  auf  die- 
ser lies^  ein  einziger  Punkt  P  des  segebenen' Systems,  der  sich 
auf  OQ^  selbst  senkrecht  projicirt  Man  wird  nunmehr  das  Drei- 
eck OP'Q  zur  Erzeugung  des  gegebenen  Systems  von  Panktcn 
febrauchen  können.  Hat  dieses  noch  einen  stampfen  Winkel,  so 
ann  es  nur  der  bei  P  sein«  Femer  Ist  die  Projection  yon  OP 
auf  OQ^  kleiner  als  die  Hälfte  der  Projection  von  OP  anf  OQ, 
um. so  mehr  also  kleiner  als  die  Hälfte  der  Projection  von  OP  id 
OQ;  und  die  Projection  von  OQ*  auf  OP  Ist  kleiner  als  dieje- 
nige auf  OP,  um  so  mehr  also  kleiner  als  die  Hälfte  der  Pro- 
jection von  OQ  auf  OP,  '  Setzt  man  dieses  Verfahren  ao  lange 
fort,  als  noch  stumpfe  Winkel  sich  zeigen,  so  erhält  man  e»e 
fleibenfolge  von  Dreiecken 

OPQ,  OPQ*,  OP!Q'.  OP'QT,  OP'Q\    u.  s.  f., 

worin  jeweilen  das  nengefundene  Eck  ein  stu]|ipfwlBkli§e» 
ist,  und  wo  die  Projecüonen  von  OQ  anf  OP,  von  OQ  auf 
OP,  von  OQ"  auf  OP",  u.  s.  f.,  wie  auch  diejenigen  von  OP 
auf  OQ,  von  OP'  auf  OQ,  n,  s.  f.  zwei  Reihen  bilden,  welche 
schneller  fallen  als  die  geometrische  Reihe 

•    5"*    4*    8'    "*• 


So  lange  nun   die  Dreiecke  noch  stumpfwinklig  sind,    ist  ii 
diejenige  Seite,    welche  das  feste  Eck  O  mit  dem  8ch«t)el  des 
stumpfen  Winkels  verbindet,  kleiner  als  die  Projection  der  andero 
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von  O  ausgehendeD  Seite  auf  die  erste.    Folglich  bilden  auch  die 

Seiten  OP,  OP',  OP^,...  und  die  Seiten  OQ,  OQf,  OQ",...  zwei 

Reihen,    welche   schneller  fallen   als  die  geometrische  Reihe  1, 

11 

2»  T'***«   .Gäbe  es  nun  kein  spitzwinkliges  Dreieck,   so  gingen 

beide  Reihen  ohneEpde  fort;  und  man  nifisste  in  beiden  auf  Glie- 
der kommen«  die  kleiner  wären  als  die -Quadratwurzel  aus  dem 
doppelten  constanten  Inhalt  eines  jeden  dieser  Dreiecke^  Ein  Dr^- 
eck,  worin  zwei  Seiten  zugleich  von  dieser  Beschaffenheit  wären, 
enthält  aber  einen  Widerspruch. .  Folglich  kann  das  oben  beschrie- 
bene Verfahren  nicht  ohne  Ende  fortgese^t  werden,  sondern  es 
muss  einmal  zn  einem  spitzwinkligen  Dreieck  führen  und  dann 
aufburen. 

Man  gelangt  noch  schneller  zum  Ziele,  wenn  man,  ohne  ge- 
rade den  Pnnkt  O  festzuhalten ,  immer  die  kleinste  Seite  des  so 
eben  gefundenen  erzeugenden  Dreiecks  als  Grundlinie  betrachtet. 

In  Uebereinstimmung  mit  dem  zuerst  beschriebenen  geometri- 
schen Verfahren  ist  nun  auch  die  numerische  Rechnung  anzustel- 
len, sobald  es  sich  darum  handelt,  die  zu  irgend  einer  gegebenen 
Darstellung  (a,  6)   gehörende  Hauptdarstellung  auszumitteln.    Da 

es  nämlich  freisteht,  das  Verbältniss  —  durch  seinen  entgegen- 
gesetzten oder  auch  durch  seinen  umgekehrten  Werth  zu  ersetzen, 
wofern  über  das  Vorzeichen  des  reellen  Factors  von  V^—1  nichts 

verfflgt  wird,  so  dürfen  wir  immerhin  den  reellen  Theil  von    •■  als 

positiv  und  grosser  als  l  voraussetzen.  Denn  ginge  das  Letzte 
nicht  an,  so  wäre  (a,  b)  schon  die  gesuchte  Hauptdarstellung 
selbst.'   Es  sei  daher 

und  r  die  Zahl  der  in  p  enthaltenen  positiven  Einheiten,  folglich 
0</»— r<l',   man  setze 

p— r+v  V— 1  = 


so  wird  p'  positiv  sein.  Ist  es  auch  noch  grosser  als  I,  so  sei  r^ 
die  Zahl  der  darin  enthaltenen  positiven  Emheiten;  und  wenn  man 

diese  w^nimmt,  so  sei  p^'  +  ^'^V— 1  der  umgekehrte  Werth  des 
Rests  u.  s.  f.  Die  Rechnung  wird  da  aufboren,  wo  der  umge- 
kehrte Werth  des  Rests  einen  positiven  ächten  Bruch  als  reellen 
Tfaeil  hat.    Sie  steht  demnach  bo  : 


4oa 


■  ••••• 

Hier 

«SmmUich 
«dazu  noch 

abwechselnd  positiv  and  negativ.  Beseicbnet  nnn  -»  den  Tedacirtn 
Werth  des  aus  des  Qootieoten  r,  r',...r(^')gebUdeten  Kelteubnichs 
und  T>  dessen  letsteo  Niheningswertii,  so  Ist 


folglich 

und  (Aa—A6,--A'a-f^A)  oder  (^h'a+k%  ha-^ib)  die  gesuchte 
Haoptdärstellung,  jenachdem  ql^)  positiv  oder  neeativ  ist  Es  ver- 
steht sich  Obrieens»  dass  jede  Darstellung  auf  drei  venchiedeM 
Arten  geschrieEen  werden  kanii,  weil  je  zwei  Seiten  eines  Drei- 
ecks auf  drei  Arten  combinirt  werden  kOnnen ,  und  dass  jeder  an- 
deren Schreibweise  ein  Wechsel  der  Zeichen  g,  G,  (B  der  geraden 
Functionen  entsprieht« 

§.  3. 

Ueber  die  Transformation  und  Multiplication  der  ganseo 

elliptischen  Functionen. 

Wir    haben   oben  gesehen»    das«    ein     einfaches    Prodod 
JTf  1 — 7 — T~Xvs)»  dessen  Factoren  Iftngs  der  Peripherie  des  nn 

endlich  gross  werdenden  Gränzkreises  Uegen,  steh  von  1  anr  «a 
eine  6r5sse  von  der  Ordnung  des  verkehrten  Halbmessers  dieses 
Kreises  unterscheidet»  und  daher  aus  einem  P^oduct  endlicher 
Factoren  nach  Belieben  weggelassen  oder   demselben  zages^it 


^m 


vrerdeo  darf.    leb  wUcke  diese  Bemerkung  voraus«  imi  sie  oiebt 
Im  Foigenden  wiederbdeB  ze  müssen. 

Es  sei  (a,  b)  irgend  ein  erzeugendes  Parallelogramm;  man 
theiie  die  durch  die  eomplezen  GrSssen  o,  6  dargesteUteo  Seiten 
dessetben  resp.  in  p,  q  ^eiciie  Tlieiie»  wo  p,  a  ungerade  sein 
sollen»  und  ziehe  durch  die Theilungspunkte ParalMlinmi  mit* den 
Seiten  des  Parallelogramms.     Man  wird  bo  ein  neues  Punkten- 

System     f  0»  ^>  -v)  erhalten»  welches  aus  der  Ueberlagerung  der 

Punittensysiemel  — +-^  ,  «,  6  J»  wo   m,   n    alle  [den    GrSnz- 
bedingungeo 


p — t 


p-l       9—1 


2-< n»<^^' — ^^-5- <«  < 


9-1 


genfigeuden  ganzen  Zahlen  bezeichnen»  entstanden  sich  denken 
lässt  Es  seien  X,  fi  ganze  Zahlen  und  la-^-^b  ein  bei  der 
Peripherie  des  GrSnzkreises  befindlicher  Punkt»  und  es  mOgen 
je  zwei  Factoren»  wie 


Uta     n6 

VML      nb  7"T" 

1 hAa+fio 

P       V  ^ 


ma 


und 


nb 
T 


Xa — lUf 


ma 


nb 


;r— r-— An— ftÄ 

p        q  ^ 


sugleicb  wegfallen  oder  neu  hinzukommen»  so  wird  dadurch  die 
Richtigkeit  einer  endlichen  Gleichung  nicht  getrObt  werden*). 
Gerade  dieses»  und  nicht  mehr»  geschieht  aber»  wenn  wir  setzen: 


-       ma     nb         . 


• 

WO  rechts  im  Nenner  die  dem  Systeme  m=0»  n=0  entspre- 
chende Function  y  wegzulassen  ist.  Diese  Gleichung  ist  also 
richtig»  und  wenn  17  ein  endliches  -Doppelproduct  bezeichnet» 
worin  Ton  je  zwei  diametral  entgegengesetzten  Systemen  (m»  ti) 
und  ( — m»  — n)  nur  das  eine  beriicksicnti*;t  und  (0»  0)  weggelas- 
sea   ist,  wi  kann  sie  auch  so  geschrieben  werden: 

(ma  .  nb\   /       ma      nb\ 


Kt*  7) 


^               Peripherie 
•)    Der  Fehler  ist  nämlich  ▼©«  der  Ordnung z% >    ■*••    ^®'' 


h' 


d«r  Ordnung  t  ond  daber  verichwindend. 


wo  rechts  unter  den  FuiictioosMielieB  die  speciflscbeii  CeostaBkA 
a,  b  w^gelasseo  sind»  wie  fortao  inoier  geaehekeo  aoll,  8ob«ld 
kein  Hissverständnise  zu  besorgen  ist 

Weil  p,  q  ungerade  sind,  so  iberzea^  nmo  sieh  aiieh  doreh 
die  nämiicbo  Gmndanschauong*  von  der  Riehtighett  der  ^  drei  fol- 
gendeo  Gleiehuagen: 

\  PI/ f-i  ^  f-1  -f«!fj.5?y 

rf    "■\    „„'XlZllJ 


Setzt  man  eine,  der  ungeraden  Zahlen  p»  9»  z.  B.  ^=1»  ^ 
gehen  die  endlichen  Doppelprodacte  in  einfache  Products  über, 
und  die  vier  vorli^euden  Formeln  betreffen  dann  die  Transfot- 
mation  pter  Ordnung. 

Nennen  wir  (— >  —  )  eine   tran^ronnirte  Darstellung   zu   der 


1  (a,  o)f  und  es  sei 


ursprflnglichen  (a,  6)9  und  es  sei  (ka-^iib,  l'a+iik'b),  wo  lii^'-^VfiszU 
eine  mit  der  letzteren  äquivalente  Darstellung,  so  folgt»  dass  daA 

( '--  f -^-i^  j  eine  transformirte  zu  der  ursprfiaglichen  Dar- 
stellung (a,  b)  sei. 

Ist  insbesondere  p=s9»  »o  wird  y(«*-» —)=— y(pa:,  a.  4), 

:»»-->  ^J^(7(fi;r,  a,  b)  und  ebenso  für  G,  (B*     Man   kann  also 

mit  Beibehaltung  der  specifischen  Constanten  a,  b  eine  gan»t 
elliptische  Function  des  Arguments  pj  als  endliches  Prodoct 
solcher  des  einbchen  Arguments  x  ausdrucken.  Hierin  ist  das 
Princip  der  Multiplicatioo- enthalten. 

Eine   getrennte  Behandlung  erfordert  die^  Zahl  2.     Aus  dff 
Grundanscbauung  gehen  sogleiä  folgende  Formeln  hervor: 


t 

folglich  auch  -  ' 

y  (2a?)  =  ^yx.gx.  Gx.  (Por. 
Wetter  können  wir  hier  noch  nicht  gehen,,  und  die  Ausdrudce  für 

m 

bleiben  einer  spSteren  Betrachtung  vorbehalten. 


Bestimmung  des  Verhättvisses  solcher  unendlichen  Doppelproducte, 
deren  Factoren    zusaninienfatlen  und  die  sich  daher  nur  durch 

ihre  Begränzung  unterscheiden. 


^'K 


Nehmen  wir  uns  die  Bestimmung  des  Quotienten  Q= 

ffx 

vor«  und  abstrahiren  von  constanten  Factoren  ^  so  kommt  wesent- 
lich nur  das  Verhältniss  der  beiden  Wertbe  in  fietract^,  welche 
ein  nnd  dasselbe  Punktensystem  -nach  einander  annimmt»  wenn 
der   Mittelpunkt   des    begränzendon   Kreises  k  das    eine   Mal.  in- 

x  +  ST»  das  andere  Mal  in  x  fallt.  Also-  ist  das  ^Product  aller  in- 
nerhalb des  ersten  und  ausserhalb  des  zweiten  Kreises  liegenden 
Punkte  durch  das  Product  aller  deijenigeu  zu  divtdiren,  för  welche 
das  Umgek(ehrte  stattfindet;  oder,  wenn  man  zu  den  Logarithmen 
fiber^eht^  die  mit  dem  Inhalte  c  des  erzeugenden  Parallelogramms 
multiplicirte  Einheit  des  Punkts  durch  das  Flächenelement  c/co« 
und  die  Doppelsumme  durch  ein  Donpelintegral  ersetzt,  nnd  end- 
lich die  ortsanzeigende  coniplexe  Zanl  durch  x  bezeichnet,  so  ist 


^  X  /*</« 

logQ=eonst+^  I  — 


wo   die  Flächenelemente   </«9  im  einen  Monde  positiv »  im.  andern 

negativ  zu  nehmen  sind.   Es  sei  nun  tt=.ftc"^"'\,  z=r«(H^«)^~*» 

wo  r=xk  angenommen  werden  darf.    Zieht  man  aus  dem  Centruni 

einen  Strahl   nach    dem  Punkte  x,  so  ist  die  Länge  eines  inner- 

1 
halb  des  Mondes  befindlichen  Stßckes  ^^cGsq^,   also   positiv   im 

# 
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ersten,  negafiv    im   zweitwi  Monde.     Man  dirf  alsp    d»  du«* 
iacosy.  kdq>  ersetaen.    Es  ergiebt  sich  demnach 


log 


u 


=  consl  + 2^ • 

Wird  der  Kürze  iregen  die  bu  a  coiijugirte  Grosse  ae""    ""*=«' 
gesietzt,  so  hat  roao 


a'M 


^ÄConstXe^*  > 

Bestimmt  man  die  Constaote  durch  die  Annahme  von  :r=ü,  so 
ergiebt  sieh 


Setzt  man  hier  —  «— ^  an  die  Stelle  von  ar,  so  ergiebt  sich 


—  TT» 


=yg.e  e 


oder 


■p-  -       » 


folglich,  fiir  ein  verschwindendes  x. 


e 


aa* 


Durch  dieses  Verfahren  ergeben  sich  folgende  Gleichangen 


I 
\ 


|('^)4|(^')..'^'"|.. 


•    - 


Die  Constaiiteo  dieser  Gleichungen  sind    durch  folgende  Re- 
lationen verbunden: 


a    ,11  4 


«_  .4e' 


G^(B^=e 


M' 


M' 


a\b       ,a     h      4« 


9¥n 

b       a       4« 


2 


,     afbn 

b       4« 


af/r 


®  -2"=^2      2  =®2'^2         * 

Aus  den  vier  letzten  Glelchnngen  folgt  unter  anderm: 


a  b       a  a+b        b 


^•I     ®2 


a  +  b 


%^-l 


Von  derselben  georhetrischeu  Betrachtung  ausgehend  wie" oben, 
findet  mi^n,  wepn   m,  n  beliebige  ganze  Zahlen  bezeichnen, 

^  ^=coDst.Xe 

wo  das  Functionszeichen  y  dorch  die  drei  übrigen  ersetzt  werden 
darf.  Um  den  Werth  der  Constanten  auszumitteln,  muss  man 
aber    die   vier    Functionen    untearscbeaden..     Setzt    man   nämlich 

«7* 
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jr= 5 |-a,  wo  CO  eine  verschwindeiicle  Grosse  bezeichnet, 

80  ist  zuerst  fSr  /  der  FaH,  wo  m^  n  zugleich  gerade  siod,   von 
den  übrigen  abzutrennen,    weil   alsdann  y 5 —    verschwindet. 

Man  findet  hier 

(ma  +  nö  ,      \  ma-t-nö 

in  allen  andern  Fftllen  dagegen  - 

ma-{-nh 


A — 2-; 

folglich  Oberhaupt 

— ä — +«;    - 
y\ — 2— +7  .  . 

Für  g^  Gy  CB  sind  resp.  die  Fälle,  wo  nt  ungerade,  n  gerade ;  wo 
fit  gerade,  n  ungerade,  und  endlich  wo  m,  n  zugleich  ungerade 
sind,  von  allen  flbrigen  Fällen  abzutrennen.  Man  ^ndet  dann 
überhaupt: 


— T"— I») 

/     ma  +  nb  .     \— ^    *^  ^     ^'    ' 

-^ =(-!)"  (-1)-", 


<B( — 2—+»; 

Es  ergeben  sich  demnach  folgende  vier  Gleichungen: 
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(ß  +1  '  ®' 


§•  »• 

Quotienten  unendlicher  Doppelproducte  in '  Doppelsuninien  von 

Partialbnichen  verwandelt. 


Denkt  man  sich   im  Ausdruck  4^2  Zähler    und  %Nenner     al» 

endliche  Producte,  von  denen  jener  eine  kleinere  Zahl  von  Far- 
foren  liat  als  dieser ,  so  ist  nach  den  algebraischen  Regeln 


vio  die  Summe  rechts  sich  ilber  alte  Punkte  ma-^-fn+ä-j  ^  er- 

streckt»  welche  im  Producte  Gx,  begfänsst  dnrch  den  Kreis  Jk,  vor- 
kommen. Setzt  man  im  Ausdruck  des  constanten  Zählers  eines 
Partialbruchs  die  auf  einen  unendlich  grossen  begränzenden Kreis  be- 
zflglichen  Werthe  von  y  und  G',  so  begeht  man  einen  Fehler  von 

der  Ordnung  X»  und  dann  ist  der  faiteraus  entstehende  Gesammt- 

febler,  vv'enn  nlan  je  zwei  Partialbrüchey  wekhe  diametral  entge- 
gengesetzten Punkten  entsprechen,  zusammenfasst,  von  der  Ord- 
nung ^  .  « 


1^  pi^^m'dr     2it    fi^dr 


\oftlc 
d.  b.  von  der  Ordnung  -7-^,  also    verschwindend,  wenn  k  unend- 
lich 'gross  wird.     Da  ferner  der  erwähnte  constante  Zähler  des 
Partialbruchs    immerfort'  einen    endlichen   Werth  behält ,    so    ist 
auch  der  aus  der  unendlichen  kreisfiirmigen  Ausdehnung  der  Dop- 

pcisumme  entstehende  Fehler  nur  von  der  Ordnung  -r.     Nun    ist 
der  fragliche  constante  Zähler  nach  dem  vorigen  Paragraphen  gleich 

— r-C— 1)**;    folglich  in  transsceiidentem  Sinne: 


4U 


^(Sx 


b 


(-1) 


m 


G'vj     ^  +^'»«  +  (« +2  / 


b 


Setzt  man  hier  a  in  0  um   und  wendet  die  TransforoiatioWorBeli 
am  End^  von  $.  3.  an,  so  erhalt  man 


yx.gx  _ 


Gx .  (Bx 


b      6 
^rH      a  .      Gx 
r.b  ^b  ä'««®5' 


oder,  da 


ist,  ivenn  man  rechts  die  Dlfferentiatfion  vollsieht: 


yx.gx 
Ox.(Bx 


(B'x\ 


TheiliSjniiem  mau  hier a?-fx  für  x  setzU  theils,  iodem  n»^ 

speeifischen  Constanten  a,  6 .  vertauscht,  oder  auch  a4^'^ 
au  die  Stelle  von  a,  b  setzt,  gelangt  man  zu'  folgenden  ^ 
(rleichufigßn: 


yx 

Y'x 
'yx 

y'x 
yx 


g'x GxXRx 

gx       yx.gx 

G*x_(^x.gx. 
Gx  '"'  yx.Gx 

(B'x gx.Gx 

sBx  '^yx.(Sx 


G'x 
Vx 

(B'x 
(Bx 

gx 


■~®i 


)X 

g^^ 
gx'' 

G'x^ 

Gx "" 


yx.gx ' 
"^^GxJB^l 

yx.Gx 
'^(Bx,gx 

yx,(Rx 
gx.Gx 


0) 


yro 
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^y 2  ^     ^y-i^ 


Terbiodet  fnan  nun  je  drei  dieser  sechs  Gleichungen;  so  da^iss  die 

arithniiscben   Diflferentiale  versch    '-^^       -"  ------^     

hält  man  folgende  vier  Gleichungen: 


Sollen  die  drei  ersten  zugleich  besteben,  so  wird 

erfordert.    Die  vierte  ist  eine  nothwendige  Folge  der  drei  ersten. 


§-  6. 
Das  Argument  x  als  einfaches  integral  roittelstr  der  gebrochenen 

Function  ir-  dargestellt. 

Setzt  man  ^=:7>-  >  so  geben  die  vorigen  Gleichungen    . 


m^yfT^.tr.Tx 


vv 


und 


folglich 


dv= Vi  +  ry«  Vi  -  /»»« </.«•, 


«/V(l  +  ry»)(l-f»y») 
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fvo  X  und  y  zagleich  verach winden  tsoUen.    Wenn  daher  —^-zzl^, 

also  der  Modul  iS;=^ir  gesetzt 'wird,  so  ist 

9^' 


yT — r  •  -^  =^  slnam(a;  V^ — r),  y^  =  cosam  {x  yf — r) , 


und 


jT-  ^ ^9J!Ci(xSf — r),   wo  V"— r=~^  i«t 
Zugleich  ist  der  complementäre  Modul 


A'sr 


5-  7. 
Addition  der  Argumente  der  elliptischen  Functidnen. 

> 

Macht  man  die  erste  der  Gleichungen  (I)  gans,  so  erhSit  man 
für  xwei  beliebige  Arguinente  jp»  y: 

Gy(Sy—gy'fy-n^r> 
also,  wenn  man  resp,  mit  Gy^Sy^  GxQix  multipllcirtiind  substrabirt: 

Gy(By(gxy'x-^Yxy'x)'^Gx(Bx{gyY'y'^ryg'y)=0. 

Andere  Rl.nf  Gleichungen  dieser  Art  unterscheiden  sich  nur  durdi 

Gegenseitige  Vertausctiung  der  Functiouszeichen  v,  g^  Cr,  XB'  Ad- 
M  man  zur  vorigen  Gleichung  diejenige»  weiche  sich  ergielit 
wenn  man  resp.  G,  (B,  g*  y  g^en  gt  y,  G^  ^  vertaasdit,  ond 
setzt  j:-|-jy=const,  so  erglebt  sich 

gxGyd(yx(Sy)  +  gy  Gxd(yy(Sx)^yx(Byfl(gxÖy)  +  yy^xd(gyGx)^ 

und  wenn  man  hier  g,  G  vertauscht  und  die  so  entstandene  Glei- 
chung addirt  oder  substrabirt,  so  erhält  man  die  beiden  GIdchirogeii: 

(gxOy  ±gyGx)d(yx(By  ±  yy(ßx) = {yx(By  ±  yy(Sx)d(gxGy  ±gyGjl 
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aus  denen  steh  durch  Integration  die  beiden  Gleichungen 

Gxgy-^gxGy  __  G(x +y)—g(x +y) 

ert^eben.  Alultlplicirt  man^sie  mit  einander  und  berücksichtigt  die 
Formeln  (2),  so  .isieht  man,  dass  je  eine  der  Gleichungen  (3) 
eine  nothwendige  Folge  der  anderen  Ist.  Noch  zwei  andere  Paare 
solcher  Gleichungen  ergeben  sich ,  wenn  -man  die  Function  (B  mit 
ff  oder  G  vertauscht.  Setzt  man  in  (3) — y  anstatt  y,  so  erhält  man 

Gxgy  -QxGy  _  Gjjgj^-y^-^gix-^y)  1 

Die  Vertäuschung  von  (B  mit  g  oder  G  liefert  noch  zwei  andere  Paare. 

Die  Gleichungen  (3)  konnten  ihrer  Natur  nach  nur  dazu  die- 
nen, die  gebrochenen  Functionen  der  Summe  x-\-y  durch  solche 
der  getrennten  Argumente  Xj  y  auszudrücken.  Es  entsteht  daher 
die  Aufgabe,  von  den  erwähnten  gebrochenen  Gleichungen  zu  gan- 
zen  zurückzugehen,,  aus  deren  Division  jene  als  hervorgegangen  an- 
gesehen werden  können. 

Für    welche   Argumente    bekommt   die    gebrochene   Function 

yx    -  .   * 

—  dieselben  Werthe?  Die  Formeln  am  Ende  von  6.4.  eeben  uns 
gx  t  - 

y(j?+»M»+«Ä)     ^       '  ffx 

Unterscheidet  man  daher,  ob  n  gerade  oder  ungerade  ist,  so  hat  man 

y(j:  -f  n%a  f  2n6) fx^     y(ma  -f  (^n-l- 1)^ — x) ^ 

gix-t-ma  +  *2nb)  "^  gx  *    g(fna  +  (2it  + 1)6— ar)       gx' 

Als<o  wircl  der  ganze  Ausdruck 

r^99—yti9^ 

so  oft  verschwinden,  als  entweder  x — y=^iiio  +  2it6,  oder  aber 
:r  4-  ^=ma  -f  (2it  -f  t)  6  ist  Schliesst  man  hieraus  auf  die  linearen 
Factoren  des  erwähnteu  Aos^drucks ,  so  lolgt,  dass  derselbe 
durch  die  ganze  Function 

y(ar-y,  a,  56)C(j:+y,  o,  26) 

theilbar  ist  Durfte  man  annehmen,  dass  jener  Ausdruck  die 
linearen  Factoren  nur  einmal  und  keine  anderen  ausser  denselben 
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enthalte«  so  fiiade  Gleichheit  statt»  ohne  daae  man  etoeo  ceastan« 
ten  Factor  beizufügen  brauchte,  weil  fär  y=>0  sich  Bie  am  Ende 
von  §.  3.  bewiesene  Gleichung 

r(x,  a.  6)=)<*,  o,  26)  C?(x,  II,  26)       ^  , 

ergäbe.  Nähme  man  die  durch  Umsetzung  von  jf  in  — jf  ent- 
stehende Gleichung  hinzu,  so  hätte  mau  die  zwei  Uleichongen 

y9gy—yygx=zf{x--y,  a,  26)G(jr-f  y»  «»  26), 

r^gy^yys^^yi^^^y*  «»  26)C?(«— y,  o,  26); 

aus  deren  Multiplication  sich  rermuge  der  angeführten  Transfor- 
mation zweiter  Ordnung  die  Gleichung 

ereäbe.  ^  Diese  Formel  soll  nun  streng  bewiesen  werden.  Da  ihre 
linke  Seite  verschiedentlich  darffestellt  werden  kann ,  so  ^wollen 
wir  sie  kurz  durch  iV(.r».y,  a,  6)  oder  nor  durch  /^(x»  «),  wenn 
sich  die  specilischen  Constanten  a,  6  voo  selbst  verstenen,  be- 
zeichnen.   Afan  erhält  dann  aus  den  Formeln  (2) 


r*-^y^ — y*y  y*^ = ^(^.  y) 

y\x(B^y  -  y^y(B^x=:N{x,y) 


(B^xghi^<B^Si^x=qN{x^y)    J  (4) 
g'^x  G*y—g^G*x=ry(x,s^) 


Vermöge  der  Transformationsformeln  zweiter  Ordnung  hat  man 
y  (x, «,  ^Jg  ^y,  n,  ^J  -y\jy,  a,.|^^x,  a,:^J=:yx  Gx^y(By-yy  GygxsBs^ 

Wenn  man  aber  die  Formeln  (3)  addirt,  so  erhält  man 

(fjp^^-y)  ^y'^G^gg<By'-yyGygx(Sx 
y(^+g)^  iV(ar,y)  .  T' 

GjX'-y)  _yxGxffy(Bg  +r9GyYX(Bx  ^ 
K^-y)  iv(ar,y) 

Folglich  ist 
y(^.a,^)y(y.a,2)-){y»«,2)«{'^''*'0^^<**»>7^^ 

und  wenn  man  beide  Gleichangen  mit  einander  multiplicirt: 
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1 

Diese  Gteicbuiig  werde  jmid  darch 
dividirt,  «o  ergiebt  sich 

Eioe  ähnliche  Gleichung   entsteht  durch  Vertauschung  vpn  a 
und  6.    Wendet  man  beide  binter  einaoder  au  und  bedenkt,  dass 

y(*.2a.26)=Öy  (j'oA 

I 

ist,  so  erhiilt  man 


iV(a?.y)      _ 


'y  2   y  2  . 

folgUch,  wenn  n  irgend  eUie  gM»e  positive  ZabI  iieseicbnet: 

y(a:-|^)y(dr— ,y).    )  x^y   x-if 

V    2«  /    2" 

Es   ist   aber,    wenn    man    nach    steigenden  Potenzen    von  x,  y 
entwickelt: 


.^^•g--r'+^»-t  ■..,... 


r( 

WO 

folglich  für  ein  unendlich  gross  werdendes  n: 

,    ^^f 7=(i  +  ^'^+  "•  «•  w.)*"  =  l  +  L^+u.s.w. 

Also  endlich 


(7) 
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« 

Werden  die  Gleichungen  (5)  mU  einander  miiHfolieirt«  und  rechts 
die  Functionen  g,  (S  miUelst  der  Relationen  (z)  in  y»  G  ausge- 
drOckt«  80  erbilt  man 

Ebenso  ist 

(B(ar+y)(B(a?— y)=(B>:r(D*j  ^pqy^xfy. 
Vermöge  der  Gleichung  (6)  werden  die  Qldchnngen  (5) 

rix  +  y)  C  (x— jf)  =  yxGxgy  (Sy  +  yyQys^^^* 
ri^'-y)  G(ar  +i|r)=r^  Gx^j^^yg  Gy^xiBx. 

Durch  Addition  und  Substraction  ergeben  sich  hieraus  zwei 
andere  Gleichungen.  Vertauscht  man  darin  Cr  mit  ^  oder  mit  (S, 
und  setzt  der  Kürze  wegen 

s  =  x  +  ys^—x-^y; 

80  bekommt  mar)  folgende  sechs  Gleichungen: 

y^Ä^^-f  y'^«=2yÄ?flr.r%%    ftgt-rtgs=2fffgyGx(Bx  \ 
y8Gt+YtGs=2yx  Gxgyißy    ysGt  -  ytG$='lyy  Gy  ißxgA  (8) 
yM^^^yt^^lyxiBxgyGy    yi<Bt—Yt(Ba^2yy(BygxGx) 

Sechs  andere  Gleichniigen  dieser  Art  ergeben  sich  entweder,  io- 
^dem  man  hier  x  um  eine  halbe  specifische  Constante  vermehrt,  oder 
auch  auf  folgendem  Wege.  Wenn  man  in  den  Formeln  (^)  du 
eine  Mal  x^y  durch  s^t  ersetzt ,«  das  andere  Mal  hingegen  5 
gleich  X  werden  iMsst,  so  kommen  in  beiden  Fällen  die  rechten 
Seiten  jener  zwei  Formeln  gleich  heraus.    Man  hat  also 

Gsgt  +  gsGt gxGx 

yKB/  +  (Ssyt  ~yx  (Bar ' 

Gtgt^gt  Gt Gxffx^gxG'x ryx^Bx 

y*<P(— (Bf  y<  "  yx&X'^(BxYx~  --gx  Gx 

in  Folee  der  Formeln  (1).  Da  nun  die  Menner  links  durch  dir 
Formeln  (8)  bekannt  sina,  so  erhalten  die  zwei .  vorliegendeo  61a 
ehunlien  sammt  denen,  welche  darans  durch  Vertauschung  der 
Functionszeichen  sich  ergeben,  folgende  Gestalt: 


G^t  -f  (BuGt=i2Gx  Gy(Bx<By 
^Ssgt  +gt^t  —  2(B.r  (^  gxgy 
gs  6/  +  G$gi=2gxgy  Gx  Gy 


Gs(Bt^(BsGt=2pyxyygxgy\ 
(Bsgi—gi(St=±2gyxyyGxGjt  (9) 
gs  Gi-  Gsgt=^xyy(Rx^' 


Die  drei,  letzten  Gleichungen  fähren  zu  merkwürdigen  Folgenragw 
Multinlictrt  man  sie  nämlich  der  Reihe  nach  mit  gz,  Gs^  (ß:  unii 
addirt,  stf  erhalt  man  links  eine  Determinante: 
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G9,  Gl,  G% 

(Bs,  (Bi/<Bz 

Da  die  Determinate  durch ya7y=y -^y—ä"  theilbar  iat^  somuss 

sie  der  Symmetrie  wegen  auch  durch  y— s"/  "2~'  ^  'T^^W  *'*®''' 
bar  seio.     Mao  setze  daher  io  dem   eiugeklammerteo  Ausdrucice 

rechts   j?=  -T    ry=  "o^*  drücke  mittelst  der  Formeln  (7)  alles 

s     t    z 
Fn  den  Argomeoten  j>  ö'  5  avia  und  ceducire  es   mittelst  (2)  auf 

zwei  einzige  Fanctionszeicheo  z.  B.  y  iind  g.  Zerlegt  mao  dien  er- 
haltenen Ausdruck  In  Factoren  und  beachtet  die  Formel  (6),  so 
ergiebt  sich 

paigygz+qGxGyGx+t(Ba:(Bg(Bz  \     . 

_«^^£±f±i,|H^=£^l±£i:it,£±p£,      (10) 

und  wenn  man  in  der  Determinante«,  f  dorch  :r,  y  ersetzt,  so 
wird  sie 

flor,    w,     Ol  .  y  +  2   y— «'  s+a:  z— ar  x+v  *— y 

Cßar,  (By,  <Bi 

Setzt  man  in  (10)  z=a:-hy  oder  z=:x — y»  so  verschwindet 
die  rechte  Seite»  und  man  bekommt 

I 
I 

pg^gygiP^  +  y)  +  qGxGyGix-^ry)  +  rOjrtßy  (B  (o:  +  y)=0,i       ^^j. 

pg-^gygi^—g)  +  qGx  GyGix^^)  i-HB«®^  (B(ar— y)=oi 

Setzt  man  z=0,  so  wird 

W^5^^  +  yGxGy+KBx(By  =  2p7i7«^±V^       (13) 

oder  auch 

pg{^y)g{x-yHqG{x^yyG{x-yHr(S(x-^)(B{x-^)z=^pq^ 
Setzt  man  a?=y=rz>  so  ergiebt  sich 

P^:p+ 9  G»j:+r<B»a:=->.2p^ry»|  y^.  (14) 

Vermehrt  man  in  (10)  das  Armroent  x  nach  einander  am  a,  b, 
a  +ö,  so  erhält  man  folgende  oret  Gleichungen : 
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= — W ; — § — 9^ — 5 — ff       2 —  ^^2     ^ ' 
pgxgifgt'--qGxGy  Gz+r(ftr(53f<Bx 

Pffxg9ffX'i^qG.rG$G2-^rQixQijß(Bt 


Vermehrt  man  in  (tO)  nnd  (15)  beide  Argamente  y  and  tum^ 
so  erhält  roao: 

ngrjByyjci -I- Cr  dT  (Qy  (Ex + (B:r  Gy  Gz 

■ 

=2 g5±|±^g«±P^(b'-±^<b ^- . 

pgxyyyz  —  Ga:(B^(Bz-f  ®<^  C^yC' 
o..^?d^±?     y^-»-^     *±f^-y      J^Hhy-x 


2 


^r 


pgxy^/%  +  Ga?(^(Bz — ^^(Bx  Gy  Gi 

Acht  andere  Gleichungen  dieiier  Art  ergeben  sich,  wenn  man  fy 
g^  G,(B  das  eine  Mai  resp.  durch  q»  G.CBy^s  das  andere  Mal  dorck 
r»  (B9  fff  G  ersetzt. 

Vermehrt  man  in  (11)  jedes  der  Argumente  or«  y».2  um  ä*»  9o  «* 
giebt  sich 


Y^f  ry»  Yi 

Gx,  Gy,  Gl 

(Bx,  iSg,  (Bz 


.       V+z  z+ar  ar-fif  w— z  z— 


2-7-2 


und  ^  noch  swei  ähnliche  Gleichungen.      Von  hier  aus    kann  mtf 
zu  folgender  merkwiirdigen  Formel  gehmgen: 
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yw,     fo:,     yy,     yz 

9^'   ff^»   9y*   9* 
GtOf  Gxy  Gy,  Gz 

w—x  w — y  w^x    X — y  ^— x    y^z  to-f^+y  +  z 


=%pqTTf-^r-j^Y-Y-y-^r 


2    ^'^'' 


Ich   bemerke  hier  noch  zwei  Formeln,   d^ren  ich  mich  ^uro 
Be^veise  der  vorliegenden  bediente: 

pffrywyxyyyz  '\-p9wgxgygz  +  q  Gto  Gx  Gy  Gz-j-  r(Bw(Bx(By(Bx 


=2pqrr 


w -j-x—y — z  to4-y— ar — z  w  +z-~;c—y  w+x+y+z^ 


2 


2 


'-■- ;  (fl) 


worin  (10)  als  specieller  der  Annahme  tr  =  0  entsprechender  Fall 
enthalten  ist.    8etzt  man  w-^-a  anstatt  to  und  reducirt,  so-kommt: 

pqrywyxyyfz-\-pgwgxgygz — q  G%oGeGyGz'^T(Sw(Sx(Sy(Bi 

und  noch  zwei  andere   Gleichungen   dieser  Art.  —     Die  andere 
Formel  war: 


£+5  ßli^ffi  £=3^  ffi  £+?_  ß^^y  ß  £+?ffi5 


x—z 


C-r^  G— ®n^(B=i^_Gn_iG=^-(B^<B--^ 


u — z      y\z 

=P7xr^  g"^ 


and  ähnliche. 


Anwendung  'des  Vorigen  auf  die  Verwandlung  zweiter  Ordnung. 

Am  Schlüsse  des  §•  3.»  wo  die  Transformation  zweiter  Ord- 
nung vorkam,  könnten  die  Ausdrücke  Hir  j^f  :r,^,  6  1 ,    u.  s.  w. 

noch  nicht  gegeben  werden,  ^weil  sie  nicht  unmittelbar  aus  der 
dortigen  Grundanschauung  hervorgehen.  Erst  die  Formel  (9)  des 
vorigen  Paragraphen  machen  es  uns  möglich ,.  die  Transformation 
zweiter  Ordnung  in  dieser  Beziehung  zu  Vervollständigen.  Setzt 
man  nämlich  in  (9)  x=^y,  so  erhält  man 

• 

G2x+(B2x=::iG^x(B*x,    G2ar--(52a?=5^^*^/j 
(B2x+gix  =  2(B*xg^x,     (B2x-'^—2qy*xG*x,  |  (A) . 
g2x  +  G'2x=z2g^xG^X',     s/'^-G%x:=2rr^.i(B^x:) 


ents 
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Setzt  man  iq  (13)  y=0  und  verdoppelt  «,  so  ergiebt  si 

Di^se  Gleichungen  geben  die  Functionen  deseinfaclieD  ArffniD 
X  ausgedrjlckt  durch  solche  des  doppelten  Arguments  zv; 
dienen  also  zur  Halbirune  des  Arguments  •  erfordern  aber  hiea 
die  Ausziebnng  vierter  vS^urzelo.  Ffir  den  Zweck  dieses  Para- 
graphen geben  die  zwei  Gleichnngeo  der  ersten  Horizontalreihe: 

Man  setze  hier  ^a  statt  o»  und  dann  mOge  p  in  P  fibergehen»  so 
wird    . 


G(xy  a,^  =  G^x^^P.y*x, 


Um  die  Constante  P  zu  bestimmen^  setze  man  .r=^9     so    nird 
nach  $.  4: 

folglich  .     . 

also  endlich  die  gesuchten  Transformatioosforroelii : 

*  ^* 

y»2 
und  ebenso 


i. 


»I 
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i7(^,.o'  b)^g^x S^y*«^» 

y*| 

iT '  -2 
''"2- 

Betrachtet  man  die  in  §.  5.  definirten  Constanten  p^  g,  r  als 
Fanctionen  der  specifischen  Constanten  a,  6  und  bezeichnet  sie 
daher  durch  p(a,  b),  u.  s.  f.,  so  hat  man 


(hO< 


G^~CB°     * 


ä  —  ^s\  ■ 

,  )=(^-r(«.6)-^Vv(M';)*, 


a  j, 


«  ^n 


(a      \      *^2'^J r- 


^2 


(Ä) 


«  -  >-«     « 


V'^'V^ Ä~  =4  V  --T(a,  ö),pia,  b), 


/     6\  V^2""®2  7 


2 


$.9. 

Zur  V^envandluDg  von  ungerader  Otdnung« 
Id  $.  3.  wur(t^  gezeigt,  wie  sich  ganze  elliptische  Functionen^ 
die  zur  Darstellung  (l*tj  (wo  ä,  k  zwei  ungerade  Zahlen  siod) 
Tiieil  XIV.  a». 


4S6 

ßehuren,  als  endliche  Prodttcte  solcher  darstelleo  lassen,  die  rar 
arsteilung  (a,b)  gehSrett.    Hier  sollen  nun  die  bestiminteo  Fonc* 

tionen,  wie  yisTfT  *rj»  cln^r  besonderen  Betrachtung  imtenror- 
fen  werden. 

Der  Kfirze  wegen  wird  hier  durch  P  ein  endliches  Doppel- 

Sroduct  bezeichnet  werden,  welches  sich  fiber  alle  den  Grlaxbe- 
ingungen 

— ?-<»'<-r* — r<  "<T^ 

genfigenden  ganzen  Werthe  von  m,n  erstreckt  Wird  in  diesem 
Producte  der  dem  Systeme  m=0,  it^O  entsprechende  Factor 
weggelassen,  und  wird  von  je  zweien  diametral  en^egengeseCsteo 
Systemen  (m,  «),  (— in»*-it)  nur  das  eine  berOcksichfigt,  so  «fltf 

das    alsdann   nur    -^k—  Factoren  z&hlende  Product  durch  H» 
gedeutet  werden. 
Nach  $.  3.  kt  nun 

n        Jim       w 
Ffir  ein  constantesR  bekommt  hier  das  Argument  oT*|-  nr  4  7 

die  A  Werthe 

a     ma  .nb   a     ma     fi6  ap.  =     =A — I  ~1 
~2+li  +  A  '2 *- A*2L*<'"<"T~J• 
Wendet  man  dann  die  Formeln  aH,  welche  zur  Verwandlung  i» 
Arguments  x^s  in  ^  dienen,  so  bek5mmt  man: 


„/«    o   *\_/2»»o    .- — sS —  IT      V  h^  kj 
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und  bieraos 


Wendet  man  die  Formeln  (6)  and  (7)  des  J.  7.  auf  die  Trans- 
formationsfonneln  des  $.  3.  an,  so  erhält  man 

*  VT + 1E ; 

tr.  s.  t 

Ist  die  reelle  Componente  von  -  ein  positiTer  rationaler  Bruch 

T-»  dessen  Zähler  nnd  Nenner  ungerade  sind,   so   kann  man  die 

Functionen  y(x*  o,l^^  u. s.w.  mittelst  der  vorigen  Transformationsfor- 
mein  als  endliche  Prodncte  von  Functionen  wie  r(y,  I,  i  +  6  V^— 1) 

28* 


428 

flarsfelleii,  \vo^  =:  ]  -f  0  Y — 1  ist,  und  somit  durch  solche  eDip- 

tiscbe  Functionen  ausdrucken,  v^o    das  speciQche  VerhSltniBS  rein 
imaginär,  d.  K.  wo  der  Modal  reell  ist. 


$.  10. 

Herleitung  der  ganzen  elliptischen  Functionen  aus  den  gebrocheoen. 

In  $.  7.  ist  eigentlich  die  Addition  der  Argumente .  fiir  ^anz« 
elliptische  Functionen  nicht  gelungen ;  denn  es  wurde  nur  ein  Pro- 
duct  zweier  ganzen  l^unctioneff  tou  or-f  jf  und  x — y  in  ganzen 
Functionen  der  getrebnteo  Argoraente  or,  y  ausgedrückt.  Dage- 
gen  sind  die  dortigen  Formeln  so  heschaffen,  dass  durch  diei^- 
Ben  die  Aufgabe'  der  Addition  der  Argumente  für  eine  ge- 
brochene elliptische  Function  wirklich  getost  ist.  Ee  er^ek 
sich  z.  B.  aus  (8) 

rix-i-y)  G(x—y)  =  yxGxgy^By  +  ryGygx(B:t , 

und  nach  (7)  ist 

G  (^  +  y)  Gix-y)  =  G^xG^y  +  rpr^xy^y. 

w 

Dividirt  man  diese  beiden  Gleichungen  durch   einander,  so  lallt 
das  Argument  x^y  weg,  und  man  bekommt  dann  eine  wirkliche 

y 

Additionsforroel  für  die   gebrochene  Function  t;,  nämlich 

y\^  -t-  y)  _  7^Gxgy(Sy  +  yyGygxJBx 
Gix+y)-         G^xG^y^^rpr^xfy     ' 

s 

oder,  was  dasselbe  ist, 

« 

f^A.  N—  ^'"^"''^O'^^'^y  A  amy  +  sinamycosamx  ^  amj* 
^^  ~  1  —  A:%in^am:rsin%my 

wenn  rs= — 1,  p:sik^  angenommen  wird. 

Was  so  in  $.  7«  für  gebrochene  Functionen  geleistet  ist,  ^ 
nun  auch  für  ganze  geschehen,  freilich  nicht  in  endlicher  \VeL« 
sondern  nur  mittelst  DiJBTerentialgleichun^en.  Im  Zusammenhaase 
hiemit  wird  sich  dann  eine  ganze  Function,  wie  gx^  mittelst  (t- 
tegrationen   aus   irgend   einer   gebrochenen   Function,    wie    z.  ß 

VmX! 

—  >  herleiten  lassen. 

fßX 

Aus  der  Formel  (7)  in  fi.  7.  folgt 

■ 


Differentiirt   man  diese  Gleichung  logarithmisch   nach  x  und  be< 
rücksichtigt,  dass  nach  (1) 

# 

.  rflog  /yx  \ Gx(Bx 

ilx  \gx/        7xgx 

ist>  so  erhält  man  ' 

Durch  Vertiuschung  von  ;r  ,und  5f  ergiebt  sich 

y(^+y)     ^(a^-y)      ^y       ^  y(^+y)y(^-y)  yy^y 

Addirt  man  beide  Gleichungen,  beabhtet,  dass  nach  (8) 
YxgxGy(By  +  rtfayGx(Btx:=r(x  +  y)^(ar— y), 
und  balbirt,  so  ergiebt  sich 


y (^ + y)  y^ _g>  _     /-^yK^ + y) 
y(^  +  y)     yj^     yy     ^  ff^gyffW+i/) ' 


(16) 


und  zwei  andere  Formeln  dieser  Art  entstehen ,  wenn  man    von  g 
za  (?  und  zu  (B   fortgeht.     Da  die   gebrochene   Function     ,    ,^ 

sich  durch  gebrochene  Functionen  der  getrennten  Argumente  x^y  * 
darstellen  lässt,  so  enthält  die  vorliegende  Gleichung  die  Losung 
der  Aufgabe,  die  eanze  Function  p{x-\^y)  ohne  Beihülfe  des  Ar- 
guments X — V  einzig  durch  Functionen  der  getrennten  Argumente 
x^y  darzustellen. 

Differentiirt  man  die   Gleichung  (16)  nach  y  und  setzt   dann' 
iy=0»  80  erhält  man 

gx        „n,  "T^  * 

folgUch 

Es  bestehen  demnach  folgende  Formeln,  durch  welche  die 
ganzen  Functionen  /,  y»  G^  (ß  mittelst  der  gebroclMnen  ^-> 
u.  8.  w.  ausgedrückt  werden: 
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(B'x 


<Bx 


=s(B'^+pq^^da 


(17) 


Oebrigeiis  ist 

G»0--(B«0=:p,  CB-'O-^Osy,  ^0-G^O=r. 

Um  Doch  eine  der  Gleidrang  (16)  ähnlicbe  Gleichung  (&r  die 

ft 
FttttctioD  /  zu  belcomineDy  setze  man  io  jener  •t^  +  o  anstatt  «,  so 

wird  man 

erhalten.    Zieht  man  hiervon  die  Gieiebang 


ab 9  so  erhSit  man: 


y(«+y)      y«     yy  r^^+!f)ry99 


Man  mnitiplicire  rechts  2Shl6r  nnd  Nenner  mit  q, 
nnd  beeehis  db  Gleichang 


«0. 


431 


welche  sich  aus  (12)  ergiebt»  trenn  man  dort  x  +  ^  anstatt  a:  «etct* 
Dann  erhält  man 

Yix-^y)     yx     ry  qr^Tyri^+y) 

(Bx(By(B(x-^y) 


rr^yy(a:  +  y)  -  pyxyyyix+y) 


8-  IJ. 

Ueber  die  eUiptiseben  Integrale  der  dritten  Art. 

Die  Theorie  der  elliptibcbeD  Integrale  dritter  Art  ist  In  fol 
genden  emtacben  Betracblnngen  enthalten.    Es  ist 

also,  wenn  man  (6)  berficksichtigt  and  nach  x  integrirt: 
Ebenso 


,0g  g^==2/^g^fyfa^+ ^'^g^y^r, 


o.  s.  w. 


L8sst.man  hier  unter  dem  Integrationszeichen  das  Argument  x 
nur  mit  den  Functionszeichen  /,  GT erscheinen»  so  erhalten  diese 
yier  Gleichungen  folgende  Gestalt: 
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Setzt  man  endlich 

r 

«5=2*,  6=2Ä'V-^I,  also  c-AKK'^ 
80  werden 

p=k^,  q^k^,  r=-l, 
und  man  erhSit  folgende  Formeln : 

/     ■    V         ,,^7?— 8in*am;r sinntmo 

®y(a:— «)      J  sra^anur— sm*ama 


^f     t    \        wTT-— Ä*ftin»am4X^-^»ln»attur 
*®»6Xir— «P1/         l--^Vm«ama8in%nur        ^^' 

Air/     ■    \       x^A'ania  pn~  — 4*coa*amo~— sin^aiiLr 
o  (g  (jf — ff)    ^  A^mcK — Ä*  cos'ama  sin^anur 

Wird  daa  elliptische  Integral  dritter  Art  dnrch  / 1  i  ^  sin^au 

dargestellt,  so  erstrecken  sich  (&r  ein  reelles  a  die  vorigen  For- 
meln nur  auf  diejenigen  Weithe  von  n,  welche  innerEialb  der 
Gränzen 

— OD  <n< -1,  — ife«<n  <e 

enthalten  sind.  CHebt  man  aber  dem  Argument  a  einen  rein  ina- 
miSren  Werth,  so  gelten  die  angeführten  Formeln  für  diejeDigea 
Werthe  von  n,  welche  innerhalb  der  GrSnzen 

0<n<  +  QO,  — l<n<— A« 

enthalten  sind.  In  dieser  Aufzählung  sind  also  alle  reellen  Werik 
von  fi  begriffen. 


$.  12. 


f  • 


Ueber  die  Additio^n  der  Argnueote  bei  den  elliptiseben  Integralea 

.   der  dritten  Art, 

Der  Zweck  dieses  Paragraphen  eiVbrdert  ein  Zurückgehen  aal 
die  Formeln  (a)  und  (6)  des  §.  7.    Setzt  man  rn  Xo) 
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und  bezeichnet  der  KOrxe  wegen  das  Pröduct 

durch  yistf  uv),  u.  s.  f.,  so  verwandelt  sich  die  angeführte  Formel  in 
pqrri^Ut^v)  +pgisUuD)  +  qG(st,Hv)  +i<S(*t,uv)=Z'^2pqry  (ftt,oO 

und  hieraas  durch  Vertauschutig  von  n  und  v: 
—p^  (it,w)  +pg  (ßt,  uv)  +  qG  ißU  uv)  +  t(B  (st,  ¥v)  ^=:2pgrr  (ir,  tu). 

Addirtund  subtrahirt  man  diese  zwei  Gleichungen^  so  ergiebt  sich 
pg  (ftw)  +  gG  (f t  in?) + r(B  (st,  uv)  =pqr  [y(sv,  Ui)-^  (ni,  vf)],    (c) 

Auf  gleiche  Art  gewinnt  man  aus  (6)  die  beiden  Cleichungen 

pqry (st, uv)  +pg (st, uv)'~qG  (st, uv)  —  r(B(st,  uv) = Ipg (suyvi) ,  (e) 
--pqry  (st,uv)  +pg(st,uv)  —  gG  (st,uv)  — rCB  (si,uv) = 2pg  (sv,iu) ;  (f) 

uod  ans  diesen  durch  Addißon  und  SabtractioB 

pg  (sU  uv)'^gG  (st,  «r>-TiP  <B  (st,  uv)  =sp  ig  («c,  vt)  +  g  (i »,  tuy\,  (g) 

gry  (st,  uv)=g(su,  (ü) — ^  (sv,  tu).         (h) 

« 

Ich  edatbe  fa\f  eine  kleine  Zwischenbemerkung.  Wenn  man 
in  (/)  von  der  Function  g  zn  G  forteeht»  und  die  so  entstandene 
Gleichung  zu  der  unveränderten  (e)  ninzuaddirt,  so  ergiebt  .sich 

pg(su,vt)-i-pG(sv,tu)  +  r(B  (st,  ti9)=0. 

Die  Gleichungen  (c),  (d),  (g\  (h)  können  nun  bei  der  Addition 
der  Argumente  der  elliptiscbjsn' Functionen  dritter  Art  auf  folgende 
Weise  benutzt  werden.    Setzt  man  darin' 

so  wird 

. » 

Pqr\yar(x+g+a)y(x-a)r(g-'a)'^Yay(x+g^^)r(x  +  a^^ 
=Pfß^g  (x\g)gxag\qG%tG(x\y)  GxGg+r(B2€^(x-i-g)(Bx(Bg, 


=  y2ay(a?+y)rxyy, 
=PSriag(x  +g)gxgg-'qG2aG(x^g)  GxGyT(&^i^(x^)(Baf(By. 
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Mittelst  der  Formeln  (12)  in  $.  7.  und  (^)  in  $.  8.  kano  m 
die  Yorliegenden  Gleichungen  auf  folgende  Art  omgeetalteD.  U 
sei  der  Kürze  wegen 

M:=gaGa(Barxygy{:ip  +  y), 
A^=^J{G\r(BWRyC5(Är+y)--(B^C?ar«^G(jp+yM 

z=?^\<S^agxgyg  (o:  +  y) — ^a(EbKBiy<B(jr  +  jr)l 


so  ist 


==^y\g^GxGyG{x+g)^C^g^gySl(ß  +y)U 


r(a:+y-a)y(«  +  «)y(y+«)~Af-iV 


und,  wenn  man,  um  zuderTon  Jaeobi  elngefilhrten  BeseichonO' 
art  der  gebrocheneu  elliptischen  Functionen  fibe»ugelics,  p=l^, 
qt^if*,  rsi'rrl  annimmt,  und  dann  der  Kfirze  wegen 

Q — s — sscosamaAMM;*ioA>>>^Mnam|y8inafli(dP  4*  Jf)» 

Q — g — =:sinama(cosamj;co8amycosam(d;-|-y) — cosHa«! 

folglich 

l^s=(cin*am«**sin%ttno)  (sinHrojf — sin^ima)  (sin^un  (x+g) — sIAik 

setzt  •  so  ist 

log  y(^-^y*-«)?<^-«)y(y:rg^^2^ 

Setzt  man  ferner 

Pzsijga  I  Ghtgxgygiß + y) + r9^artIb^By(B(x  +  g)\ 
=:ga{(B^agxggg(a:+g)-frhiGxGgG(x+g)\, 
Q^qffuGiaiarxYgrise^rl/)^ 

so  ist 

^  cy+y  +  ft)^(^— «)y  (y— tt)  _^+Q 

y(x  +  y-«)i7(ar+«)y(y  +  «)-l*=^' 
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Gebt  man  von  g  za  G  über  nnd  gebraucht  dann  gebrochene 
Functionen 9  so  hat  man  dieses  System  von  Gleichungen: 

Q  — 5 = ^Hma  +  4*  sin^ama  cosam  j?  cosam  y  cosam  {x  +y), 

Q  — s =  A*  sinama  cosama  /\  ama  sinam  x  sinam  y  sinam  (x+y), 

Ina  g(^-fy^)^(^+«)g(y+«)-..^ 

Die  Leeendre'sche  Formel  flir  die  Addition  der  Argumente 
der  Amplituden  bei  den  elliptischen  Integralen  dritter  Art  kann  auf 
folgendem  Wege  erlaiten  werden.    Es  ist 

Gix+ti)G(g+a)  _G($+v)G(s-v)     G{sv,uh) 
Cr(ir-c)C(y-a)  ^  G  iHv)G (<—  v)'^G (te,  tm) 

Trügt  man  a1>er  die  obi^  Formel  (A)  von  g  auf  G  Ober  und  setst 
dann  l=ii  hinein,  so  giebt  sie 

G(ßo,  uu):=sG(ßUfTU)'^prY(sH,uv); 

folglieh  Ut 

G(x  +  a)  G(y  +  a)__G(x+y^a) GaGxGy^pTrix^g^u)ror^ 
G(a:— «)  G  (y— «)       G  (a:  +  y— «)  Ga  GxGy  +prrix  +  y — a)  yarxyy^ 


and  hieraus 


G(3?  +  y-«)G(3?H-«)G(y  +  a) 
G(j:+»  +  «)G(a:-«)6(r-«) 


1  +  A:^shKun«sfaiamarslnamyipam^g+y  -H«) 

***l-—A;*8inamasinam:rsiDamy sinam  (2:  -f  y-*-^)  ' 

Wie  dieser  Ausdruck  mit  der  Addition  der  Argumente  der  Am- 
plituden der  elliptischen  Integrale  dritter  Art  zusammhängt,  ist 
aus  dem  vorhergehendee  ParagraphenUar. 


Wenn  das   Argument  x  als  Function    von  zsss  g  /  *  ^  A      und 

der  specifischen  Constfmten  a,  h  gedacht  wird,   die  in  Beziehung 
auf  die  beiden  letztern  genommene  Variation  ix  des  Arguments 
(z  als  constant  veransgesttst)  m  bestimmen. 

Setzt  man 
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60  hat  mao  vermöge  der  GleiciraDgen  (2)  und  (1)  defl^§.  Ö.: 

dx 
ni*=2*  — 1,   ~rc*=pz'+9,  l=:mtj  ^  . 

Die  letzte  Gleichung  wird  daher 

(t«-i)(pj«+?)(Q«=-i^ 

and  9  wenn  man   sie  nach  a,  b  logarithmi«ch  differentürt,  so  er 
hält  man 


• , 


dz  ö  ÜTÜ* 


p  prf 

< 
I 

Nun  ist  '  ^  ~  =  "7 — »  und  wenn  man  die  verliegende  GImfaiiBg 
mit  dx  mtjritiplicirt,  so  wird 

,   dix     dSx  ,       ,. 

wo  das  Zeichen  d  eine  Differentiation  nach  z  anzeigt»  ^vfibreod 
a,  b  als  constant  gedacht  werden.  Integrirt  man  nun  in  B^e- 
faung  auf  z  oder  x  allein,  so  erhält  man 

DadieWerthe  ar=0  und  zz^l  inimer  zusammengehören,  was 
auch  a,  6  seiq  mli^en,  so  verol^hwinden  x  utd  ix  gleichzeitig; 
also  muss  aiich  das  Integral  rechts  für  j:=0  verschwinden.  Ver- 
möge der  f'omieln  (iT)  in  §.  10.  kann  aber  dasselbe  durch  des 
ebenfalls  ffir  .as^s  0  verschTVindendw  ^sdrack 


\m-'<r> ) 


ersetzt  werden,  wodurch  man 


(• 


«.=-.(1+^«!?^)+«^^ 


erhält    Setzt  man  jetz  «=a-K«»3  ^  wird  2=--^*?^.»    und,  we»B 
CO  eine  verschwindend  kleine  Grösse  bezeichnet. 
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/=-ITiÄ=-*-^«^^°-^"®>=-<*+5^'«^>' 


folglich 


r  m 


also  ist  Soi  selbst  von  der  Ordnung  m,  so  dassman  9^:==  9a  setzen 
darf.    Ans  den  Formeln  am  Sohlass  vod>§.  4.  ergiebt  sich  aber 

Setzt  man  jetzt  der  Kürze  wegen 

pdq-^qip^  Sp  ^  „  piq-^ qip     g"0^päg-' G"0. ^^        ^^ 

2pqr      ~""^     2p +'^"      2pqr      ""  2p^  ""     ^' 


so  dass 


wird,  so  bekummt  man  für  x=za  nnd  :r=6  folgende   zur  Bestim- 
mung von  £  und  f}  dienende  Gleichungen: 


a'it 


woraus  sich 


dii=:oi/  — 8, 


'       c 


«  = 


27r\^::rr'    "i-  2cV^=i 


*  g(x,a,b) 

ergeben.     Also  ist  für  einen  constanten  Werta  voa  TYraTK 

a*öb  —  b'6a     (g^^  fl^ — bSa 
'^=^    2cV^    ""(BJ-  2«\^-l^ 


Aus  dieser  Gleichung  ersieht  man,  dass  sich  die  Continuitflt  von 
ö:x:   nur  allemal  dann   verliert,  wenn  (Bx  verschwindet,  d.  h.  nur 

dann,  wenn  ar=rm  +  j^Jri+ Tif+jj-jÄ  wird,    wo    m,  n   beliebige 

ganze  Zahlen  bedeuten. 
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$.  u. 

V 

Wie  mtuw  dag  speclfiscbe  Dreieck,  «Teiches  zar  Darstellaog  einer 
ganzen  eUiptiachen  Function  cUent«  beschaffen  sein»  damit  eines 
der  VerhSltDisse  der  drei  in  §.  5.  bestimmten  Constaoten  p,  q,  r 

reell  «ein  kilnne? 

Ist  eines  der  genannten  Verhältnisse  reell»  so  sind  es  wegen 
der  Relation  p  +  g+rzr^O  nothwendlg  ancb  die  beiden  Qbrigen. 
Dann  wird  man  irgend  drei  reelle  Grossen  angeben  können,  welche 
mit  p,  g,  r  proportional  sind;  und  da  ihre  Summe  eleicb  Null  i«t, 
so  muss  eine  derselben  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben  mit 
den  beiden  übrigen.  Unter  den  drei  möglichen  Fällen  wollen  irEr 
denjenigen  voraussetzen,   wo  die  mit  r  proportionale  Grusse  des 

beiden  fibrigen  entgegensetzt  ist.    Dann  sind  — ^>  — ^  zoglmk 
positive  ächte  Bröche,  weil  —  ^  —  -=1   ist     Setzt    man    dam 

•  TT 

V — rT7-=.y, —  '-=A«<1,  so  ist  der  Modul  k  reell,  und  mas 
hat  nach  §.  (t. 


^-r.,=y 


V 

Bezeichnet  man   nun    den  Werth  dieses  Integrals  durch  K  oder 

K'V^^h  jenachdem   in   demselben  y  continuirlich  die  zwisdhen 

0  und  -f  1  liegenden  reellen  oder  die  zwischen  0  und  +  od  V^— 1 
liegenden  rein  imaginären  Werf  he  einmal  durchläuft,  so  sind  K, 
K'   endliche    reelle    und    positive    Grossen,    und    nimmt     mai 

/     K  K'       ^ X 

{TF-^^*    \rzr  ^  —  1  1  als  Darstellung  an,  so  ist  y  dieselbe 

Function  von  ar,  wie  bei  der  ursprünglichen  Darstellung  (o,  6)/) 
Beide  Darstellungen  geben  also  ein  und  dasselbe  Netz  von  Puiii- 
ten,  und  jene  erstere  ist  die  Hauptdarstellung  de^^elben,  weil 
ihr  ein  rechtwinkliges  Dreieck  zu  Grunde  liegt,  d.  h.  weil  dw 
zugefauriffe  speeifiscne  VerhJiltniss  rein  imaginär  ist  Dan  Ge- 
sagte fährt  zu  folgendem  Schluss: 

„Wenn  die  Verhältnisse  der  GrOsoen  p,  9,  r  reell  sind,  io 
kann  das  zugebiirige  Netz  von  Punkten  durch  ein  rechtwinkliges 
Dreieck  erzeugt  werden,  dessen  Katheten  denjenigen  zwei  von 
den  Grossen  jti,  9,  r  entsprechen,  deren  Verhältnlss  einen  positi- 
ven Werth  haf 


*)    Hier  iel  die  ech würbe  Sttaic  il«*«  JBeveisee;  demi  die  Redoetiee 

einee  Aosdriicki,    wie  %\n^m(jnK^nK' V — \-\-x),  tchciot  hi^ti-bet  schoe 
Toransgetetxt  werden  zu  müssen. 
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S-  15. 

X  ♦ 

Ueber  die   analytische  Bedeutuog  der  Baaptdaretelliiiig  einer 

elliptischen  Function. 

Denken  wir  uns  aut  die  in  §•  1.  beschriebene  Weise  jedes 
comi^lexe  Argument  x  durch  einen  Punkt  in  der  Ebene  darflesteUt, 
so  budet  die  Reihenfolge  aller  derjenigen  Punkte  x,  welcfae  so 

reellen  Werthen   der  gebrochenen   Function  v.  '  '  J^  geboren, 

eine  Curve.  Die  genannte  Function  bekömmt  aber  resp»  die  reel- 
len Werthe  ( — 1)"'~1~",0,^  ,  so  oft  als  das  Argument  a:  eine  der 
Formen 

annimmt.  Folglich  geht  die  betrachtete  Curve  I^.  durch  alle 
Ecken  des|  specifischen  Dreiecksnetzes»  2^.  durch  die  Mitten  aller 
der  Constanten  a  und  3^.  durch  die  Mitten  aller  der  Constanten 
6  entsprechenden  Seiten.  In  den  ersten  Punkten  erhUt  die  ge- 
brochene Function  p-  abwechselnd  die  reellen  Werthe  +1  und 

'—  1 ,  in  den  zweiten  die  Werthe  0  und  in  den  dritten  die  Werthe 
00.    Vielfache  Pnnkte  der  Curve  können  nur  da  liegen,  wo  der 

nach  X  genommene  erste  DUTerentlalefllcient  von  fr-  verschwin- 
det,    also   nach    (1)  in  $.  ß.  da,   wo  yx(Bx  verschwindet     Da 

G(ma+«6+ar)     ^     *^         Gx 

ist,  und  dieCvrve  demnach  nach  zweien  Richtungen  hin  periodisch 
verläuft,  so   brauchen   wir  in    der   zuletzt    erwdinten  Beziehung 

u  -\'  b 

nur  die  beiden  Punkte  dr=0,  :r=— 5 —  zu  betrachten.     Nehmen 

ox  1 

wir  vorerst  x  verschwindend  klein  an,  so  wird  4r-  =1  -f  Tror*. 

Unter  allen  complexen  Werthen  von  x,  die  zu  demselben  ver- 
schwindend kleinen  Modul  gehören,  kann  es  aber  nur  zwei  x  und 

aeV —\  (j®  ^^'®'  entgegengesetzte  werden,  als  einer  und  derselben 
Tanffente  entsprechen^  hier  nur  (är  einen  gezählt)  j^eben,  filr 
welcne  rx^  reell  wird.  Folglich  sind  die  Ecken  des  Dreiecksnetzes 
stets  Doppelpunkte  der  betrachteten  Cnrve,  in  denen  diese  sicii 

rechtwinklich  schneidet.  Setzen  wir  zweitens  :r=— 0 — -^ti»  wo 
CO  verschwindend  klein  sein  soll ,  so  wird  nach  §.  4. 


fWftW 


G 


(f+*+„)*-  G^V=V  -J<i-^-*) 


Die  Carve  kann  also  nar  dann  dnrch  dieaen  Pankt  --^      geheo , 

wenn  das  VerhSitniaa  ^  reeU  und  negativ   ist,  also   nach  ^  14. 

nur  dann,  *wenn  im  specifisdien  Dreieck  der  HauptdarsteUnng 
einer  der  beiden  raitp  und  9  homologen  ^Teilen  ein  rechter  IWin- 
kel  gegenüberliegt.  Dann  sind  auch  die  Mitten'  aller  mit  r  hemo* 
logen  Seiten  des  Dreiecksnetzes  Doppelpunkte  der  Curve^  in  denen 
sie  sich  recbtirinMig  schneidet.*) 

Um  eine  Anschauung  von  der  Continuität  der  Realitätscarre  Inr 
*^  zu  bekommen,  nehmen  wir  zuerst -als  rein  imaginär  (mit  poritifein 

Factor  von  V*-l)  an.  Dann  ist  aus  der  Form  der  uneDdüdicn 
Doppelproducte  auf  der  Stelle  klar,  dass  die  ||esuchteCurve  mit  deo 
beiden  sich  rechtwinuich  schneidenden  Systemen  paralleler  nnd 
äauidistanter  Geraden  des  specifischen  Dreiecksnetzes  zusammen' 
tKlJt  und  demnach  ein  Netz  von  congruenten  Rechtecken  bifdet 
Geht  nun  das  speciftsche  Dreieck  aus  der  rechtwinkBgen  Form 
aÜniählig  in  die  spitzwinklige  Ober,  so  verwandelt  sich  das  Netz 
cöngruenter  Rechtecke  in  ein  aus  zwei  Systemen  sich  rechtwink- 
lig schineidender  geschi^ogelter  Carven  bestehendes  Netz»  in 
welchem  die  einen  mit  p  correspoodireoden  Curven  den  zwischen 

•f-lund  — I  osciilirenden  reellen  Werthen  von  ^r-zugehuren«wSh- 

rend  die  anderen  mit  .(^corrQspondirendeo  Curven  «1  denjenigen  reellen 

Werthen  von  yr-r/ gehören,  .welche  von.  -4-1  bis  -foo  und  von  —  ac 

bis  ^1  und  wieder  zurück  verlaufen.  Isolirte  geschlossene  Zweige 
der  Realitätscurve  können  niemals  auftreten,  und  zwar  ans  folgen- 


dem  Grunde.     Es  sei  -yr-^^-p-»  so  folgt  nach  (9): 

folglich  entweder 

oder 

*±y=(2m,+l)a  +  (2ii  + 1)6. 
Da  nnn  die  beschriebenen  offenen  CurreüzweiKe  sctioa  'alle  reeUea 
Wertbe  von  "^^enthalten  und  iler  durch di^  lotsten  Gleichm^nange- 


*)    Hierdurch  wird  §.  13.  entbehrlich  gemacht. 


deuteten  doppelten  Periodicität  ▼ollkommen  entsprechen^  so  ist 
durch  dieselben  die  ganze  Gurre  auch  yoUtcommen  ersch5pft.  — 
Bei  fortschreitender  Forraänderang  des  specifischen  Dreiecics  kann 
erst  dann  eine  Discontinuität  in  der  gleiclizeitieen  Formänderung 
der  Realitfitscurve  eintreten,  wenn  dieselbe  die  Mitten  der  mit  r 
correspondirenden  Dreieckseiten  erreicht,  d.  h.,  wie  wir  oben  ge- 
sehen haben,  wenn  das  specifische  Dreieck  an  dieser  Seite  einen 
rechten  Winkel  bekommt.    Gesetzt  die  Hypotenuse  correspondire 

mit  g,  so  ist  nunmehr  — -i  rein  imaginär,  und  da 

'     g(x,a,b) G(x,a^b,a) 

G(x,a,b)      (B(^,a— 6,«) ' 
so  ist  die  Realitätscurve  durch  die  Gleichungen 

a— 6 
j:=(a — b)u,  x=au,  5:^-5 hüu, 

wo  ff  einen  beliebigen  reellen  Factor  bezeichnet,  dargestellt.  Die 
mit  p  correspondirenden  Zweige  fallen  wieder  mit  den  entspre- 
chenden Dreieeksseiten  zusammen,  während  die  mit  q  correspon- 
direnden Zweige  sich  in  rechtwinklig  gebrochene  Zickzacklinien 
verwandeln ,  von  denen  die  einen  Stucke  in  die  Seiten  a — b  falleii, 
während  die  anderen  parallel  mit  den  Seiten  a  durch  die  Mitten 
der  Seiten  b  gehen*  Je  zwei  aufeinanderfolgende  Zickzacklinien 
erreichen  einander  mit  ihren  Ecken  in  den  Mitten  der  Seiten 
a — b.  Diese  Beschreibung  gilt,  wenn  der  mit  (f  correspondirende 
rechte  Winkel  noch  wie  der  ihm  unmittelbar  vorhergehende  spitze 
Winkel  anfgefasst  wird.     Sobald  man  ihn  aber    wie  den  nacnfol- 

f enden  stumpfen  Winkel  behandelt,  so  müssen  die  geradlinigen 
llemente  der  vorigen  Zickzacklinien  in  den  Mitten  der  (weiten  a— 6 
anders  verbunden  werden,  die  Zickzacke  müssen  die  Richtung 
der  Seite  b  plutslich  verlassen,  um  in  die  Richtung  2a — b  über* 
zogehen.  D.h.  weil  jetzt  (2a — b,  ä)  im  B^riff  rst,  Hauptdar- 
Stellung  zu  werden,  so  richtet  sich  von  nun  an  auch  die  Realie 
tätscurve  nach  Mieser  Hauptdarstelking. 

Während  p-  die  reellen  Werthe  von  1  bis  0  einmal  durch- 
läuft, dardiläuft  V— r.-^  ebenfalls  einmal  die  reellen  Werthe 
von  0  bis  1 ;  und  während  -^    die    reellen   Werthe    von    1    bis 

-f  00  einmal  durchläuft , .  durchläuft  V  — r.  g-  ebenfalls 
einmal  die  rein  imaginären  Werthe  von  +0V  — 1  bis  +qo  V^—  l. 
Setzt  man  nun  ^=V^— r.  tt-»  so  folgen  am  der  vorigen  Betrach- 

tung  über  die  Realitätscurve  für  ^  die  Gleichungen 
Theil  XIV.  a» 


/ 
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14/-=-*     A«v^--^ ^..-^- . 

wofern  die  specifischen  GonataiiteD  a,  b  der  Hauptdarstellong  an- 

gehureD,  welchen  coraplexen  Werth  auch  der  Modul  y    —  ^  *^ 
ser  vollständigen  elliptischen  Integrale  erster  Art  haben  ma^. 


S.  16. 

Verwandlung .  der  elliptischen  unendlichen  Doppelproducte  in 
unendliche  einfache  Producte  trigonometrischer  Factoreo. 

Vollzieht  man  in  den  vier  Doppelproducten,  wieJI ATk* 

welche  oben  in  ^.  1.  unter  dem  Namen  der  ganzen  elliptiscbes 
Functionen  beschrieben  worden  sind,  die  Alultiplicatian  zuee^ 
von  m::=:  — 00  h\B  mz^-\-<*^  ,  BQ  ergeben  sich  resp.  die  einfacbift 
Producte :  * 

.    n{x-{-nh)  3r(ar  +  ii&) 

_.^  sin ^  cos ' 

a    .    war     __  a  a 

—  Sm  n ,  TT  ' — , 

*         ^(r70)         .    «w6                            nnö 
-^  sin cos 

a  a 

sio cos 

„  a  a 

n ^— -jr '  ff y pr • 


sm cos 


a 


Dieselben  sind  convergent,  sobald  —  nur  nicht  reell  isst     H» 

denke   sie  sich    zwischen   gleichen  und  entgegengesetzfen    sek 

grossen  Werthen  von  n  oder  n  -f  o  genommen.    Es  handelt  adi 

nun  darum,  ihre  Verhältnisse  zu  den  entsprechenden  PancdoBen 
7f  fff  G,  (B  zu  bestimmen. 

In  der  Ebene,  in  welcher  die  Werthe  von  ma  +  nb  diffch 
Punkte  dargestellt  slnd^  sei  um  den  Ursprung  als  Hittelpunkt  ein 
Kreis  mit  dem  sehr  grossen  Halbmesser  k  beschrieben»  wekhei 
als  Gränze  für  die  Doppelproducte  n  u.  s.  w.  gelten  soll.  Aus- 
serhalb desselben  liegen  zwei  Parallellinien  von  der  durch  o  ht 
zeichneten  Richtung  und  den  beiden  entgegengesetzten  Gränzwer* 
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theo  voD  ft  oder  n  +  x-  entsprechend.  Bezeichnet  nan  Q  den  ge- 
meinsamen QuolioBten,  der  ailS/der  Division  *  der  ohigen  einfachen 
Prodncte  durch  die  entspfechenden  Functionen  /,  g,  G,  (D  hervor- 

ergeht»  so  ist  Q  gleich  dem  Doppelproducte  17  f  1-j ,     ,■)> 

welches  sich  Aber  den  ganzen  ausserhalb  des  Kreises  Ä*  und  in- 
nerhalb der  ParaUellinien   (db**)  liegenden  Flächenranm  erstreckt. 

Nun  ist  mit  einem  Fehler  von  der  Ordnung-?  ' 

loR«=-  g-^-^fiito+it*)»  "^'^  2jJ\mu  +  nb1^  * 
und  wenn  man  zuerst  in  Beziehung  auf  m  integrirt : 

wo  m'  sich  auf  den  Anfangso«  m"  auf  den  Endpunkt  einer  mit 
der  Richtuns  a  parallelen,  durch  den  Werth  von  n  bestimmten 
Sehne  des  Kreises  Jt  bezieht.  Um  nun  das  einfache  Integral  iSngs 
der  ganzen  Peripherie  k  verfolgen  zu  können,  setze  man 

so  ist  der  Inhalt  des  durch  die  Seiten  a,  ma+nb  bestimmten  Pa- 
rallelogramms  no^=^afc6\Qip,  foigtteh  <fn=  — >  eoüg>dq>y 

logQ=— «-a«V-rj-    #       e-^V-\  cos^dg> 

o 

WO  a'=ae"*'^^^  den  conjugirten  Werth  von  a  bezeichnet.  Hie- 
raus folgt  nun: 


sin* 


a 


sm" —  ^ 
cos* — y 


#1 

29 
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9SX 

V     aiD* — 7c- y 


2a 


•^^  ^     y'  «in*  —       'S 

<B(j:,ö,6)=:e*"^'^(  1-     ,(2ii-l)«ft    V' 

V     cos« 2^ ^ 

Oder  auch,  wenn  c*  =ä  gesetzt  wird: 

•'»^                    1— 2A«"co8-^  +  A*" 
y(a:,a,6)=«  «»»""if^ (1— A«»)» 

5r(ar,a,6)=«^        cos  — JI  (T+ää)« ' 

'        li  a 


Da  afb  —  fl6'=2cV-"l  ist  und  da  c  als  positiv  vorausgesetd 
wurde,  so  ist  —  -p= — M-^  und  daher  die  imagto&re  Coinpo- 

nente    von   -  positiv;  folglich  isf  der  Modul  von 


*='"-"'(«"Ki+s.)+^''»l(l+?)) 

ein  ächter  Bruch,  weshalb  die  steigenden  Potenzen  von  k  Ak 
der  Null  ohne  Ende  nähern. 

Setzt  man  in  den  obigen  Formeln  ^=ir»  ^=5>     und    ^ 
denkt  im  letztern  Fall,  dass 

afn/öy     bVn  .  bn., — - 
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.  «6     V-1 


*!*— 1+* 


ist,  so  erhält  man: 


mmrn 


c«';t 


6 
'2 


=tf 


2»A1 


i"C-^-).- 


6 
^2 


s-=« 


8« 


hi  "\  1 


+A«»j* 


und  hieraus 


§.  17. 


VerwaodloDg  der  elliptischen  noendlichen  Doppelproducte  in  ein- 
fache Summen  der  Cosinus   oder  Sinus  der  Vielfachen  des 

Arguments. 

Da  die  hier  angekündigte  Entwickelung  aus  den  Ergebnissen 
des  vorleen  Paragraphen  in  derselben  Weise  hergeleitet  werden 
kann,  me  es  in  den  „Fundamenta''  von  Jacobi  eeschieht, 
so  konnte  ich  mich  geradezu  auf  diese  Schrift  berufen.  Es  mochte 
indess  manchem  Leser  nicht  unangenehm  sein,  wenn  auch  hier 
diese  interessante  Entwickelung  an  das  Frühere  angeschlossen 
wird,  und  überdiess  kann  hier  die  Bestimmung  einer  *  gewissen 
Constanten  vielleicht  etwas  einfacher  segeben  werden*,  als  in  der 
erwähnten  Schrift  des  berühmten  Verfossers  geschieht 

Denkt  man  sich  in  den  Formeln  des  voritfnn  Paragraphen 
die  Multipiicationen  ausgeführt,  und  die  Producte  der  JSinus 
und'  Cosinus  durch  Cosinus  und  Sinus  der  vielfachen  Winkel  er- 
setzt, so  sieht  man,  dass  die  Functionen 


a'/r    ^ 

e   2«« 


^(ßil^)-«' 


a'n 

• m2 


fjX 


«  yx 


sich  respective  nach 
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inna:  (2n— l)w         .    (8»-l)«g 

cos  :  •       cos  ^^-- ' .       81» -Z 

a  a  « 

entwickeln  lassen.    Wir  Iconnen  daher,  indem  mr  die  BetrachtuDg 
zunächst  auf  die  beiden  ersten  Fonctionen  beschrfinken, 


e    ^"^     \m\M^£     Cne    •    "^ 

«=3— OD 

setzen,  wp  Cn=:C-ii  vorausgesetzt  ist     \u$   den  Formda  as 
Ende  des  §.  4.  ergeben  sich  leicht  die  folgenden 

— — • — («+•)      g^  ——•IT"**     ^ 


welche  uns  nun  sm  der  Bestinmung  der  CoefBcienten  Cm  dienen 
sollen.  Der  Expooeiil  — - — V— *1  in  d«r  oben  angenomBeoeD 
Entwfckelung  kann  durch 

— äS V-l-'^V-l 

ersetzt  werden,  so  dass  (^^g®n*T-5;**"^x-2i^*=   '    ^^  ) 

eG.         ^f^--f     ^-»ilyri 

5  (^)=6    •'     Xi»e     -*     ^ 


wird,  wo  LnT^li^  den  zu  bestimmeaden  eonstaotten  C^Mffio^' 
teil  beseichiEiet«  Eieetst  num  jetal  a  durch  «4*  fr  wd  beiw' 
Mcbtigt  4e  «US  §•  4.  angeflihrteD  Relatioaea,  so  ergiebl  sich 

■ 

Die  Coefficienten  L  sind  also  entweder  abwechselnd  eotgegeBp 
setzt  oder  sämmtlich  gleich,  jenachdem  man  es  mit  derFuncflO" 
G  oder  (B  zu  thun  hat.    Folgfich  ist 


m 


•  r—ll  —  1 


2;«  « 


und  hieraus«  indem  man  x\xix\^  übergehen  lässt: 


/xse"  * • 1;^ > 

!5V^12?(-l)-(2«+l)« 


o 


6'    ;r       •  -,   (*+(n4-i)ft)*.^^^i^ 


Setzt  man  wiederum  e     «     =A,     wie   früher,    jio   erhalten 
diese  vier  Formeln  folgende  G^talt; 

«'»^  1— 2Acos ^2A*cos ä'cos  — — h«. 


-:!L„  l  +  2Äcoe— +2A*cos^  +  2A*coe^  + 


1  +  2A  +  2A«+2Ä«  +  .-.. 

^li,»    sin— —Allein — +A*-98in— A'^sin  — 

^"^""^^         IT  l_3A»-«  +  6A"— 7A»^  


a'« 


9SX       -«      3«j:      .««       5;kf  .  ,,^      7jm: 
^LfLjp,  cos 


^  a^^^,eos^  +  A^>cos^  +  Ä»-»co8^+A»-*cos-  ^, 


1+A»*+A«-»  +A«* 

Es  bleiben  noch  die  constanten  Werthe  der  Reihen  in  den  Nen- 
nern dieser  Ausdrucke  zu  bestimmen  übrig.  Die  zwei  ersten 
Gleichungen  geben 
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<B 


«J 


ä  —  Vl+2*+2*«+2*»A..y  *' 


folglicb,  weDD  man  die  Quadratwuneln  Vc^>    VCBs-se  ver- 


steht, dass  Sie  (&r  ein  Terachwindendee  a  aich  auf  die  positive 
Eiobeit  redudren , 

^77=^1  l+2*+2A*+2*»...    -i<]5F' 

WO 

9)(A)=1^2A+2A«+2A«'h.... 
seio  soll    Nun  geben  die  Iwei  letzten  der  Formelo  (B)  des  }.8: 

rj-  ''U'2'*;  ''2  ^Kä'I'V 

woraus  sich  durch  Addition  and  nochmalige  Anwendung  der  er 
ttten  Gleichung 


»'S- 


ergiebt.    Wir  bekommen  demnach 


V9 


oder  auch 
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Wenn  a  \u  7  übergebt,  so  geht  aach  h  10  h^  über;  der  vor- 
liegende Ausdrock  C  ändert  also  eeinen  Werth  nicht,  wenn  da- 
rin iur  a  nach  und  nach  j>  jg-»  |u  »  •  •  •  substituirt  werden ;    foig- 

licb  ist  sein  Werth  derselbe  wie  für  ein  verschwindendes  a.   Für 
ein  solches  haben  aber 

resp.  die  Gränxwerthe  ~,  1,  L    Demnach  ist  6'=-;  folglich 


und  wenn    man  die  Darstellung  (a,  6)  mit  (a,  a+b)  vertauscht, 
wodurch  A  in  — h  und  G  in  (B  übergeht: 


a  ®5"  1— Ä" 


n 


^2 


Setzt  man  in  den  vorletzten  Ausdrücken  für  yx,  gx,  welche  noch 

JL 

die  Exponentialfunctionen  enthalten,  ^  =  17'  so  bekommt  man 

^2—^     «^""^^Ai-eAf  +  lOAV...  ' 

^2""*       2A*  +  2AI+2AY....  • 

Durch  Vergleichunff  dieser  Werthe  mit   den  am    Ende   von 
§.  16.  gefundenen  ergiebt  sich: 

2Ai-^A?  +  16AV.... 
1— 2A+2Ä 


-16AV...._  /l^A^    Y 

W  + 2*5^ ^  2Ai  71  r^+**"    V 


2ÄII  + 2ÄHh  2AV .. 
t42A-f'2A 

und  hieraus  durch  SubstitutioD  der  bereits  gefundenen  Werthe  von 

l+2*+2A*+2h»....  und  1— 2Ä+2&«-2A«... 
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and  unter  BeraclwicbtiguDg  der  Relation  i7(l-|-A")(l— 4^-^)=l: 

2Al.6Al4.]0Ay~-..  =2iW  JI(l-A«»)« , 

2« +2«  +  2AV  ...=:2A*  g|Z^_fc  • 

Dieselben   Reihen  in  A,   durch  die  YollBtSodigeD  Fonctioii^ 
audgedrficlct  werden: 


2A*-6«  +  ia*V-....= 


2A*  +  2AI  +  2&V+...= 


Denn  es  ist 

»"f     »'s 


Fasst  man  Alles  znsanunen  und  benutzt  die  in  §.  5.  gegebcoeii 
Constanten  p,  q,  r,  so  gewinnt  man  folgende  Uebersicht : 

2A»-«*l+10ÄV-..ÄyQyV^^=2**  17(1— Ä«»)», 
2AI  +2AI+2AV+...=Y  JVp=2AJ  17(1-*«-) (!+*«■)«, 

1-2A+  2Ä«-2»»+ ...  =V  ^V^ = 17(1-A*')(1-A*-«)«     ' 


|V^=  na— A*')(i +*••-»)■ 

0 

Da  nan  in  den  >,  F  nndamenta*'  von  Jacobi  die 

« 

1-2A  cos  — + 2A«cos  —  -2A»  cos—  + ... 
a  a  a 


4SI 

als  die  Fanetion  S  des  Arguments  x  V — r  bezeichiiet  ^itA,  so  ist 

and  y  .?  ist  der  Modul  dieser  Function  6.  Der  Werth  der- 
selben ändert  sieb  also,  wenn  man  die  Darstellung  (a,  b)  mit  ir- 
'^end  einer  andern  äquivalenten  Darstellung  vertauscht,  während 
lagegen  der  Werth  der  Function  G(a:)  von  der  Wahl  der  Dar- 
stellung unabhängig  ist. 


Ueber  die  Entwickelung  der  gebrochenen  elliptischen  Functionen 

in  trigonometrische  Partiaibruche. 

E6  soll  Uer  nur  an  einem  einzigen  Beispiele  gezeigt  werden, 
wie  dieselbe  aus  den  Sätzen  des  S*  ^'  bervorgeht.  Dort  wurde 
gefunden: 

fx  ^i     d        G(x,2a,b) 

Nach  §.  16.  ist  aber 

Gjx.'ia.h)        /HA    «-\1-^*    «  eo.— +*«»-» 


folglich  iifX 


4ä  i»~i  «a* 
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Heber  die  Bestlmmiuigr  eines  hftilf 
vorkommenden  Orftnew^erChe» 


Von  dem 


Herrn  Dr.  O.  Schlomilch, 

Profettor  der  höheren  Nathematik  und  Mechanik    an  dar  tedndi 

Bildungtanctalt  au  Dreadeo. 


Die  elemeotareD  Quadraturen  und  Cubaturen,  sowie  i>Urei^ 
Untersuchungen  der  niederen  Mechanik,  erfordern  bekanDtfidi 
Anwendung  des  Satses ,  dass  ffir  unendlich  wachsende  t  i 
Gleichung 

. ,    l-+2^  +  3'»-f....4-f»         1 
Ltm js+i =  ;;j:pi 

statt  findet  Gewöhnlich  beweist  man  denselben  mittebt* 
Hinomialtheoremes »  was  aber,  wenn  man  hinreichend  ^ 
sein  will,  nicht  einmal  sehr  rasch  geht;  yiel  küner  dtf^ 
kommt  man  auf  folgendem  Weee  zum  Ziele,  der  nichts  ab" 
Kenntniss  der  Summenformel  filr  die  geometrische  Progtcti* 
voraussetzt 

Nehmen  wnr  in  der  identischen  Gleichung 

^J±g!^=n-a+«) + (1 +ti)«+...(i+«r' 

tf  als  positive  Grösse,  so  ist  die  Progression  eine  st^ 
und  wenn  man  an  die  Stelle  aller  n  Glieder  einmal  das  Ü0^ 
und  nachher  das  grusste  Glied  setzt,  so  folgt  augenblicklick 

>n  und  ^^-±^?^=^<n  (!  +  «)• 


(l  +  u)--l  ;^      _,  (l+u)«-l  ^^,.  .  ^^., 


u 


iS3 

und  doTch  eioe  kleine  UmstelloDg 

1)  i«<ii^J^ — i 


a +«)•-.>  ü±^?:ii. 


Aus  No.  1)  ergiebt  sich  fiir  «=-  und  durch  Multiplikation  mit  z" 

Lassen  wir  ferner  in  der  zweiten  Ungleichung  -^   an  die  Stelle 
von  ti  treten,  so  giebteine  nachherige  Multiplikation  mit  (s—1)*—^ 


*) 


-i>''-(»-»)"-j. 


Die  beiden  Ungleichungen  3)  und  4)  fassen  wir  in   die  folgende 
zusammen»  wobei  m-^-T  für  n  geseüst  ist : 

(z+lr^'—g'H-i  ^      ^  t«-+i  —  (i— 1)»+* 

^>  STi ^*^        m+i — • 

Hieraus  ergeben  sich  flir  z=:l,  2,  3, ...i  die  Ungleichungen: 

m+1     ^^""^STFl' 

3m+l— .2m+l  2i»fl^l"»fl 

m  +  1      >^>       m  +  1       ' 

m+1   ^^"^  "^sm    ' 


STl >'"•> — STT"  * 

Die  Summe  dieser  Ungleichungen  liefert  die  Beziehung 

^^   ^     .1      >l-+2-  +  ...+I->^r, 

m  +  1  ^       •        ■      ■      -^m+i 

und  wenn  man  linker  Hand  1"*-!-'  weglässt»  so  ist  um  so  mehr 
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Durch  Division  mit  ^^^  folgt  iilimtii 

uod  durch  Uebergang  sur  GrSnfte  flu*  unendlich  wachsende  s 

Lim ^s+i =  ÄTFl' 

womit  der  in  Rede^  stehende  Satz  bewiesen  ist 

Dividirt  man  die  Ungleichung  6^  allgemeiner  mit  (s-i-k)r^\ 
wo  k  eine  unveränderliche  GrGsse  ist,  so  kann  man  dem  Resul- 
tate die  Form  geben: 

iM^lV-f  +  Ay 
^  li»-f  2«"  4-3» +..,+<* 

m+lV     M  +  Aj       • 
und  hieraus  folgt  die  allgemeiDere  Formel 

ffir  welche  der  individuelle  Werth  der  Constanten  k  gleichgültig 
bleibt 


Heber   die   BestfmmaBgr    des   Oräos- 

werthes  von 

V1  +  V9+V3+...  +  V« 

für  unendlich  wachsende  ll^erthe  der 

Zahl  $. 

Von  dem  , 

Herrn  Dr.  O.  Schlomilch. 

Profeator  der  liöheren  Mattiematik  und  Mechanik  an  der  ftechniMkci 

BildiiagitaiMfalt  so  Dr^ftdtn. 


Wir    bemerken     eunSchst,    dass    vermöge    der    identisdiei 
Gleichung 
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die  beiden  Beziehungen 

2)  vi?n-vii<— V 

2V  tf 

statt  finden«  deren  Ableitung  aus  jener  Gleichung  unmittelbar  er- 
hellen wird.  —    Betrachten  wir  weiter  die  Differenz 

3)  (ii  +  l)V^+l— leVli; 

BO  kunnen  wir  dieselbe  unter  einer  doppelten  Form  so  darstellen^ 
dass  die  obigen  Ungleichungen  anwendbar  sind.  Erstens  schreiben 
wir  nämlich  statt  jener  Dii^renz  den  Ausdruck 

(tt+l)[VtHT— V^^+  V^ 

und  da  V^w+1>  V"ti,  s6  haben  wir,  V^  ßr  V^u+I  setzend, 

4)  (tt+l)V^iriT-t*V^>|V^. 

Die  in  No.  3)  verzeichnete  Differenz  ist  ferner  gleich 

u  [ VJTfT- Vu]+ VhI 

und  wenn  V  u+l  fClr  \  u  gesetzt  wird : 

Ö)  (tt+l)V^ii+r--i*V^<?VMl. 

Nehmen  wir  in  No.  4)  u^^x,  in  No.  5)  ti=:z  — I,  so  lassen  sich 
beide  Ungleichungen  in  die  folgende  zusammenfassen: 
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V  (*+!)•-  V*»  >  I  VT  >  Vx»  -  V(«-l)". 
Für  z=l,  2,  3,...<  folgen  hieraus  die  Beziehniigen : 

V3«-V2»>|v2  >V2>-VI», 
V4«-V3»>|v3  >V3'-V2». 


V(«+l)«-V»»>  I V«  >  Vf"— V(»-l)» ; 


deren  Addition  sogleich  giebt: 

V(«+l)«— Vl»>|[Vl  +  V2+v3+...+  v«]>V«*. 

LSsst  man  linker  Hand  Vi'  w^>  wodurch  die  Ungleichung  stii- 
ker  wird,  und  rouitipUzirt  durchgängig  mit 

2    1       2    1 


SiV^—Sv»'' 

• 

so  ergiebt  sich  die  Beziehung 


|v.+i) 


iVw  VH-V2  +  v3+...-fV«,   2 


und  aus  dieser  folgt  durch  Uebergaog  cur  GrXnze  ßir  uDewilirh 
wachsende  <: 

1,,^ ^^^;;;|^  =3  . 

Die  Quadratur  der  Parabel  bildet  u.  A.  ein  nettes  Betspiel 
för  den  Gebrauch  dieser  Formel^  deren  Ableitung  nach  der  obige« 
Weise  ebenso  streng  als  einfach  ist;  es  wiederholt  sich  überhaapt 
bei  diesem  und  dem  vorigen  Aufsatze  die  Bemerkung  Moigno's: 
»,1a  rigueur  n'est  pas  ennemie  de  ia  simpTieit^y  eile 
en  est  au  coatraire  Ia  compagne  inseparable  »(Le* 
90ns  de  caicul  diff<^rentiel.  AlA)J 


1    • 

,     ..     .,      t 


,.!• 


.    »T 


..1 


I , 


l       •. 


ll- 


t. 


I        •  1 


I 

*   4 

I 


•»  4 


•  / 


«I 


IlIII. 


JLIf erarteeber  Berleiit 


« 


A  r  f  t  li  m  e.t  1  k. , 

Die^  Tollstäodige  Losung  numerischer  Gleicbnip 
gen,  ^ei  welcher  durch  ein  und  dasselbe  Verfuhreji  fOr 
wobi  die  imaginjäreo,  alt)  auch  die  reellfn  Wurzela 
leioht  beetimmt  werden.  Von  Or.  Wiiliam  Riitherford. 
Aae  dem  EnglUchen  übersetzt  von  Dr.  Aaga,et  Wie- 
gand.    H^lle.    1Q49.    4L    13  Sgr. 

Dercb'dle  Verpflanziiiig  dieser  Sebrift  auf  deatsehett' Sieden 
hat  efeb  dier  Herr  Oeberaetzer  um  »6  mehr  ein  Verdienet  erwor- 
ben^ ireil  er  derselbiee  auch  noch  ein  neues  einfaches  Verfahren' 
dee  Herrn  Rutherf^rd  tur  Bestimmung  aller  drei  Wnriekr  einer 
cnblscbeB'  deicbmig  aus  dem  MSrshcOe  1840.  der  ZiMs^hvIft 
,,Tbe-Ma1hematfrcian''  und  noch  einiffee Andere  belgefligt  hat 
RüelcsiebtKch  der  Methoden  des  Herrn  Rutherfordselbift  niQe- 
sen  wir  die  beser  hier  natfiHkb  auf  die  instruetiTe  Schrift  ^en«^i- 
fien,  und  ^benverken  nur  w»ch,  dese  dieselben  auf  Gleichnuffen  des 
dritteil,  rierten,  üSnAen  und  sechsten  Grades  in  voUstltnaig  ans^ 
gerechneten  Beispielen  angewandt  worden  sind. 


I ' 


Gründriss,  der  h5bern   Aoalysis    von    Dr.   ß:  Bur 
henoe.    Cassei    1849.  8. 

Diesei  Gruadrisä  der  hi5hern  Anaiysis  ist  zunXcbst  tOi  die 
Schiller  det  höhere tGewerbaclMile  zn.Gaasel,  an.wekher  der  Herr 
VerfiMser  9  \vi^  wih  wissen ,  schon  seit  deren  GrQndung  sehr  segens- 
reich wirkt»,  vorhast  wordro»  Derselbe  Ist  bei  grosser  Kürze  der 
Darstellung^  indem  sich  der  Herr  Verbsser  oft  nnr  mit  der  Angabe 
allgemeiBer  Gesicbtspunktc  begnügt  «nd  die  weitere  Ansfkfarnnc 
dem.  mündUchen  Vortrage  überlisst,    doch  sehr  ▼olb^ändig  und 


Band   \IV. 


&S 
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verbreitet  sich   fast   über  alle   wesentlichen  Punkte  der  Wiaeen- 
schall 9    selbst  mit  Einschluss    der  Gnindlehren   der  VariatioDs- 
rechiiang«   in    ihrem  rein   analytischen  Theile;    deup    eigenttiche 
Anwendungen  auf  die  Geometrie,    and  noch  weniger  auf  die  Me- 
chanik,   enthält  dieses  Lehrbuch,    mit  Ausnahme  einiger  kurzen 
allgemeinen  Andeutungen    in.j.   116.   und  §.    117.,  naäit«    Auch 
Beispiele  zur  Erläuterung  der  allgemeinen  Lehren  sind  nor  weii%e 
gegeoen,    indem  der  Herr  Verfasser  jedenfalls  auch   diese  d^n 
m lindlichen  Vortrage  des  Lehrers  zu  flberlassen  beabsichtigte,  da 
ihm   immer   der  Zweck  eines  eigentlichen   Compendiums  bei  der 
Abfassung   vorschwebte.    Dagegen   sind    in  Anmerkungen    öfters 
sinnreiche  und  interessante  Beziehungen  hervorgehoben,    und  be- 
sonders   verdient   bemerkt  zu  werden,    dass  der  Herr  Veriass», 
auch  die  praktische  Anwen^filng  dfi^' vorgetragenen  Lehren  stetig 
vor  Augen  habend,  vielfache  nfickslcnt  auf  den  so  wichtigen  Gf- 
brauch    der    Differentialrechnung    zur   Entwickelung    brauchbarer 
NäherräsfonnelB.    auf   di«   läb^ryimfMifms .  £n«vi«|ie|n|tt    der 
Wdithe  bc^tltiimter  Integrale  u.  s.  w.   gehörameo  nat,  ünn  aocii 
in  6.  59.  das  Grundprincip  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate, 
in  g.  60.   das  Princip  des  kleinsten  Zwangs  (oder  der  grosstaß^ 
liehen  Freiheit)   als  Grundgesetz  der  Natur  entwickelt    Auch  w 
bei  Anwendungen  der  höheren  Anaivsis  auf  die  Natnnüisaenschaft 
bekanntlich  so  wichtij^en  Fourier'scnen  Reihen,  und  manches  li- 
dere ,  worfiber  man  la  fielen  anderen  •  IjelurbQbhem  keine  Belck- 
rung  findet,  sind  nicht  unberflcksicnligf  geblieben,   und  man  si^ 
daher,  .  d^iss   dieser   bei   grosser   Kür^e   dock  sehr   voUet|Uidige 
Gnindfiss  namentiich^atliNi'depeii,  welche  IhmSgReHst  kurser Zät 
hanptÄächlfch   ßehnfy    d^'  Antrendungetf   der   hSliefen    »inaijsis 
A^Hü  •ihd'p^M^ttschep'L^b^n,     theils   in   der  Natarfil^s^nsefc^, 
sich   t^tie  ninreichende  Kehiitniss  der  ganzen '  Wisseniicfaaft  Ter> 
SiShaflen  nnd  Insbesimdere  zunächst  die  allgemeinen  Gesichtspunkte 
kennen  lernen  wollen ,   welche*  sie  bei  nren  Onteritachongen  zu 
verfolgen  Knd.:fe|Kt««l|alt6i|  4is4>eii,  eo  wie  nach  Lehretfi«  wdchen 
in. dar  i  ^ngeg^b^nen  Heaiebuag  die  £rtbeilang  dea  DnlenMhis  ia 
der  hftWTti  .Analy#i#  obliegt»  rßQhi  «ekf;«ur.  JBeadktuD^  eai|ifoUen 
Ml  w#r4^  veirdi^nt  4^iifb  selbet  fiür  erlebe  Leaer»  dieis^oa  mit  doa 
ifm  VM^HmfÜ^htB^  derMdbern  Aaaij»is  bekaaat,  aber  wmu^^  ia 
sin4die«flb^lbrtH{iihKead.an4UTrend«ii.undi  die  ^edai^  dmaal  amo 
raschen  (leberbUdi.  4ibef  die  wkhtigstei»'  Paititea  d«  WiHi^nachtft 
sich^vu/vevcscihaffeiijtiir  nötbig  halten,  fcMndieflM,|3«eb4K0t<|lch  aeia; 
and  wir  haben  niipt  aebc  gemu't»  aUs.djeneelbenitmliM  jtegamlb- 
tbei9&iiker  kfinaen  zu  lej^nen,  vekhec»  wie  anndewipMa^n.  Bache 
hervorgeht,    sich  JadenfaUe  aind  .Aaä^aueiMt  .»«iiMdef.iWiasei- 
Schaft  verschafft  bat,  die  wir  vorzugsweise  mit  dem  Namen  eina 
philosoii^ischen    bezeichnen    mochten,  .und  .dabei  ^.au^ieieb    ■! 
sicherrafpädkgogiscben  Takte  dem  STiele  zysteuevtj  de#san  En»^ 
cbung  ihm  bei  dem  von  ihm  so  ertheilenden  Ubterrldi^e  abB^ 
Aach  ünuiM  das  v^rriegende  LekHittek  van  d«r  Lebraa«CaK>   md 
arafeher  ea  dem  Ualenielite  aia  Gnmidlage  dWnen  soll,  jedewfidh 
eia  sehr  gfiasttges' Vb^arthell  erweokee,'  nad,  da  Jeder^>  wer  m 
in  jetziger  Zeit  mit  ddnl  MonliiohengeseMeehte'waiirhaft  ntiDaiat, 
das  wAramtdi  Interesae  an  -  dem*  imafe«  krSftlgeren  AnflMwaa  der 
mehealne  praktische  ader  tachni8dia3Uehtlung'rerfelgeadeaLdbr- 
mmtaltea  nahmen,  awsa,  «u  .dam  labhaifc|aten  Oaahagaga»  aiae 
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eine  so  trefBicbe  Gelegenheit'  aai  ikver  Aisbllddtig  darbieCet;  iHe 
die  karbesewche  Regierung  in  der  höheren  Gewerbschule  zu  Cas- 
meLi  Miieht^.alle  (andere«!  Regierangen  .in  'der  jetzigen  be- 
werten •ti«Mifhailsiini.<vorvfärtto:filrcMft  den  Zelt  Irfch  ein  snftihes 
BetspS^laam  Mnliter  nelimfen^'und,  ohne  sich  in  irgend  einer  Be- 
ziehung wieder  zu  retrograden  Bewegungen  'verleifceA  anlfcs^en^ 
immer  mehr  die  Ueberzeugung  gewinnen,  dass  in  einem  tüchtig 
gebildeten  und  nach  allen  Seiten  hin  sich  möglichst  frei  entfalten 
könnenden  Gewerbstande  ein  grosser  Tbeil  der  Kraflt  des  Volkes, 
der  wahren  Wohlfahrt  des  Landes  ruhet.  Möge  man  uns  diese 
Expectoration^  zu  welcher  uns  das  vorliegende  Lehrbuch  mit  Hin- 
blick auf  die  durch  dasselbe  deutlich  bekundete,  jedenfalls  grosse 
Vortrefflichkeit  der  hohem  Gewerbschule  zu  Cassei,  veranlasst 
hat,  bei  dem  lebj^ftjen  Jnteressei  weiches  wir  namentlich  anch 
an  dem  immer  krSmgA'efr  ^^Jifbtuhen  der  genannten  Lehranstalten 

nehmen,  an  diesem  Ort  verzeihen! 

Modi  ein  ^Vort  i^össen,  wir  schliesslich  über  cjie  gnp^  in 
diesem  Grundrisse  inn^  gehaltene  iJDfarst^Jlung  sag^n^  Das  t^un^tfim 
saliens.  worauf  es- b^i  qer  Darstellung  Jer  hQlieri)  4nalysiSt gegen- 
wärtig eigcD^licfafml^ommt,  und  woi;in  sich  die  ältere  und  neuere  Uar* 
stellnngsv^eisebauotslici^li^dk  von  ejnander  unterscbeiil9n,4«|tbeka9i|t* 
un^,  von  imserm  lSlaiidpufi)cte  ans,.  e<*hon  «ft  genug  in  dieser  Zf^it- 
sch^ifl  .besprochen  ..worden,  so  dass  wif,  di^rul^r  unsere ;.4U)aicht 
hich'i  von  Treuem  auszusprechen  brauchen.  In  der  V^rr^^^  des 
vorliegenden  Grundrissen  sagt  der  Herr  Verfasser :  „Was  die  Me- 
;,ltfo(fe^b^Yi^ltl;  ^o  iAi"ilch  Tl^r  üeberzeujäfong  gefolgt,  ISäfas  man 
^^^eh4,  die  ^tiWiirst€fff  Male  eiit^n  Ueberbllck  über  dasteidÜe 
V,^biet  der  Arttflyill^  fit^tiirinc'H ,  tmd'atüch  bald  j!^  An  weif  AjiH^än 
^,gelangen  wollen ,  nicnt  durch  allzu  grossen  Rigorismtfs  ')n^  der 
„Darstellung  erniGden  und  aufhalten  darf.  Mögen  dann  später 
„diejenigen,    welche  fiie  'JTbeorie  weiter,  verfolgen,  ^ollen^.,  .^^'rch 

/Ptivatstu^iüm  "4ic)i  ^|nit  den   Wertceh  '  einea   Caucny    vei:traut 


__  .    -  vorzugsweise 

v^Mt<^y^ '  bei/  eb'iii^  .dadurch  'un^re'hiBreichend  bekannte' An< 
e\^ht  Ton  ' oifiii  eigentlichen  Wesen  der  Wissenschaft  au&sn^eben, 
tind  bemerken,  dass  der  Herr  Verfasser  in  der  angegebenen  Be- 
sielnuig  dev'iftttelweg-etotiiesohte^en'liftt;  dasd'  ^f  «äetirt'  bei'm 
EiiitrH*<!lh:dae'Osbt^t<dir!Ditf^ren#illlfeehim^  flii;h  del*  In' flH«^et 
Zeiti  gewfibtikbeh  .üetl^eiluiigewdye  dorch  die  Metfk>de  der  nn- 
WettnnntentCiM'flbteBteiltviL  0.W.  b«fdlertt,  und  dann  spftt^bfinda 
der  IntegffAäqbimntii !»•*§;' 97.'  (Die  Taylor'scbe  Reihe  mit  dem 
Reifte),  iB.|w.i%.t  (Awieffe'Form  für  den  ReM  der  Tayley'^ebirii 
iieilMi)y4i.79i.i(CBiiT'drg6nM':der  Reihen  Ulr  dte  elnfaehen  Pnnctto«- 
seil)uj'|.itilb'  i(tAaiwehd«ig'de^  tMutltmtite»  Integfitle  b«{  Beetthei^ 

lung  der  Convergenz  einer  Reihe)  auf  die  früher  entwickelten  Rei- 
hen zurückkommt,  und  dieselben  tu  B^zug  auf  Converge^  und 
<Mt#rte#z  ftftheiri  be^ttftiM. '  Um  diW'Vbii  dem  üMn  V^rULäBir  bei 
^KlHiieri  i  Dfti^^ft  '  Ml  HMf^' id^i'.  tntA^tf/ebhiinng  befdlgt^  Darsttf- 
lengii  fit^  'det>  ^fSt:^  etwas  *  Häher  zS 'dhafacterisifen ,  mag  ee  uns, 
«bi^rtef  « 1^ < JedeAfsllJ^ '  Ifr 'dHi  ffilnd^n  vieler  Leser  befindliehe^ 
Ildeh'  tfittsarabten;'  etlimbt  'im,,  anf  dbh  Airükel  OilTtfteiittalrMii- 


Utthm^k^i.  ^  44«l  iL 


«e«metri 


li«fcrb«db  det  Geoaietrie  «b^  Tris*B«setTi_ 

Htetri^clier  Pr^bleMe  Vorzielidb  flr  Militair-  ul 
tec4«i«dbe  LebraBstalfen  tob  R.  üarafc.  Dritte  ^er¥e4^ 
i^erfe  «sd  fermehtte  Aaflaee,  keravsrerebes  i«  ire 
Tkeile«  r#»  C.  Kuba,  k  Professor  derMatWaiatik  vi 
nysik  SM  lu  b.  CsdettOB'Corps.  Lasdshst.  185»  ^ 
I  Tfclr  2t  »fr 

Ein  »enfich  Tottstiadigeo  rodbt 
Is0  Aofgsliefl,  wolcbes  in  der  Haa 
besoaisrs  aof  dea  aaf  de«  Titel 
NatzfO  slifiea  «fird« 

DoT  sll^eoieioe  goldeoe  Schaitt  aad  aeia  Zaaaa- 
mtahang  mit  der  harmoniscbeD  Theiloag.  Ein  seaer 
Üettri^g  zum  Aosba«  der  Geometrie,  ^a^leick  eiae  Er* 
gftfitirng  zo  des  Verfassers  Scbrift:  Die  nerkwardi- 
ffoo  Punkte  des  Dreiecks  mit  R9eksieht  aaf  karmoai> 
sehe  Theilttng.  Voa  Dr.  Aagast  Wiegaad.  '  Halle. 
1849.    8.    2%  8gr.  ^    .     . 


tCiae  reckt  lesensfrertbe  mmt  Ueiio  Akbandlaag  de.  ^ 
vieUeeh  om  die  Geometrie  ?ofdieats0  HormV^riasaeis  €ber 
VerallsesM»tMniog  der  Aufgabe  Tosi  geMsagto  «Schiitt  <^]1wilae 
/•iaer  Juioie  nach  dem  ftuseeraiB  and  mitilerea  VevbMtainne),  ^ 
aueb  Sqhdiern  zur  Uebaor  4»  der  Gefumtrie.MipfiDyea  m  iw 
jdep  Vffdietit.  bbalt:  L  Grmpea  binasiiseber  PmJtte>  IL  De 
allffonielne  Mldf(ne  Schnttt  111.  Zniamaieabaag  des  al^ 
gekleacn  l$}q|iDiU#  mit  deo  CrUberski  Glupfnea'  barmluusoker 


..., 


Di^fertatio  roathe^a^lca,  lufküprelia,  df  «aperfi- 
hierum  purvatura»  ^uamproGrafdru  Aagip^erli  et^Doeto- 
ratu«^  sumroisque  in  M^ätJiQsi.et  Pbilaäapfcia  natarali 
bQ,iior|b^Ms  ac  privilegiis»  ia  Aeademia  Groaiagaan  rite 
ft  Isgi^A.ni^  ^oiisequi^jidis,  pHblicoacsolemol  «xamiei 


ibnittit  Ar'noldiiB''6ulielma8   Atines,     Gronineatitist 

roniogH«:    1849.    4.  '•  .    .        .    >  s  ,  : 

Wir  babfD  sqhQn  euiige  Mal  ia  dieseu  literariscbea  Bericjiteu 
ilegenheit  gehabt,  uds  Qbei  die  Grund  lieh  beit  und  den  oR  xie^- 
li  ^ros«en  Umlaog  der  auf  den  höllfindischen  Universitäten  er- 
kernenden  mAthematischeo  DlueitatioDen  mit  Beirall  aueawpre- 
en._  Dies  zu  thun,  giebt  uns  auch  die  vorliegende  Schrill,  wie- 
r  Veranlassung,  in  welcher  die  bekanntlich  nicht  leichte  l^heona 
rKtämiDung  der FlSchen  mit  grosser  Gründlichkeit  und  in  zieni- 
hem  Umfange,  zugleich  aber  aucli  in  einer  solchen  Weise  ^be- 
odelt  worden'  ist,  dasa  die  Darstellung  eine  dem  Verfasser 
!;eatbüralicbe  mit  Recht  genannt  werden  Kann.  Indem  wtt  ^»her 
cb  diese  Schriß  als  einen  neuen  Beleg  für  den  sehr  guten  Zu- 
tnd  des  matheioafiscliea  Studiums  auf  den  bbllandisct^eii  Üpii- 
tsitStea  gern  anerkennen ,  soll  durchaus  kein  Tadel  .ansgesprg- 
oi  werden,  wenn  wir  . bemerken ,  dAsa  wir  gewGnscht  D&ll|ei), 
M  der  tierr  Verfasser  auch  auf  die tJntersitchutigen  ronGaiiss 
m  die  Klrümmnng  der  FIfichen,  auf  das  z.  B..  was  Gauss  die 
inie  Carvatnr  und  das  Ma.as8  der  Curvatnr  einer  Fl&^rie 
mannt  hat,  bestimmtere  Rücksicht  genommen  hStte.  —  Der  In- 

ift'ist  folgender:    Pari   I.    De  proprietatibus  cui--~ 

Fslematia  Unearum  rectarum,  qnarnm  direct 
tterminanlur  fuDctionibus  coordi  natarum,  qua< 
lim  ori^ines  d.eHaivnt-  atquedeiis,  quae  tant) 
■ferTic|ervm  normales  pertinent.  —  /'artll.  De,c 
cteiuih  GurT.niif^ra,  e!  noruiali.fiin  proprietatibif^ 
icla.,  Cap.'I,  Tjheoremata.  iii  quihus  superficiei 
im  tangens  nabetur  pro  pilano  coordinatarluni. 
vm  dritten  Thelle  will  der  Herr  Verfasser  (Introitua  n 
aler  die  Geschichte  der  Theorie  der  Krümmung  der  F 
n  behandeln,  und  wird  dann  rielleicht  auch  den  oben  t 
>S*>[vocheiieD^unsch  berücksichtigen.  i 


Triff  onometrie. 

ElemMte  der 'ebenen:  «nd  spUriBchea'  TrigoDunMtrie,.aQUM- 
»eeatsHt  »n  Or.^-Maifltsr,  Prof.  der  Phreik  «nd  BfatbeBiaUk 
1  K.  Lycsäm  n.  ■.  w.  %m  Freisiog.    Freinog.    18S0.    10  Sgr, 

,v   Bt,e  cH  «1  Utk* 

I'ebTbuch  der  ^Statik  fester  KCrper,  n  elententarer 
l(Bt»Uang,    itMtVMDtaderer  R1lck«icfct  auf  te^hniHdie 


aus 
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ixewefbe.  Von  Adolvh  f Afi,i.WeiifiMk' Ari^iifAhn^ 
keD-CommissioDs-Ratlie  o.  s.  w.  Zv|.e ijlc|giIl94M^*fi>R^ 
arbeitete  Auflage.  Er^te.  Abthellung:  DieLehreaaer 
reinen  Statik  eorbaltetodV  ^init  1$ 'FliTitff^ttfilfelD  i|b4 
einem  Anhange.    iBerfin.     1849.    6.  9*Thk.  U9gr. 

I 

Oteaes  ausgezeichnete  Lehrbuch  <^r  Statift^ .  Afgter  iUi^  y 
«dinciir  im.  ?;ihre  163t  erschietienen'  ef«t^Jlr'i)[nnai|jb,iw8Mbe^ 
bekannt,. urtd  etp0  besondere  Empfehlung 'UäbettMTAM^ir 
dilssigL'  nfi^  eT^mentare  Datstelino);  ist  auch  ftt^  tii^iai''im\U^ 
Auflage  durchgängig  beibi$bafteiL  Wordbn,  uod^s  Ievi|ct^nr  Känefl 
KwefßL'dass  nor  dieser  ^eg^  wenn  er  namfitliäb  ri^^istrns'nn 
80  viel  ^inVhheH.  und  Vt&^z  Me  t^u  di>lip[4^ 
vortiegebdeft  W^*s,  betreteö  wijid/ J*^  dfeällidMMdtig'^f^ 

mti' 


T 


ton  Techriikern  nicht  Wöb^  eignet,  %nd^rU  nur!  rar solbnl^^^hi^^ 
K^elche  ;^teh    ausschflessKch  dem  Studliiro  d^  MWi^i^ 
Haupt  hinzugeben»  ^ddajsselbe  zu  ihrer 'LM^eHJkdT^AiÄyiJi&'Gtai 
beabsichtigen.  Will  man  also  bei  dem  mrTecbhiniWbiai!iliU(MrVor 
trage  der  Mechanik  und  der  Theorie  def  dazu  liMhkMM^n  Cäiiy^  ^ 
höhere  Analysis  in4^niTenduV)g  b^lnged^'^so  iätiss.M«if8idb'';-i  v^kipA 
schon  mehmials  (p  diesen'Lili^rarischeuBcliicfteii'VjOA  doW'at^st^ 
eben  ^prde<i  Ist  —  mehr  dfx  älteren  Darstkl|abg^irelM'ä^^.'liu5^ 
ren  Anaivsis  aiiächResseu  öder  etney  flBitBiw(^z'e^kc^f^n,iy^ii 
aber    freiiicn    immer    mit    vielen    wesentHchcfi)  'NicKlV^t^ 
bunden  sein  muss,  da  bet  dem  mathematiseÜbn  llU^^firclfM'^ilittil^ 
lieh  überall  höchste  Strenge  eine  Hauptsache  ist    Ohne  Gbrigeos 
der  Meinung   zu  sein,    dass  die  Tecnniker  der  von  der  höheres 
Analysis   dargebotenen  so  grossen  nnd  wichtigen  Vortheile  gau 
verlustig    gehen   sollen,    theilen  wir   daher  doch  auf  der  andera 
Seite  mit  dem  Herrn  Verfasser  des  Vorliegenden  Lehrbuchs  voll- 
kommen die  Ueber^iAgyitf^dass,  ms^^wb  b^dem  filr  TechDiktf 
bestinmiten  mathemaAscmir  OTterrfi^H^dbfft^  der  eleroeo* 

taren  Darstellungsweise  zu  bedienen  habe,  und  halten  alle  BemS- 
knweuy  dieselbe  iimaev:«äehr  au  verfvilbemiiiaeiiv'  mäamMA  ^ 
ncimofäehiin ;  «nd  imitier  teebv  tnd-Biebr)teiaei>«Eieplta^<  ^ 
eher  sie  nadh  Unsmr  fe^ealni  Uebetaengfung  linixlHMiaii  flradi 
fthig  ist,  zu  erheben,  in  Jeder  Beziehung  ftr  sehr  verdienstliA 
wOnschen  auch  sehr ,  dass  das  Archiv  noch  mehr  als  Usher  ff 
Mittheilung  solcher  elementaren  Darstellungen  und  anderer  bd'a 
Unterrichte  gemachter  Erfahrungen  benutzt  werden  m5ge. 

Dass  die  i^orlieeeede  fv^^  ff^^fjf  ^Mjt  vollem  Rechte  deo 
Namen  einer  vielfacSr  veWiessefteit  und  Gemehrten  verdient,  ^^ 
aus  einer  nur  oberflächlichen  Vergleichung  beider  Auflagen  soglek^ 
hcffvnru  But»  «o  ist.  jp^  B.'  in  die  nslf«^« Auflage  Ae^Thieri^  der 
KHiftefimBPH  die  iiewtiBimiiBfe  im  SchffHHtniihts  dtftto^lMisfkci 


rar 

Dflitodcft»  dlie.L^be*vmt  der  Stabilittt,  Mh  TJieorie  der  Wa^^ä 
iuid.KmftiwM€»»-clb  iAm  Praidiker  so.^iflsbtige  «lastiMhedirf^ 
Bod  viele»  Andere»  was.  eich,  in  der  iitetea  Aoflage  nicht  fiodct» 
a>i%eDoni]beii  woidte^'oliiie  die  Bogiinfcalil  bedetl^d  sn.vefgR««- 
eero.  Auck  Ist  die  Zocate  EweekaSMieer  Beiepiele  oi  äliea  aU? 
aeaieiaep  Ldüea  «ad  Theoneeii  nntnenttick  bei  elaesl  Boche  von 
der  Teodeaz.  dee  norliegeDden  böehat  daakenaweiih.  >  Indemi  mr 
nun  achlieaaiioli  noch  bemerken «  daas'^eb  der>  eine  Znaaalr 
menstelluns  der  wichtigeten  Theorien  aus  der  niedern 
Aoalysia,  Ga4rre,iJe(ire  und  Stereometrie  enthalteadet  An- 
hang zu  diesem  statUcben' Lehrbuche  «ebon  viieit  frQ^er.  (4843) 
in  <|iner  v^rbe^erten  und  erweiterten  AnjElage  erschieiien  ist^  >  wunr 
sclieD  wir  ai^em  ejiipfehleoswertbeo  t^ehtbuche  eine  n^ö^liqbet 
wd^  Verbreitiuig  uod^^i^^Us^'^i'^^®  Beachtung,  ,die  e^  j^dctn- 
faliftaehr  verd^epi  ,!  .  ,        • 


".l\  !•  !  I 


t  '  •*. 
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Astro,i|oiiile« 


Der  nördliche  gestirnte  Himmel,  dar]^<isteKt  fon 
Dr.  Ferdinand  Reuter»  ordentlichem  Lehrer  an  d^r 
1.  'Btfr^ei'schule;  Secretair  der  aetronomlscfaen  utifl 
llfitgliede  der  naturfo'r^chenderf  Ges'etlscbart  In  Leip^ 
zig.  (Mit  einem  Tprworte  voii  D>.  Cr.  A.  Jahn.).  Crotba. 
Preis  roh  ly^  Thir.  —  Aufgezog.eir  in  Mappe  2  Thlr. 

Der  Grund  dieser  Sterokarte  iat  schwarz  <  die  Cmrisse  der 
Sternbilder  sind  r^tb  und  die  Sterne  der  rerschiedenen  Grosses 
sind  io  Yarscbiedenen  Farben  aufgeitragBn.  Wir  sind  der  Meinung^ 
dass  diesf»  neue  Sternkarte  durch    naturgetreue  Darstellung  des 

festirntea  Himmels ,  durch  wenig  complicirte  2tfei9lpnung  der  Stern« 
ilder  und  durch  die  Anzahl  der  au&enopimenen  Sternei  in  jn^elr 
eher  Beziehung  der  Herr  Berausgeo^  uns  (ar  Liebnäber;.der 
Aistronomie  muz  das  richtige  Maass  getroffen  au  habea.  scheint, 
sich  vor  frfihereu  Arbeiten  dieser  Art  sehr  vortbeilbaft  aus^eichr 
nety  und  empfehlen  daher  diese  sehr  rerdienstliche  Arbeit»  dif^ 
onmeutlich  auch  durch  schone  Ausführung  sehr  ^uDusprlpht,  auf 
voller  Uebersieugui^  allen  denen,  welche  in  mOgnchst  kurzer  Zeit 
auch  eine  ge^jigende  Kenntniss  des  gestirnten  Himmels  verscbaf- 
feA  woUea,  ai|gelf>gentiicbsty  und  wünschen  derselben  ebe  recht 
weite  lUad  al^emeine  Vecbreitax^*,  £ine  Anweisung  z^mGebraocÜ 
Ist  " 


Cometen<>.Beo6achtungen  an  der  k,  k.  Wiener  Stern- 
warte», redigirjt  von  Dr.  C.  Jelinek  und  C.  Hornstein* 
enthaltend  aie  Beobachtungen  des  Halley'schep  Come- 
ten  im  Jahre  1j835  und  I8.0&,  und  der  Comet'en  in  den 
Ja.hreii  1843  —  1846.  rAus  den  Annalen  der  k.  k.  Wie- 
DCf ^fSte^nwar.t.e.    Band  XXXIITO*. 

Eis  shid  in  »diesor  Sehrtil  die  folgenden  Geneten  bebaiuMl: 
Comet  fkiley.  —    Gamet  Mauvats  I.  —   Gamet  Faye.  —   Comet 
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MasvaUi  II.  —  Comet  4e  Vko  1.  —  Comet ^ dT Ah«st  —  iOmmI 
de  V}ci»  H.  ^  GroMer  Comet  vom  Jaul  Iftl&t  >^  Cmm*  BMa.  — 
Conwt  de  Vico  III.  -^  Comet  de  Vico  IV.  *-^  Comät  BrorMä  L-- 
Comet  Brorsen  li  -^  Em  jedem  Cemeten  simi  aueeer  derZosem» 
menetellottg  der  Beobachtunge«  die  mütterii  Oertetf-^er  Verp^leidh 
eterne  ffegebee,  •  und  ma«  sieht  daher  aua  dem  OhiJMO  »  tm  wie 
reieheli  fil&terial  diese  h«ehst  fleissige  and  wichtige  Ariieit  fto  die 
BerecheuDg  der  Bahnen  der  bepbaditeten  Cemeten  tothilt^- 

ÜÄANDS.  OTPAVOU.  SynchroiÄürikc*  «^«rd. 
neteßpKem'ertde  aller Hitnmel^erftchefotange^  des  Jah- 
res 1850,  erstes  Qnaital»  ziinacklrt  berechaJ^t '.fCTr  den 
Horizont  der  tSterni^a^rte  zu  Bi-e^län,  'ab'ev  Mtlph  ßr 
jeden  Ort  unseres  Erdth'eils  eine  täglftWfir' treue  Var- 
stellang  der  wechselnden  Erscheinange'ik  kih  Hi^ÜiiafL 
Fflnfter  Jahrgang  (19teBearbeitang  seit  1832)  in  Vier- 
teljahrsheften hqraasgegeben  von  der  Konigl.  Cnirer- 
sitäts-Sternwarte  zu  Breslau.  1850.  8.  Jedes  Quarta/ 
hei  Abnahme  des  coropleten  Jahrgangs  10  Sgr.»  ein- 
zeln 12  Sgr.  ,,  -  ,         ,   ^,      ^ 

Bei*m  Beginn  eines  neuen  Jährgangs  dieser  jetzt  nach  finmer 
lieh  sehr  gut  ausgestatteten  Zeit^hrift,    durch*  Mnef^.HemMife 
sich  Herr  Profeseor   von   Bogu^iawskl  jedenlalU. i^ia.wwtft 
Verdienst  um  alle  Frefinde  dßr  Aßtro^omie  eri)rfi;p^,.VgUeiiieii  tn 
die  iieser  d^.  Archivs  vjon  JNenem  auf  dieseHhiß  aufinieiveam  m»- 
chen  zn  müssen,    wenn  wir  auch  eehon  im  Li^rarisch^f  Beri^ 
Nr.  XXIX.  S.  44t.  einige  Worte  znr..|bnipfeliliuig  derpselbepnsHlt 
haben.    Wir  weisen  daher  jetzt  insbesondere  nur  nochmals  darauf 
hin,    dass  diese  Epfaemeride  in  ihrer' jetzt  vfellach  verj^eeeerten 
Gestalt   hanptsSchllch'flIr' jeden   efnfeelnen  Td'i^  d««  Jahrs 
nach  den  einzelnen  Stunden    nnd  Minatet?*d<ess'elbeD 
eine  genaue  und  vollständige  Angabe  allet'.ali  dtesen 
Tage  vorfallenden  merkVr'iirdigen  Himmels^reelieiBett« 
gen,    die  sich  *im  Voraus  bifMtimroeii   lassen,    etfthSltt 
so  dass '  also  jeder  Freund  der  Astronomie  an  jedem  eloselBev 
Tage  wdss,    aaf  weidie  Beobäl:htutigen  et  sich  an  diesem  Tagt 
vorzubereiten   hat.    Die   Ndtzlicfhkeit  einer    solchen  Bphe«iieridf, 
nämentOch  in  der  sehr  zweckmässigen  nnd  genffgend^  AnsAlb- 
rang  wie  bei  der  vorliegenden,  leucntet  von  selbst  einr,   nnd  der 
Herr  Herausgeber  verdient  daher  gewiss  den  Dank  aller  FreesJe 
der  Astronomie  ffir  diese  miihevoile  AHM!    Ansselr  der  cigfit- 
liehen  Ephemeride  sind  unter  dem  Texte  auch  noch  AuMilse  fw 
yielFacb' belehrendem   Inhiilte*  beig^gebee^,  die  surÜHiMfaiig^ 
Interesses   ganz   geeignet  sind,    und  stets  Nachriebt^'  von  i» 
neuesten  astronomischen   Entdeckangen  .und  Ecfindunji^ea    geb^ 
Wir  wfinscben  daher  diesem  Uhierne^meft  imirt^rgHlseere  ^e* 
breitung  und  allgemeinere. Anerkennung  aus"  KöHlHr ^U^Berjieiige^ 
recht  Sehr,  und  üwar  um  so'^mehr,   weil,  wäÄ  hU' ehmneolcta 
Unternehmen  qatdrlich    eine  Haoptsache  ist,    abeir  l^der  norn 
oft  nicht  gehurig  berücksichtigt  wird^   der'Berr  Herantigcker  di^ 
bestimmte  Versprechen  gegeben  hat,  dass  fedeA  ehizcine  Quartal 
iahner  eine  hinreichende  Zeit  vor  defssen  BegtUn  ersdieinen  soH 
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sr  a  u  t  i  k. 

Erster  Bericht  fiber  die  zur  Dampfschifffahrt  ge- 
eigneten Steinkohlen  Englands.  Von  8ir  Henry  de  !a 
Beche  ui^d  Dx.t;(iy0n.  Blaifair. ,  AuC  Veranla^^uug  der 
kai^seFJichen  AMdemie  der  >yjf 9eii8cha(ten  ip  Wie,i| 
aua.  dep  .i^Memitiirs  of  thß  geo|.agical  ^ufvily  pf  Grj^i^^ 
Bri.tai-p.  Vol.  lii  Pprt.  II/ViUier8^t»t.u,ad  Tpn^il^r.  her i^nsr 
gegÄbien^Wiem  1849.  8. •  ilv.rl-.  "•' 

'    Di«  WVebti^keit  deci  Gegenstandes  tirtd  cfets  ]^össe'  Interesse 
welches  diese  ochrifl,  die  auch  zugleich  Untei^uckungeR  ClberM 
Uelzkraft  des  Holzes  enthält»  nicht  bloss  in  technischer,  sondern 
audi'  in  physlkati^fatr  tind  [^hvslko-mathettialisch^  RQcksiMfC  dar- 
bietet,' ^raiilasst'utos,   Aeselbe  hier  kurv  anziiaeigei»;    Mrenüjaib 
llttofcj    streng  genommen  Ji 'nicht  mehr  ganz  in'den  JKiieis'linaeMr 
Zeitsdhvlft/^hnrt    Die  Hen^Mi  Fran%  Ritter  Ton^Haai^r.aild 
Of.  Mi^serhäbes  die,  ^11«»  Aiifbi4era«i^ni,'Veitfae:«a!ii'M.«in 
«olcbe  AHbcM   ztf'  machen  berechtigii  ist,*  vollkonliiiin:  tatsrirci- 
ehende  Oebemetenng  überDotaBtten,'  wid  eich  «aehdadiftBch  -einTb»* 
«onderes'Verdieiisl  erworben , -jdiiBs  sic<alle  englisoben  Maäsee  nnd 
^i^i^tii^i'inUMerti^dbiscbe  uintt>(an<feltenf,  dm^dadureb.die  Reattk 
tete  der  eoglilKAen  YerMfiAe  mk  den  au«  dier  anäefcafcntcn .  VimM> 
ssM^iing  der^fotereieMschen  Kohlen  hervoogclieMeii  Dato^.Jeioh^ 
tet  ret^eidM>il^v  ttttd  die  Sohrift  überhaupt  svgJInglichitfi  Bm^aefaMtoi 
Wir  halten,  wto  gesagt»  di^  nidgttchsi  wdte  VeAceitong  inA  alk 
gMittlneiBeachtomg  dieM^  '8V,  iB^»}atiirk)»SoHrifÜ^i«St^.0ek5( 
nett KnpfeAafehi ,  nir  sehr  trflnschenswslith,  uM  sahd-d^rAMaMlNri 
dMS»slcb>d«e''lt;  k^  AlbMletnie  def  WisseMshaaeni in  WMb  Md^ 
Heiprea  Ueblitsetiser'  dtirchi  die  VernflJinsung.deilielbbii:ittrdenth 
sehreA  Bodeif'ifl»  die  DampTsehMKahf«  md  dieUbohniU»  überhadpl 
jedeiikaitS'>eAii'  wesentliches' VeiMHeest>erWofben.>ihaben4  «Aueh.be: 
nefken  %!»  sehlieS^Heii  noeb^  ddssidU  inidhbmatiseUfehymkalisdliel 
Klasiie  der  kaiserlichen  Akademie   der  WiseeneekaMn-  lin  Wien 
hl  ihrer  Bitstine  vom  1.  Febraar  1M9  b^sehbssin.  h«k,   eine  Un^ 
tersnehans  derbiWBfigAdtig^a  SWeinriiandüraünkeftlearLägec  deb 
«Metveichiscben  MonarcMe  w  verantasi^en»  -d^iea  Rewittate  .vdo 
der  Art  sein  setten,   dass  sie  eine  iiioamittelbare  (Aamrendao^  liol 
praktiscben  Leben  gestatten,  was eineni neue» » hftdyd?  erfilBidichen 
beweis  Kefert,   wie  sehr  die  kalsevKcbeilAkadeiBie  :derWisse»^ 
sdiaften  in  Wien  ihren*  wahren  Bemf  >ills  hAohste  wissekischaft« 
Helle  BeliOfifc' des  LaaAes  eÄeMit,»!aeo',aagekeiiMk  Kreis. dte 
WisseDsehafteii  nIbMNch  nkht  bieg»  nach  aUsb^8eiteBi  und  Rieh* 
tvnttM  bitt<  ittinier  mehr  und  inehr-M-oweileito»'  sondeto/anoh 
wisMi^bhaMiel^'|}jilersoehungenv  dle^kov  r^fdennig  des  WiMd« 
deeIian«»dUiaKfey;aniMieidAiAw,  wiedurehdrieiasebrliiki  änd^reütef 
senschaftliche  AnstaMea    dibser  Ai^'ded "AnUrdenMi^tai  detf  Zeit 
in  Wahrheit  Rechnung  trägt. 

•        >    .  .;.  ■   •    i' 

•  .•    .    •  : — ;•  '  .        ■  ,. . 
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Physik. 

Physikalische  IFechnik'oder  ADleiloftg  cor  Aiftd- 
uiig  TOD  pkysikalii^ch«ii  Versuchen  tto4.  sar  &erft4 
iin^  von  pnysik^llschett  Apparaten  mit  uiSglichst  di« 
fabheir  Mfttelti.  Voii' ProreB9or  Dr.  J.  Prick»  VorsM 
der  hohem  Büreerschale  su  Freibarg  i.  B.  Mit  5Slii 
deO'-Text  elngeamckteo,  Heldkac^pUleiL  Br«Q9fcbv«i| 
M50*    8.    2  TbU. . 

i'  Sdiea  Noilet  hat-  eine  Art  des  ^xperi^nces.  Pua 

1770.!  lil.  Tw^ieschriebeD, :  «e»  der  aiich  Qiiii9;  deoteobe  CcM| 

sonffM^I^etiMBig.:  1771.)    io    drei  Tbeil^ . ersehienea  iit  &S 

UiDitcbe*  iZweoc  hat'^  irotKefteade  Bucb,^  weno  es  «dkit 

aagsvv«iae  «nr  das.f&ri^sia'pbyswlisidb«!»  JOntegntjäs  hafüib 

Beb  aaf  Schalca^  Nothmbc^a.bMfttfcsiiebti^  AJber  «beaiM 

weiliies  iitneh  alcbtsu  «dbr  ausbv^MKi  und  beaendeis  dkMp 

Versaebe»    welche   auri.Ertiutanaig. «nd  tbeilweiaeot  BcartiM 

der  tbeoretiteben  Lebre»  iaibediDgt,<iMilhvf endig  «nd  timdm^ 

sind»  berfiokslehtigt»  baltea  vic  didi«AAlettiiDa  W)|ili>iilni  ' 

VersbciHski  JSi  cia  Ifc  Lebret  an  bObeoi  Ui4Hnd»toans(alto 

nfllsKcbe»  Buch «  naBwntjtQb  fir*  solobe«  denen  ein  ig^taaei 

dlni«entenvnrfaÄ'nicblM/Qabotfd<steh4»  .und  di<a  wegen fieedfidii 

hielt  ^er  Geldniiftte(atdbf<MaMM,  selbst  Mfertigen  odsc  imA 

wShnKefae '  Habdwe^ker .  gafeitigen!  Ussen  jSQssen.  .IN0  Astf^ 

seiwbU  des  Textes,  als  aaeh  der  Fimred.  M  yertm^kbi  wn 

dbr  tVerftaasbandlnDg  Tonii£l*iedolcbf>i0w4(g,  vmi  äebn  is  B" 

sebweig»   die.  schon  soijfieInnAjsSgteeiohQete  .a«C.  diesen  fm 

geleistet  bat»   von  vorn  herein  .Cn  erwailnn  war«//Asf  da  bW 

oAer  elnst^Mben»  verbietet  hier.  dUr  Rann»  snd  ist  Sncb  «weil 

Indem  die- Vefsiohemng  gedflgt»  4aass»  ohne  sicb.aof  m  p^ 

Einaelnheiten  und-anf  xn  UnswthenndkestspÄel^e  Appai»te«b^ 

denide  Versn^Ae  :einililassen>tii[|tte  Lehme  4er  .;|%ynik  »itftt 

nieicbnianige  Beillbkaiobli^iteg  gefnaden  babea^  .Wie  bitte»« 

ner,  wie  sdho/b  «ninnerl^  düeees  Bndi  fäf  Lehi^  der  Pbyai* 

mebrfadier>  Besiehung  «recht  nfitalsoh«.  «wd  emfcMsn  esdennt" 

xar  Beachtung,  oUne  ibsa,  aassec  seinem  p&aegonscbes  KM 

eine  hSbere  wissdnSchaftli<ih#  BedentoigtiettijdesJi^r  VcAjSi 

aber  inch  nicht  bennspraitheiiliniirdi^.  beilegen  sulkSanes*  ^f^ 

fdl»  ist  das  EfscMneri  (diesen  .bOtsUirfien  swd  in  der  ssg^^ 

üen  Weinb  empfebtSnewertbon  tBnsh^  einsenest  sebü  si6ce^ 

BiAebeo  von  der  groisieni/Bedbutinigt«.  fiieldbeiJ#tit;4w  ptv^ 

neben  dnd  nathematisöbdnrUnterrkhdb-f«a£:jnieideirn;i>nan  tt^ 

SehMtlnb  iamec  mehr  andi  itiebr  beigelUgt  miiti,    .. 

Beitrage    sur  meteorologischen  Optik  und  xo  ^^^ 
wandten   Wissenschaften,    in  xwangloaen  Heften  i^' 
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logiridibn  OptUc:  gfl)VidR>«4eii;iZiütact(rUl„4in4'>iA  Litonit.  .3«lwkl 
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katirit  sind.  Da  aber  dies«  BeitrXm  zur  tneteorolrigbcben  Optll^ 
wie  Bchoo  In  der  AnLOndigung  oeraelben  gesagt  trordea  ist, 
neben  streng  Wissenschaft] tchen  Abhandlungen  keineswegs  mehr 
p»p^U^  ftehiätRB«  A<iWU>e:*nMCl|liowqB»ctlA«iM]in  dff  IWFii^h- 
tigea  :ifl>4  i»-.  hSch^öfllGr^d^  jdlgeneiii  iptpmsiwMif9.iwete<fraUf, 
osctw»  Ofitik  uftive^  [piehr  (.iebfrabfc  «tu!,.  t^'ffpSß  B«(tV»i;hter  ^fn 
lu  ihr  Gebiet  fallenden  Ersclieinungen  zu  gewj^wanr«^  fflud^if.  if^ 
Bpiteren  AofsStzen  noch  verschiedene  einzelne  Erscheinungen  der 
Ixiftspiraobing .  aus  der  in  der  vorliegeiidefi  Abhandlung  entwi- 
ckelten'Ultou^hien'Thn^M'd^rUälbKA  et(ia^'4»Wd^."D^>ferte 
HeR  'd!4»^?^elUchrift' wftd'  16  den '  näkhhtfen  1!^^  M  C^^idt  .toK 
lendet  werden,  und  enth&lt  eine  ganz  altgeineiu  verstSnäflcbe  Ab^ 
handlang  von  dem  schon  durch  mehrere  in  dieses  Fach  scfala- 
■Mnde-xoVMtt'AifaaiteB-iMehrmrttiefliaft  belcnniert.Bermilh.  R. 
Ciausins  in  Berlin,  worin  derselbe  eine  sehr  tntereMMU 
IJebersichtliche  Darstellnng  aller  in  das  Gebiet  der 
meteorologischen  Optili  gehSrenden  Erscheinungen 
geliefert  hat,  dnrch  welche  der  eine  Zweck  der  Zeitschrin,  neben 
streng  wissenschaftlichen  Arbeiten  nKmIich  auch  mehr  popollr 
gehaltene  AnfsStze  za  liefern ,  gewiss  auf  eine  die  Liebhaber  der 
raeteorologischeD  Optik  vollkommen  befiriedigende  Weise  au^^ 
Hprochen  werden  wird ,  was  bisher  noch  nicht  so  volistXndig  mil^;- 
lich  war,  wie  der  Herausgeber  wohl  gewünscht  hStte.  Diese  em 
ganzes  Heft  fallende  Abhandlang  des  Herrn  Docior  Ctausins, 
welche  zugleich  als  ein  Elementarlehrbncb  der  ganzen  meteorolo- 
gischeo  (^tik  betrachtet    werden  kann,    hitte  eigentlich  an  die 
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Splüie  der  Zeifoclirift  gei^flllt  «rarieiti  *9Mkm  t  da  «to  ngWch  dei 
Kmat  ▼oii  Erscbeinimeeti'  $chv€  hkUümoft  Bnd  abgrinst»  In  wel* 
ehern  sich  dieZeitochrift  zu  bewegeD  haben  whd;  ffüher  als  jetit 


Kmat  ▼all  Erscbeiamieeti'  achaif  beUtimat  and  abgrSnat»  In  wel* 
ehern  sich  die  Zeitschrift  zu  beweeen  haben  whd;  ffüher  als  jetit 
dieselbe  za  liefern,  war  aber  leioer  nicht  mSefich,   da  dieselbe, 


tfbae'von  der  Sch^ieri^M^  ter  Abfliäsafig   in  reden,  aocb  & 
Herbeiachafinig  eines  grossen  Ktetariachen  Apparats  efforderte. 


•    /■ 


Je  mehr  der  Herausgeber  in(  Interesse  der  Wissensdiafl 
wünscht,  diese  Zeitschrift  ihrem  2w(fecke. immer  .'ndier  zä  Ahroi, 
desto  dnpgender  ri6h(et  er  hier  i^chmals  an  alle  lilebhaber  da 
meteorologischen  Optik  die  Bittet-,  ihn  duräv'tteit^^e  beider 
Berausgabe  der  Zeitschrift  zu  nnterstützen:  'issbesondere  ab« 
wünscht  er  ^uch,  dass  ihm  aus  alten  Gegendeti  genaue  iSenckra- 


daJvck 
^VaKnielB»^ 


5eB  immer  s^nr  wunscneii^werui,  ,so  durien  ^icn  docn  i 
ie  mit  g,enaaen  Messweckzeu||^,',nicpf  ^versehen  sind j 
triebt  von.  der  Mittheilun^  ihrer  jBedbachtil|igen  und. "Wal 

gQQ  abhalten  lassen^  weyl  auch  diese  weniger  ▼ollbomm^n^DltBi' 
aclitungen  sehr  cfankenswerthe '  Bausteine  zur  immer  selidvi 
Auit}!tbrung  des  GebSudea'  'der  ^üeteorolonschen  Optik  aod  ^ 
Meteorologie  ipberhaupt  liefefri  werden.  Hoglicbpl^  ge^aae  ZiH- 
angaben»  zu  denen  ein  J^eder  fiir  den  hier  zu  erreicbeadi^Q. Zw«d 
immer  binireioiiend  ausgeKU9tet  .sein  wird»  dfirfen  '  natwcb  nie 
unterlassen  werden. .     ,  ^, ,    ,  ,.  »    .  ,   .    b. 

»       '       ''  ""  )tl|  '      'j  V'  '      *  1}         '^ 

9    f  * 

*  •  I  *    t  g  9 

•    .  >  I  I  ■     ' 

Vtfn  Herrn  Qtt^telet  hi  BrücM«!  sind  lieueTlIch  die  M^ 
den  interessanten  ScHHft^'  (er^^hleben^'Ute  leider  eaieä  Anszvp 
bter  nicht  fthie  sind ;  At/i  die  Beachtdiie  der  Le^r  des  Arebirs 
techt  sehr  terüienefnt  :        n     .. 
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Sitzungsberichte    der    kaiserlichen    Akademie    der 
ssenscfaafteo  zu  Wien.    (S.  Literar.  Bericht  Nr.  LH. 

727.) 

Jahrgang  184|.  J;unl- |i;bdfU6|i-9ei1.  S.  1.  Doppler: 
ler  eine  Reibe '  hiarlscheiderischer '  l/ediftätioBsbeobacntungen 
der  Zeit  1736— 1736.  —  S.  9.  i^tampfer:  Commissions- 
icht  aber  die  Art  und  Weise  der  Veruffentlichune  der  Resul- 
!  der  Vermessungen  des  Catasters.  —  S.  J9.  Jelinek:  Bei- 
;  zur  Theorie  der  krunin^en  Linien.  O&in  interessanter  Aufsatz 
if  Mwisse '  krafnme  LiJHeix ,  apf  ,welcbe  Herr  Jelinek,  d,urch  daf 
h  Ai^abe  d^.^Berm  Directors  ,Kreil  construitte  und  bereit« 
TbAtigkeit  bffiodJicbe  AfeqioxneteV  ^^tubrt  worden  ist.).'  — 
S8.  Baumgär^er:  Tersncbe  Qber  df^Q  elektrischen  Leit^ng^iT 
instand  der  S^rde,  —  S^  3D.  Pierre:  Üeber  Versuche^  die 
nitialspanniiqg  derpämpfe  in  derXaufl  zu  bestimmen,  r-  S.3S« 
lomga r.t n.ef :  Vcfscbli^  z.u ,  Kr eii*s  Uebersetzune :  ,^Ueber 
Bautzen  dpr  Meteoralogie/|^ ^  5,  40.  Zmurko:  Zur  Integra- 
n  irrationaler  uudg^()nioj[netriseber.t)iirerentiairormeln.  —  S.  {SQ. 
mmtftsioi^sberichti  über  Dr.  .,PqUak's  n^ thematische  Noten.-  -r 
62.  Ryll:  ^4^handlung  über  die  Elemente  der  Lagerechnupg 
»rtoetzung,).  .—  S.  .130.  SchrcV'tter;  Ueber.Brobkes  meteoro; 
jftcfae  inmumeote,  (Es  sind  d^es  registrirende  nieteoroIogisc|i« 
ttrumente^  welchf  sehr  ausgezeit^aet  sein  sollen.).  -^  ,  - 


•  I 


.      P. 


'»    1.»/  1     '    '-'t; 
:     •;!  .  .1     1  ,/' 


I  ( 


#     •  *    •  s     «   »    .  . 


.    ••• 
I  > 


.   ,5, 
.1.     .    : 


7M 


7:                      '        .■ 

'    I 

.1   t 

f 

.1 

:  .1  • 

>  »      :     ■    f  f      '  '   .     »      ....      -   •      « • 
(  t    »  ••           •      •  .        "...             '.''■.'     1    i. 

■l   »  t 


•  I 


M 


-       f)eT/T^^chsfe1ketirfe;ISfecrolog- Ist  ut)s  Tdtt  det  St^lneF^chett 
BüchhapdhiHg  !n;Winterthu?  ' 
Zugesandt  aiid'  d^r  ^itns'cfa 


:h'ut '  dhn^.  Ariele  s^^es   V<fei!^ssen 


tieer  mr  gelbst  den  so  a^^Hi^en  HIntKif  e1h£t  MktKeniäfifaOT  be> 
kßgeti»  dessen  aiisgezeidiiiet^^etdieTisterttäfneDtli^N'iiib  die  t>^ 
metrie,  von*  uhsim'' Archiv  stets  treijflrg^  anerkannt  .Vbtrfeii  sind, 
wie  'den  Lesern  desselben  gettS^s  'h0ch  'erinnerniiih  sein  wird. 
Jedenfalis  nilrde  Adams,  "^^enn  ^r  Ktn^er  jge\eht  fiifi^'l'jäet  wd- 
ieren  Ausbildung  der  G^ometirli! ,  '  irnd  ner  so  snir  *id  '^litinscheii- 
den  fmmer  gVnssem'Benotzting  det  njeaen  £roberungeii**iliirillescni 
F^lde  bei  dem  (Jbt^rrlchte  aurSeb6len,  noch  seilt  ^ifÄI:dt*6)i^ii, 
und  sein  früher  Verlast  id  der  Bltftfce^  der  Jahr«  Ist  dah^k^'MAlet^ 
tigst  zu  beklagen. 


Cari  Adamu. 

Die  mathematische  Wissenschaft  hat  jAogster  Tage  einen  ihrer 
eifrigsten  Vertreter  verloren r  fndem  Carl  Adams,  aus  Rhea- 
preassen  gebOrtig,  Lehrer  an  der  Gewerbsschule  in  Winterthsr, 
am  14.  November  1849  einem  hitzigen  Nervenfieber  im  kaum  vol- 
lendeten 39.  Lebensjahre  unterlag. ' 

Wenn  uns  im  Allgemeinen  Schmerz  befallt  beim  Hlnscheidii 
eines  noch  so  jungen  Mannes,  so  wird  unsere  Trauer  zur  we^ 
muthsvollen  Klage,  wenn  wir  mit  dem  Hingeschiedenen  einei 
Schatz  von  schOnen  Hoffnungen ,  eine  geistige  Kraft  in  die  Gmbe 
senken  sehen,  deren  längere  Wirksamlceit  T&r  die  Nachwelt  fw 
segensreichen  Folgen  gewesen  wäre.    Dies  gilt  von  dem  Heimge- 

Sangenen  im    volUten   Maasse,    und  zwar  nicht  nur  von  s^ncr 
Lmtothätigkeit  als  trefflicher   Lehrer,   sondern  vielmehr  von  der 
treuen  Pflege,    mit  welcher  er  seine  Wissenschaft  umfing.    Voa 
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dar.|i«lw^t,wj|gw<jch«8tofc<iM>W»grihB»tHn»«lwit».anagBrilttefc 
mM  tiaferKGDattHMliHCM«»  Fa«hesri;Wtt«.;8r',NGfi  Mtrj  «cbsäevAnf- 
gafc«  geatathti  seine  KraA  :aiiiem  2wä%«!4or  rWi«*Msaharft  4uiu- 
wMuiftii»,.  weldM f  l«14ec  durch    eiflfl'eiM^bge^.Ctltiir  4ei  gntueD 
E^Hldeebugaa-ded^  J7.  und  ifL  Jahrk«w4dtl»  qUaulHt««'  uernadhr- 
lÜMft  iivrdeD    Ist»    nemlieh 'der  EflklidMcliflB  (iMiinelrie.    Weit 
enifentt  aber  ~.tri«  «ÜM.scitker  ,80ii«fl  etachAli  -r  ia  joInMidUa^ 
vi«heD  JSKtaahinniig  das  grssBN  sriecnivclM*  -Metater»  adpr  in 
einer  HefMin   aftilifir  He(bod&  4tt»  Heil  :(3r',<Ue  SelMile  und  didi 
WlsMwlihWt , SB  dfldflR,    rioblfete   er  mit  aakenam  Ürfpl^i.seiil. 
Streben  debin^  tu.  efligeti.    dt»«<dte  anklidieeb*  Üeometri»  ituitlre. 
LcbMtknftg«HMig,  habe,  um  «iah. :eelbstatHndifi 'aW  den  Uübfipnnkb 
zn  bebem  Auf  welebeti  mt     "      " 
Alsebra  heben  zu  klinnen 
weicher,  den  Verstorbenen 
mnwte  ihn  nothwendie  zu 
brineäi,    dasä  6ine   Relöi 
durch  ^e  EnttVlcJteluHfc  di 
Anforderungen  der  Zeit  n 
dem  Bewusstsein.'  dasa  d 
eben  Resgltate'  fübten.solll 
men  werden  mdsse,  und  n 
zu  Erreichung  diesea  schü 
einzelne  ParB^een  der  Gec 
Grundaosicht  zu  bearbeiten. 

Den  Anrana  machte  er  mit  seiner  „Lehre  von  den  Transver^ 
salen"  (Winleruiur'  bei  Steiner  1843)  und  sicherte  sich  mit  .diesem 
ersten  Auftreten  deh  Ruf  eines  eelbststänHigen  und  scharfsinnl-' 
gen  matbematischen  Scfaril^tellers ,  der  ea  trefOich  verstand,  der 
auf  .dem  Uebe^ang  tou  den  Elemented  jfw  weitere  üebiet  der 
genmetnscben  Favscbuns  begriSenen  Jup»d.  jene  ecbüoeo  oiul 
neaen  Tbeorieen  zag&Dglieb  in  maoben.  äeltiist  'in  Paris  machte 
die«B  Arbeit  Aufsehen  y  and  (amä  besenders  bei  einifcen '  ProfesBOi. 
ren  der  icole  canl^e' eiataa  solchen  Beifali,  daae  em  eliemaligei^ 
SchQler  von  Adams ,  welcher  dort  studirte,  mit  einer  Uebaraetzuug 
derselben  beauftragt  wurde,  deren  Erscheinen  mit  von  der  näch- 
sten Zukunft  erwarten  dflrfen. 

Dos  Jahr  1845  brachte  uns  den  ersten  Theil  seiner  „barmo- 
niechea  Verhältnisse",  ein  Werlt,  welches  den  deutlichsten  Be- 
vreis  giebt,  wie  tier  der  Verfasser  die  Bedfirfnisae  erkannt  und 
wie  sehr  er  der  geeignete  Mann  war,  denselben  abzuhelfen.  In 
Verbindung  mit  der  zuerst  erwähnten  Schrift  lag  nnn  die  ganze 
Bedeutung  der  Richtunfj  vor,  welche  Adams  im  Gebiete  der  Geo- 
metrie eingsBcblagen  wissen  wollte;  es  lagen  zwei  klar  ausgear- 
b^tete  Partieen  der  Geometrie  Vof,  ifie  besonders  im  Gebiete 
Her  angewandten  Mathematik  (z.  B.  Optik)  zum  Tbeile  sct|on  eine 
Roll«  mieten,  und  necB  eine  wichtigere  Rolle  spielet  MKmlen. 
Schade,  das«  der  zweite  Theil  dI«M«  ^ericM,  w^cbepdlto  b^- 
moDischen  Verhiltnisae  des  krirperlichen  Raumes  und  eine  aus- 
fabrliche  Theorie  der  Kraelscbnitte  entbalten  sollte,  bis  jetzt 
nicht  erscheinen  konnte,  Indem  der  Verfasser  von  anderer  Be- 
•tcfaSftignng  abgezogen  wurde,  denn  schon  im  Jahre  1846  erscbiS' 
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Aetr  seine  ^,<ii0ifcw!lttfi«et—  'EüggaMidteä  <lee  gemdlinigeii  Dreih 
eek^'i'  eiM'ScMfti  Winche  «MkMlbet  etdit  ale  ein  biaeses  cori 
oeom  ankttitdlgty'^tvra'laUi  Ueb^ngaBtöiT  4eB  eeoflietrUidieB  Scliarf- 
sliinee  ta  ÄrMn  Dkselv  beveebtigt;  liondem  m  vielniebr  mühelfea 
9#ll  und-  kMHi'>:  ein  voHisiliidBgeg  mid  abgerandetes -Sjeten  d» 
deometrie  zu  «rmögtidben.*  mcht  ohoe  Crossen  Beifall  sa  ernten, 
erscAiien«  im '  gleichen-  JaiiT  cAne  neoe  Avidsnng-  des  MailattiBcheB 
Problems»  «v^che  vor  allen  aodevn  bisber  betumnten -Auflosan^i 
das  zum  Voraus  batte,  dass  sie  He  Ausdrilcke  leidit  uad  fasslich 
damteNte,  welebe  MalfaiH  selbst  binteriassen  balle,  imd  wekfae 
selbst  mh  den  scharfelniiigsteii  mathematiscbeo*  Forsehcsn  Tefge- 
bens  idaraasteHen  verbliebt  worden  waren.  Bitie  nocb  fassliebm 
Anflclscme  dieses  ^oblems  findet  sieb  im  Pl'egramm  der  Wiatei« 
tburer  €r#iverbsschule  von   1848.   - 

'      Weiin  diese  eeoai^nten  Werke ,  ^s  Verstorbenen    schon  die 
^urmerksamkeit  der  niatheroatischen  Welt  aaf  sich  gezogen  hat- 
t^B^y  sc^  l^eschah.di^s  jedoch  noch  in  weit  höherem  Maasse  dardi 
s^ej9  'oepei^tes  Werl^  J^eometrisfhe'Aiifgaben  mit  besonderer  Räch- 
siebt  aMrgeometriscn.e'  Construction^;   worin  die  ansgesprodbefie 
Tendcp?  in  ihrer  v^JI^n  Bedeutung  an  den  Tag  tritt,    und  worii 
die  |[eistige  Kraft  des  Verfassers  in  ihrem  hellsten  Lichte  strahlt 
Diese' Aufgabensammlung   birgt  unter  ihrem    bescheidenen  Htd 
eiiieh   wahrhaft  goldenen  Kern  fSr  die  Wissenschaft»  ,  und  sickert 
dem  Heimgesrangehen  unsterblichen  Nachruhm  in  den  Annalen  d«i 
Mathematik.  Nicht  nur  wird  jede  andere  ähnliche  Sammlung  dirrdi 
sie  fiberiiissig,  sondern  es  öffnet  sieb  durch  sie  dem  stadiresden 
Jflngliiige  ein  Gesichtspunkt  der  Wissenschaft»    der  nur  von  deo 
vortheifhaftesten  Folgen    für  die  andern  Zweige  seines  Stndinm» 
sein  kann. 

Es  konnte  unsere  Absieht  nicht  sein»  eine  ansluhrliehe  KriÜk 
der  Werke  unseres  bln^esehiedeoen  Freundes  zn  Hefertt;  aber  aa 
seinem  frischen- <Cvrabhdgel  konnten  wir  es  uns  nicht  verswen »  uns 
und  den  Freunden  des  Heimgegangenen  in  DeutsehlaDO  Yor  cfie 
Seele  bu  rufen ,  was  und  wen  wir  In  Adams  vcrieren. 

.'   Frietfi.  Friede  seiner  Ascfee!  -^ 
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fKi&ne^  lielir«  and  "lirSrterbQclier« 


Ta«cheiibiiqb  der  Mathematik  odo^f.kfiraie^ter  Weg 
£cUr.fiii0g   ae^vWeseQtlicheq  ,der86ll^,en,   zum  Ge-, 

Hobe  für  hilbep^eSfi^ulaastaltQii,  Beamte,'  T^chnilcer. 
xov^  Dt.  (X^En^iß^V^n^    niiJb  eiie^a  Vorwof te  vo^  Dfv 

L  Jübn.  I>ciBi#d.«a,  .IW9.  6.  1  Thlf.  15  Sfgr. 

Die  ganze  soffeDannte  reine  Mathematik  bis  incl.  zur  Differen-' 
and  Integrair€M;bniinff   In  Taschenbucbformat!    Die«e  Schrift 
^ber  fxhe  gart«  'fl|!mlicbe  Tendenz '  trie  J.  J.  v.  Lrt^fr^fr'a 
^^"m  hhte  1836 'b<iriiä9g€^ebene   Kvrte  Anleitung  zuK 
atnmfe^h 'MaAiedttafik;    die  den  Leserta  des  Arcbfv»  itobl' 
HHit  sein  H-ird.  Vergleicben  wir  aber  beide  Üiicher  mit  elsatt-' 
}  «0  mü^en,  wu*  doc)i  der  Schrift  von  J.  J.  v^  Littipw».  die 
ver  Sphäre  wirkfich  xpit  Geist  verrasst/and' in' einer  uUeraue 
K'hen  una  deiitfichen  Sprache  geschrieben  ist»  ja  selbst  äucb 
treng  wissenschaftlicher  Beziehung,  z.  B.  in  der  Integralrech 
?•  manche  nicht  uninteressante  Bemerkungen  enth'&It,  beiAVei- 
den  Vorzug  geben.  Wir  glauben  d^iber,  dass  das  vorliegende 
H«    da'  s^fion    etn^  hi    flire^  Art  gewiss  sehr  atispreebende 
mi  ton'gan^  deicher  fendenz  ^ii^Brt;  ohne  sich,  so  viel  uns 
igsten»  bekannt  geworden  tat,  be^ond^s  Bahn  haben  breebevi' 
(ünnen,  ipqfi^in  hSit^te  un^e/ichrieben'^bleiben  kunnen,  ,wenn 
*  der  Wille  4e^  Herrn 'Verf^sers   gewiss  gut  gewesen   ist. 
^r  die  <»ewabl]e.'  A^rt  der  Darstellung   wollen  wir  mit  ihm  bei 
'^«olchcn  Schrift,  nicht   rechten;    gewiss    ist  aber  bei  einer 
nfi  wie  I  dieser  ijer  Gebrauch  so  vieler  ganz  unoewuhnlioher 
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ZeicbM»  z.  B.  &t,  9x,  Tx,  Cr,  Sejc,  ^kJt  ratpecttre  ititt 
sinx,  coaor»  tangor,  eotx.  Beer,  cosecdP,  ferner  d  statt  dM  g^ 
wSholichen  Differentialzeicbena  d»  wobei  der  Herr  Verfaaaer  «iek 
aacb  hfitte  bedenken  sollen,  dass  6  in  der  Matbemafik,  ainfick 
in  der  Variationsrecbnatig,  scbon  eine  ganz  andere  allgemeiD  n- 
clpirte  Bedeutung  erbalten  hat»  sebr  am  unrechten  Orte  angebcickL 


A  r  i  t  Irmie  t  i  k. 

« 

fliarArttbnpViii  nn4  AJg^ra  fir  den  Scknl- h^ 
s tu otei- riebt  bearbeitet  von  Karl  Koppe;  Proftf- 
sor  und  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Soest  Zweite 
umgearbeitete  und  durch  zahlreiche  Aufgaben  ver- 
mehrte Auflage.  Essen.  1849.  8.    27  Sgr. 

Dieses  empfeblensirerthe  Lehrbuch,  so  wie  die  matlMS^ 
sehen  und  physilcaüschen  Lelirbficher  des  .Herrn  Verfassen  te* 
hauntf  -ist  aus  selber  fersten  Atdage 'bekannt  genug,  ind'lMlvt 
desnalb  keiner  neuen  Empfehlung.  Es  umfasst  alle  dkieoigci 
Lehren  der  Arithmetik  und.  Algebra,  mit  Einschluss  des  Bioonl- 
sehen  Lehrsatzes«  der  Combinationslefare,  der  unbestimiiiteo  Am* 
lytik  n;  8.  w.,  welche  auf  huheren  Dnterrichtsanstaitett  forgetn- 
geti  zu  werden  pflegen,  bi  ziemlicher  AusfllhHIchkeit»  unl  wird 
wegen  «einer  deutlichen  Dair^tellnng'  und  sweckmissigen  Aoord* 
nung  bei'm  hohem  roatfaematischen  Scbuhmterriehte  gewiM  oH 
Nutzen  als  Lehrbuch  zum  Grunde  gelegt  werden. 

Ex^rcices  et  probUmes  de  calciil  diffdrestiel  «t 
intdgrai;  ouvrage  traduit  de  i'anglais  par  M.  L^ooee 
Clarke.et  di^die  A  Bf.  Anguetin  Canchy.  Premier  cihier. 
I9  S'.,  1849.  Prix  1  fr.  50  c. 

Wir  hoffen  nächstens  dieses  Werk»  welches  wir  Jetzt  nur  d^ 
Titel  nach  anzuzeigen  uns  begnQgen  müssen,  um  es  baldi' 
Kenntni88  des  deutschen  niathematfschen  Pubttkums  zu  briog» 
besonders  zu  bespredheo. 

Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Differential-  i^^ 
Integralrechnung.  Von  L.  A«  Sohncke,  ord*  ProfeM*' 
an  der  Universität  zu  Halle.  Halle.  I6i(k  2  Thlr.  8. 

Wir  beeilen  uns  das  Erscheinen  einer  Schrift  anziueigf* 
welche  einem  wirkfichem  BedQrfnisse  in  sebr  senffcender  W^ 
abhilft.    Denn  wenn  wir  auch  scbon  mehrere  Beispiel  •SazunlB*' 

Sen  zur  Differential  •  und  Integral- Rechnung  besitzen ,   eo  geo^ 
och   keine  dieser  Sammlongen   insofern  hinreidiettd,    daifl  »^ 


m 

nwbtn  ntniflklier  Afr^nog  am  Sifteli4mluB   a^cb   TolUWndig 
senog  Bei,    an  dem  AwUiger  in  der  Di&reDti«l  •  und  lolcgra)- 
RechBOBg  «se  hinreichende  Uebung   im  Celcul  und  deMen  An- 
weodiing  ie  der  Theorie  der  krummen  Linien  und  Imimraeh  Flä- 
chen xugewftbren.  Beiden  ADfordernnsen  genttgt  «beidie  vorliegende 
Schrift  nach  unserer  UebeueuKung  iii  noeseseichneteT  Weise,  ivie 
schon  die    folgende  Angebe   ihres    Hanptii^lts  beweisen  wird: 
L  DiCerentJslqnotlenten  der  ersten  Ordnung  exprieitet  Functionen 
einer  Varinblen.     II.  Independente    Darstellung  der  Dilerentisl- 
qnotienlen  bsherer  Ordnang.    111.  Differentiation  imjglidter  Func- 
tionen m^rerer  Variabeln.    IV.    J 
■nng  «oT  die  Auswertbung  nnb«st 
V.   Amrendiing  der  Diferentialrecl 
Maüma   nnd   Minima.    VI.   Anwei 
Wut  Geometrie.  VIL  Integration ,  ai| 
nen.  VIII.  Integration  ainbmischei 
te^ration  transcendenter  Functionei 
stimnten  GrSnsen.  XL  Anwenduiq 
metrie.-»  Wir  halten  uns  beeilen  je 
der  bilheren  Analfsls,   nnd  alle  Ar 
welche  beabsichtigen,  sieb  in  dersi 
eine  tflcblige  Uebung  im  Uiferentüi 
lipn,  auf  diescBgewiss  sehr  nQtzlic 

Analyaia   gewisa   sehr  förderliche  Buch  aufmerksam  m  machen, 
ond  empfehlen  dasselbe  nochmals  nr  soig(aUigaten  Beachtung.  , 

DI«  Vortheile  der  LebeDS-V^rsIcberunga-Baiike'n. 
Durch  mathematisch  genaue  Berechnung  nacbgewle^ 
sen  an  der  Lebens-  und  Pensions-Verslcfaerniigs-Ge- 
Seilschaft  Janns  in  Hamburg.  ZuEleicb  eine  Aufgaben- 
sammlung über  ZinscBzins-,  Sparkassen-  und  Renten- 
rechnung.  Von  Dr.  August  Wiegand.  Halle.  1849.8.  ZSg. 

Eine  awar  nur  kleine,  aber  manche  Belehrun«  darbietende 
Schrift  Unter  mehreren  Banken  glebt  der  Herr  Verbsser  dem 
Jaous,  nach  angestellter  Verglelchung  desselben  mit  jenen,  den 
Voran  g. 


Geometrie. 

CrnndsSge  «laer  wisseaschaftlichen  Darstellung 
der  Geometrie  des  Haasses. '  Ein  Lehrbuch  von  Dr.  Os- 
k^r.  Schlümilcb,  Professor  der.  hSberen  Uatbematik 
und^'Uecbanik    an    der  techni'sch.en  Büdungsanstalt  au 


ranf  PifeitreDtsif^lir;  Eftffeii'acit.    l»4ft    A^'f'Thfr. 

'  Der  Herr  V^a»«e^  hat  In  Ai^s^in  enrtA  TIHilM  AsttritTf^ 
g^tfiden  W^rfcs  eiti  6«tif  ünspredfi^nde^K  I^hrbnch  M  tM>geimimtfti 
ebeireti  Cpeom^tiife  otiddet  eb^en  Ti4|CDiiointM«  In  '„orfrimi- 
Hdber  CTiiedetung*'  fmd  iiacb'  ^fcevVi'sti^elieiii  Gvdankes- 
^aögä^  g^Iieieit^  tri  WHcheQ'befden  Bi^ehung*fi  ^  in  der  V» 
^Me  8^tL^Bteh' den  nach  ^alri}ff1^chef  Meibodii  Verfitsstn 
Leb^bfl(;li£Tq'gegeTT{fteir  steit  Ufenn  dcitken^le  Malbffdatiker  der 
ilüch;  etikltdb^Vei'  Mi'thode  vetfaM^  L«|vr|rätbier  zttt^en^iT'l^^ 
derd  r^nibnd  geidetiketi,  go  fa^b<ntf  tlieirt^n^ei)' tiabjsl '^dU  Vmrer 
diese  Sf^ftiod^  %n  ^\ch,  dU  Vletoebt  'die  'Anrfa'dmcMiiii  ^tv^Ci 
baft  iettelchbare "  ühd  ^irlcliifb  brretebte  ftnm^  vMtKMi«&(ek 
-Strenge  tiipd  Evidenz  itn  Sinne,  nfaiye  danqft'gerädei^'ln  hhtk 
fitelleii £tf  wollen,  ^8tt  eine soYcfaiefttreriffe  ancn'atif  il^ctftom Ve^ 
eit^fcbbsir  «let:  W^n  nun  det  IKrr  Vl»i!^s^  in  det  VoHMe  ehe 
etWa  2ii"  ^teben^fe  Pärallefe  zwlsfeben  ii^ineio  voüi^^nd^n  Bttele 
and'  d^kii,  Kie  er  meint; 'elnÜ  Htkfit^T^mt  verfblge^B^'  Ltkr- 
hucU  dfer  6cömpt«c  TOiTK  *n  dir  Tief  ptf]^!^^^^ 
tiiterar.  Ber,  Nr.  11.  S.  ®.)  entBcbWcfn*  zotftcbvrHM,  kü  gebi 
tvir  ibm  darin  ToIRcommen  recht,  8in\l  Jedncb  der'  Ahihmng,  hu 
t\ne  solche  Znrdcicweisnng  fSr  nrtbteilff^ige  MathetimtikW  pn 
nnnuthig  war:  denn  vrer  beide  BHcl^t  icfeOnt,  kann  ünoififiA 
Versucht  Werden,  eine  solche  Paratle?^  zn  zieKen.'  H^irnf  SA\^ 
mftch's  Bach  ist,  mag  es  immerhin  liichrtfef  sogenatinM  enH* 
dischen  Methode  In  ihrer  Form  baldigen ,    doch    ein   vr>ni(s  strcfi- 

teß  iiq4  d^bei,  wi^^cbon  erwähnt  werden ^  ip  sebr  anspreobenilff 
^ar^tellav^  verfasstesLel^rbach^  da;5  man  aber  nicht  nach  TUck» 
aiif  d^m  i^opba  liegenii,  'i^se^n  kann,  c^ppäerri  das  Jt^acMenkn  ^ 
fordert  und  zum  Nac»denlcen  anreg^^  nras  bei  ein^m  Letifbick 
immer  mit  eine  llaupisacbe  Ist;  was  , Herrn  SnelTs  Bvcb  H 
wolif n ^ir  hier  nicht  weiter  aus*  einander  setzen^  aWr.olijie des- 
sen Herrn  Verfasser  im  Geringsten  persSnIicb  za  nahe  treten  is 
wdltDi-  wQssm  wir  difch  wentgstenfs  so  yie][ ;bemerk^n .  dass  (hrch 
4bumqUmi  g«f«is#  iSiemand  ein  Geomjeter,  a»  Iv'Ziir  selliststSAdific« 
Fflbrvw  «mer.  g^Q^fetrischen  l^ntersu^r^nog  .ließibigt  werden  will. 
iVir  wiederholen,  dass  das  Vorliegende " neue  Lehrbodi  ^ 
ebenen  Geometrie  and  ebenen  Trigonometrie  eine  sehr  gute,  ans 
einer  selbstständigen  Anschauung  der  Wissenschaft  hervorsegao- 
gene  Darstellung  der  beiden  betreffenden  Disciulinen  liefert,  da^^r 
mit  grossem  Vergnügen  gelesen  haben ,  und  aas  sieb  gewiss  viek 
Freunde  erwerben  wird,  selbst  auch  bei  seiner  grossen  Deutlick- 
keit  and  einfachen  Darstellungsweise  zum  Selbststudium  empf«^ 
len  zu  werden  verdient,  wobei  noch  besonders  berTorgebobeo  i^^ 
den  muss,  dass  es  auch  eine  ziemliche  VoHstSndiskeit  er^trel^ 
und  in  manchen  Partieen  %veiter  geht  als  andere  derartige  BSckr 
indem  es  z.  B.  ai^ch  A\^  ^fe^Qf  fs/yjP'^A^fffi®  ^"  seinen  Krtu 
gezogen  hat,  und*  midi  lie"CoflsAmtMi  ^e9*Agttl5ren  Siebzelii' 
ecks  lehrt,  auch  manche  Aufgaben  und  Betrachfongen  beranzi^^f 
die  sich  in  andern  geometrischen  LehrbÖchem  nicht  finden.  Vfir 
empfeblen  A2heT''^t^rixiWUmüVh  »f  «teacMqhV»<^f  t«^ 
unserer  ^ettscnrfft  rtcltf.^'^ht:  aus  voAkdmitien^ter  Üebmcogifff' 

rortsetiuny^  er  »Mk  *5gfc'     '         '"T^^     ^       --      • 
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l>eki'li«di'4«r<il^ertptlvi§ii:4ycoitttJfric«V<i«i  T.FranK«^ 
Ot.  «hlk,  PvttfAsif^r  <iii  de^  t^cttillMfeBn*Bllii«iis(fl8n8ta 
stt  llrtffeideii.*)''  £l<^»r«0t  Heft  Die  Darntieiliifif  ifkt  i*««k- 

j  ectUd.  M<t'm0li't'Taf.  1«  Q«t<  Leipzig.  18419J«;  ^«^^  Sg^^K 

V^erk^  fijber  4fM»<^iptivp9'iti[eaiaatrie.ieri^^  >>^aa  beider 

^oüaan.  Wiohtigkeit  ilie^e«^  G^eDpt^de«:.J!vir.  die  Xe«,baiky:  K*elclie 
niUR«€bt.a|ic;ti.  bei  uaa  ImnicHr  mebr-^frkwint,  winl,  gäcm  ^uAacß 
««•O  fcaMn,:i9i  nipbigpra4^  aebr  neicb  an  «spU^o^n^'^keD^rwaivigr 
9tena  ji^deablla  ai»bt  so.riricb  wie  dk  ÄpivMEMische  LUerafa?»  Rad 
jede  aaiie  £raqheiaang  aaf  dje«ain.lj«(9biet^,vardipot.  daber  l)aak 
80  auch  die  vorliegende  verdienstlicne  .$i^l|lnl^Pj.M^.Papbt  •bamei:^ 
der  Herr  Verfasser  In  der  Vorrede«  aass  die  descriptive  Geonie- 
trif  zwar  in  ihr^m  derinafigen  Gewände  allerdings  die  Regeln  am* 
fasse,  naei  WeteMA^  Liöibti  ira^  Tlä^beiV  ^It  tflilfe  dk  P^djJcti^^ 
aicb  darstellen  labseAf,  dätpfit  iai  'der  t'rojeetion- die  wäbte  B^^ 
schaff^nhett  öda"'  ftaäsere'  iErschefnuti^  dcfto^  GcfstcbteMniie  zugel> 
fjihrr  .werde,  däM  i^b^r  allerdtagtf'  flkneth^de^defProJeGtioii  einer 
hofunien  ^juflOussiing'  tdhit  seV,  zdfolgi;  wetchler "ihr  2wedi  diyriA 
h€BfiAe;'äw  'deü  Wahrheiten'  der  ^Mentareb  GeniaetMe  der  iBbena 
and  des  Raumes  heraus  die  EisenltSbiBtA^n  iiif  ^^e^tzmSssigen 
Baategebilda  itrganMMsb  an .  eatwiekeii^»  ,mm9^  4ifi  ^elenif.ntare 
Cieefnetcie  in .  OQtbiwendiger  Schlu«0fol^-,toftz^4M^letMw/  $ie  liiito 
iai  A%amei|ieii  au  idemeelb«n  Zielen,  {mie  ^le  ana^ytiacba;  Gaomar 
M«;  de0B  dtr  .Verffidierfing,'  fi^lcbe;  ^Htst^-iffit /ihren,  Glai/cbuagea 
▼«cnehme»  enAaprv^e  di^  Zeichnung  Anr  gr^iiM4»pii/Metb^il% 
«ar  mit: dam  U<ileiiMAiede»  dasa  di^  Bed^ulnqg  jWfg.M99ändariui^ 
-w^na.:aia.  eiiAe  ga^Mnaftrisebe  WahrbaiiiWtbdl^r:  iaidja.  Spr,s^M 
derGeameiria  la  <U»ecsflt4&eii  aei,  wäbcepddiei^naph^Kil^jMetbQ^ 
daasLiaieogebUde  #d^  :de6«eo  Ver&MLera|ig  ^^awf^iw^uiid  Gfistatf 
dem  iosaam  nad  ianan^  SiiBne>»ar  unayitt^bfM^^P  4f^ch^um(hrpgt, 
«od  daher  auf.  einem  «ei:adati.  und  Mcbte^ .  WKfl  ^tt#J2iela«fäbia. 
1*  diaaam  $$iiine  :b«ahsicbtiat  d^.  Hmrri.y^rf^faa^,  die  ganiie^m- 
dMOptiva  Geaniatrie'  in  dem  W^üii. ;id#flfmi  ^<l^s  Haft  ^na  1^ 
¥«rfbeki  au  betenden»  iy|»d;  ja  mabf;  w^isalM  fpn,^A^T ß\^\t^ 
JcaK  diaaar  Aiiffii^suiig«i^vup«,aibftraeagtl»^ind«j,d¥rcb  waIpbeajMJn 
die.  dai^iptine  Ge<>iti?AHeMMri.vrifi#aBafibäR|kiiei|;  AMhode.erher 
tea.!wii4;«ind/  aWU  biiM  ainie^  Pian^ria  dar>Tf^w>il(  bleibt;  <449ita 
aMBAr;  iMapfabkn.»:ir.4lei^a.aaiie  Wiark.i8baii|d^f^iptifta  GeMiaM^ 
daa  JUa^ra  das  Ai(cbifia<BM'/aa«gfAlti^»fi  9o'i<ih^9fig,s  D^mvi^U^ 
4^<te  lerata Hall  aplM4t  w«b  einai:  C«nJai^u^g'^lttJRg^^t»  die 
Mr!a4#»l4l»ia^ 'aw«iiiGl»ii«k4ttt.die  Abena«  die  ElKaaB  aad 
£e.radia»;;zwfei.fi^aaaii  d?»  .k«^lV;Pier.U<rMvl^rekif4^*kftr  i»fi«a 
Li^gfa/da)?  P^ojeOiUfaaai-iKbQ^etak  n«iU«ld^g^  ^fiN.PuAki^^i^ 
dar'iG^fi^d^R  ttlid  def/  K6mi»<.  .M^^w^d  ßm  ^e^^JfAkfMßr 
4«gabe.dlA'^ataiai4iaqhe«»AiiatdiNiw  .d^Hn^aaiieni  jvndi  difttfmCidlJ« 
aeahrtiacbe  Geoüetiie  ^ßH^fjm^^  \Bm19hmk' rii  k^ißm-^  lp»;id)^ 
.beide»  letale«  Äbach$itta » rfar .  Lehne .  Fon .  dac ,  Tffamfprniaittpo .  d^ 
Ceerdiaaitenf  in  dar  AnaIyli«tdNlQ;>GeQ«aetria  .fintfprecheni.^.  \^i^ 
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*)    Jetzt  SB  der  polytechnhclMii-Sehole  za  Haanofer. 
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•riieniiett»  und  desi  Herrn  VtoifiMBMr  das  ZMgviis.iiieiit  ^«ciageD, 
dfeiss  er  dae  sich  vorgesteckte  Sei  atre«g  im  Avge  bi^balteo  kat 
Auseer  der  all^iaeineii  AtifM^angsvetee  entliilt  avch  im  Easei- 
neu  dieses  Heft  maoclies  Neeie,  in  wekher  Begehung  die  Leser 
besonders  auf  die  gans  vollstindi|pe  «nd  syfteigatiieke  gravbisclie 
BehaDdluns  des  sphärischeD  Dreiecks ,  (ur  welches  gewObnlich  ov 
ein  Paar  Isolirt  stehende  Aufgaben  -graphisdi  aanelllst  frerdep, 
aufmerksam  gemacht  werden  müssen »  sowie  auf  andere,  damit  h 
Verbindung  stehende  neue  Auflösungen  einiger  Au&aben ,  Soda« 
wir  auch  ifi  dieser  BeKlehung  dem  baldigen  ßr^cbelnen  der  fol- 
genden Hefte  dieses  sehr  verdlenstHcben  Huehs ,  welebe  ranB^ 
Reh  der  Geom^rie  der  Flächen  gewidmet  sein  werden »  nitt  Ver 
langen  entgegen  sehen.  Dito  Ausstattung  des  Textes  und  der 
Fignr^ntafeTn  ist  yorz(fglM|. 

Die  schwierlgeTen  gepmetristpben  Ai;^tg^ben  aus  dcf 
Herrn  Prof,  G«  F.  ▲•  Jacobi  Anbl(iigea  xa. ran  Swiodeo« 
Elementen  der  Geometrie.  Mit  Crg^n^nogen  cnfli- 
scher  MathemSitik^r  find  Auflösungen  berAusgeceoeB 
¥00  Dr.  August  Wiegand«  Oberlehrer .  an  der  Real- 
schule in. den  F,raockes/phpn,ä|ti(tunKen  au  Dai)e..  Halle 
184Ö.  8.     1  Tblr.  7V»  Sgr. 

Ausser  den  M»  den  erwähnten  AnfiMiigen  entlehn<»ii  ood  wir 
gelösten  Atrfgaben   etjtbllt  diese   empfehlenswertbe  8clnifk  nock 

K metrische  Aut^ben  nnd  SfttM  von  d8  engliselien  Mntiwitli- 
n;  welche-  der  Zefttfdbrift  »Tbe  Mathera^aflciim^  est- 
•omnien  werden  sind;  Im  Ganaen  enthält  die  8ehrift  1S&  g^oac^ 
tris^he  Aühräfben»  atisseirdem  in  einen  Anbange  und  •  Nach- 
tniM  noch  14  trigonometrische  Aufgaben  und  Sitae  rmn  engÜMibea 
MaHiematikem,  und  ^O'  Leser"  des  Archivs  sehsn  also,  wieldies 
reiche  Material  ihnetf  biertfebeten  wird.  Mi  die  Avfgaben  in  den 
Anhingen  su  van  S^indeirs  Elementen  der" GeoittetHe  «inistens 

ßisere  Schwierigkeiten  darbieten*  als  Ao%8beil' in  atidevea  ihn- 
CA  Sammlungen, '  tnd  'die  g^arinte>  enipisehe  Zeitsekvift,  d» 
yorsfigllch  Dir  den  mathehiamcben  fjoterrltht  wtehtigr  iat»  sich 
wohl  m  dten  Händen- nttr' weniger  L^er  der  Mathematik  bein- 
det,  so  ist  die  vorliegende  Sdm#  des  Beriw  Dr.' Wiegaod»  des- 
sen -so  eifrigen  Bestrebungen  für  die-Pärdorung  dee^.matbeBm^ 
"sch^n ,  insbesondere  des  jifeometriseikett  Dntetiiebts  wir  dea  erften- 
Hcheten  Erfolg  von  Herzen  wünscimi,  jed^faUs*'  eine  nehr  vcs* 
dienstiiche  su  nennen ,  und 'kelnesw;«^s'«tWa'fn  eine  Karfb^rak 
mit  den  AuflMingen  der  algebfa$sebetvAii%nMitr  den  Meyer  ^nck 
von-  Sachs*  ü.  s.  w,  oder  äboKebendetn'inatbediallseiieii- Unter 
Yii6bt*  wenig  NotzOn  bringende»,  fest  nttr  sebiMletiden^BCdiem»  n 
setzen  y  da  ihr  auch  neben  ibreM  pädagOgltfahen'  Ntttifett'wiMsn- 
sthaftltcher  Wertb  nicht  abgesprodien  freraen  Imnn.  Sie  sclilksit 
'^h  flbrlgens' an' die  Mher,  von  demsellNin  Berrb-VertiisMir,  » 
säiieneilen  ,,Lehrsä«a«  und'Avfgwben  n'»s4es  B'efm  Ptei 
ll^kcobi  Anhänge'U'u.  s.  w«  Hai4«i'  l^itf^  LBnhA  vnd 
IL  Band'.  I.  Ab^tlieiM*  Mi  ndd-bÜdeC  mlt'^eoMben  ein  Werk, 
von  welcliem  sie  der  Schluss  ist 


ms 


Optik. 


Das  ortho»kopi«che  Ocular,  eine  neu  erfuodeoe 
achroinatiscbe  LinseocombiDatioo»  welche  dem  astro- 
noiuiechen  Fererohr»  mit  Elnachlusa  des  dialytiacheo 
Robrs«  und  dalU  illifcj0oec4|>9.>b«i  >iH|efli  sebr  grosaen 
Gesicbtafeld,  ein  vollkommen  ungekrummtea,  perapek* 
tivlacb  richtiges»  seiner  ganzen  Ausdehnung  nach 
seh'urres  Bild  «rtlieiit»  so  wie  auch  d«>n  blanei  Rand 
des  ti'esi'Cbtsraom^s  aufhebt.  Mit  einer  Anleitung  aur 
Keontniss  allerüiasthndey  welche  an  einer  massgebenh 
den  ßeirrtheilung  und  richtigen  'Behandlungsart  det 
optischen  Instrumente»  insbefsondere  des  remreihaa 
durchaus  nuthig  sind»  von  Carl  Kellner»  Optiker  su 
llVet^lar.    Nebst   einem  Anhange:    Zur   Kenntnis^  und 

cnauen   Prüfung .  der  Libellen   oder  Niveau's  von  Af. 

easoldt»  Mechaniker.  Braunschweig.    18.49.  8.  15  Ngr. 
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Wabriich  viel  Worte  auf  •  diesem  Titel  .1 .  Was  es  mit  dea^ 
Bsoeo.  »»orthoskopischen  Ocular''  ffir  eine  Bewandtniss  hi|t| 
ef&hrt  mau  aus  dieser  8cbrift  keineswegs»  denn  der  Herr  Veri(!| 
«agt  iS.  18.  ausdrücklich:  »»Hß  «fird  gewiss  keiner  meiner  geehr* 
teu  Leser. die  £rwartuag  hegen»  44BB  ich  hier»  meine  Erfindung 
rücksichtslos  preisgsl>end»"micb  auf  eineySleraliederung  der  £inQ 
richtuog  dieses  Oi€ulai».uödi  Cniwicklung  der  Grundprineipien«  ßva^ 
welche  der  gute  Erfolg  sich  gründet»  einlassen  werde»  sonderj^ 
es  vielmehr  gern  verzeihen»  wenn  ich  nur  berichte»  was  das  neue 
Ckular  leistet.'*  Demzufolge  bitte  er»  weil  auch  alles  Uebrige  in 
der  Schrift  meistens  wenig  wirkliche  Beiehrung  gewährendes  blos* 
«es  Gerede  ist»  dieselbe  besser  ungeschrieben  gelassen»  sich  auf 
eine  blosse  öCentliche  Ankündigung  beschränkt»  und  die  Beur- 
thellung  seines  Oculärs  dem  praktiachen  Gebrauch  lediglich  anheim 

Sestellt.  Aus  der  Schrift  selbst  erflihrt  man  nichts  weiter»  als 
aas  das  Ocnlar  vor  dem  Campani*sehen  und  Ramsden'schen 
zweifachen  Oculare  weaeotUeha  Vortheile,  die  der  Titel  anhebt» 
haben  soll,  „und  dass  dass^bö»  t>1)wMil  es  ein  dreifaches  Ocular 
Ist»  also  aus  drei  Linsen  bestellt»  doch  nur  vier  spiegelnde  Flä- 
chen hat'*  Es  kann  also  durchaus  nur  der  praktische  Gebrauch 
über  die  Leistungen  dieses  sogenannten  orthoskopischen  Ociilara 
entscheiden »  die  Schrift  selbst  wäre  jedenfalls  besser  un^eschrifl^^ 
ben  geblieben;  wenigstens  warnen  wir  vor  der  Anschaffung»  wenn' 
0le  auch  nur  15  8gr.  kostet  Die  Vorrede  und  der  Anhangt  »,An 
die  Männer  der  WissenschaHt"  klingen  etwas  markteohireie- 
Tisch.  In  dem  Anhang«  über  die  Prüfung  der  Libellen  beMiretbt 
Herr  Hensoidt  ein  au  diesem  Zweok  bestimmtes  besonderes  In- 
strument» über  dessen  Brauchbarkeit  man  auch  nur  uacbwirkll« 
eher  Anwendung  wird  urtheilen  kfinnen.  Wir  solHen  meinen»  dass 
wenigstens  derjenige»  wer  einen  hinlänglich  genau  getheilten  Ve*- 
tikal»reis  besitzt»  an  welchen  ef  die  Ubelle  anbindea  kann»  ein 


TM 


solches  besondere»  InstromeDt  zur  Prfifang  der  Libelleii  seilte  cAt- 
behren  kuonen;  jedoch  wollen  wir  nicht  absprecheo»  da  bei  sol* 
eben  Dingen  eigne  praktische  Anwendung  nutbig  ist,  wenn  man 
sich  zu  emem  ▼ollgöitigen  Urtheile  wiU  nir  berechtigt  halten« 


A  0  t  F  o  B  o  pi  I  e«' 

I  HiAtlete  6«rtar  van  1200O  Fix-StameB  fir  dmm  An- 
fang YoiB  1836,  aibgeleitet  Ans  den  fteobacbtumgen  anf 
der  Hamb«rge«.8ter»wak>t*  van  CarJ  Rtimker..  Vierte 
Abtheilnng.  £rste  Hälfte^  die  18te  bis  21ste  Stande 
•nlbaltewd.    Hamburg.  1849.  4.    1  Tbk.>  15  Sgr. 

Wir'  (reuen  uns  sehr,  wieder  erne  Fortsetzini|^  dksti 
trefllicheti,  aus  directen  kof  def  HambtirgibV' Sternwarte  angetleff* 
ten  Beobä<ihtuiiff«n  sbeeleifift^ti  flirafeni-Cafafogs  anzelMi  n 
können:  Wer  die  Wichtigkeit  gehauer  StefnpnsltÜonen  för  die  nesfff 
Astronomie  zu  würdigen  versteht,»  wh'd  das  grpsse  Verdienst«  v«* 
dfie^  der  Herf  Difector  Rfltoker'duft-h  Bt^meitittig  dieses  Slci»- 
katalogs  um  di^  Wissenschaft  sich  erwirbt,  gewiss  "denk bar  ctftca- 
n(en.  In  dieser  Zeitschrift  liifi^sen  wir  nns^.ilttt  der  MoMsen  As- 
zeifge  dreser  heu  erschienenen' Fortsetznfifg  hegrrlMn,  wlliiscben 
sIrer  sehr,  dass  dieser  suägezelchn^^  Cs^tateg  neben  andereir^ibB- 

Sehen   verdienstlichen  'Ai1»e1ten  rbn'  Allen  AstrsnetHen  recht  rid- 
leh  bei  Ihren  Rechnurigeü  ui^d  BcbM^htfiH^tf'betailM  ifrcarden 
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W  a  n  ff  k. 


I. 


LSngen-Bestimniung  dtirch   den   Mond,     Eine    nav* 

8 seh  -  astroriomlsche    AbhaDdlnilg    Ton    Carl    RQiiiker 
amburg.    1849.     2  Thir. 

Diese  sehr  su>  eropreUende.  mit  grosser  Deutlichkeit  veriasMc 
Sebnft  enthält  mdir  als  ihr  Titel  anglebt  Sie  entb&lt  nSinlkb 
vier  Abbandlungens  .Längesbestimmung  durch  Moaä-Ui* 
stanaesu  **<•  l«ängenbestiiiiiou»g  daccb  Fij|sttca»Be- 
deckvngen.  -*^  Vora.«sbe;ie(€h9.u«^g  derStern-Med^^jk^n- 

aeD«   •— '    I«ftngenbestiuiini*ng  -durplib  >CaimiaaMoA.    des 
londes.  und  .der  Mosdeii-ij^teraei    welche  j^auMiitiich  sehr 
inslruittiv  r<  gSDa  -elementar  .  mit.  ferta^brendeTi  Rucksicht  piaf  ap*. 
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Mkaolilche  Erttntemog  4iircb  Fkmrea  vvffasst,  «dd  dfireb  TollatI» 
dig  aussereclmfle  numerische  Beispiele  sehr  z«veckmM«lig  erliU' 
tert  eind,  vrobei  auch  mehrere  dem  Herrn  Verfasser  eigeotbtor 
liehe  Medioden  vorlcommen.  Den  Hauptinhalt  bildet  aber  eine 
S&mmlufig  sehr  sorgfältig  berechneter  sehr  ofitzlichcfr  nautischer 
Tafeln,  oäinlicb:  TafelU  Zur  Berechnung  der  t^ahr^ 
Mond-Distanz.  S.  2  —  175.  IL  Mittlere  Refraction  und 
Kimmtiefe.  111.  Halbmesser  und  HOhen-Parallaxe  der 
Sonne.  IV.  Cootraetion  des  rerticalen  Halbmessers 
dnrch  Refraction.  V.  Vergrösserung  des  Hondshalb- 
messers.  VI.  Hohen-Parallaxe  einesFianeten.  VII.  Co  r- 
rection  der  mittlereo  Refraction  für  Thermometer-  und 
Barometer-Stand.  VIII.  Zur  Verwandlung  der  Barome- 
ter- und  Thermometer-Scala.  IX.  Radienvectoren  und 
Abstände  des  geocentrischen  Zeniths  vom  g.eographi- 
sehen.  X.  Zttr  Berechnung  der  Gorrectlön  wegen  zwei* 
ter  Differenzen.  XI.  Correction  der  mittleren  Green? 
wich- Zeit  ftlr  zweite  Differenzen  bei  Mond -Distanzen. 
X(L.  Verbesseri^ng  der  Halbmesser  in  der  Ebene  der 
Möttd-Distanz.  «  XlIL  Correction  der  Ae.quatorial-Hori- 
zontal -Parallaxe  des  Mondes  wegen,  Abplattung. 
XIV.  'An  die  durch  Approximation  «gefundene  wahre 
Distanz  anzubringende  Correction..  XV.  Ufilfsjtafel  ffir 
«Ine  neue  Methode  zur  Berechnung  der  lipabrenDistana. 
•—  Man  steht  hieraas ,  wie  vieles  Nützliche  diese  «autischeo:  Tafeln 
enthalten,  und ,  muss  sich  dem  Herrn  Verfasser  für  die  auf  die 
Berechnung  def«elhen  verwandte  grosse  Mfihe  und  8orgftlt  sn  dem 
lebhaftesten  Danke  verpflichtet  fühlen.  Möge  das  Werk  bei  allen 
wiflsnoscbaftlicli.. gebildeten  Seelahrevn  und  auf  allen  nan tischen 
Lehranstakeo  die  wohlverdiente  Beachtung  im  vollsten  Maasne 
findenp'  und  vielfieich  gebiauoht  werden!  i 


I  < 


-Physik«' 

Der  Ch&rftkter  des.f  Ifissigen^  VexB^fihp  den  Zwie- 
spalt zu  beseitigen«  weichen  die  lErklär^ng  der  £r- 
».ehf  inungeii  des  Drncks  und  der  Hebung  der  Flfissis- 
Weiten,  veranlsisst.  hat  Von.  B.  T.  Berlin»  18ÖQ.  •  o. 
S  Sgr. 

Gehört  zur  Dnel^erg-Literatucy  und  wird  daher  hier  nichf  wei- 
ter, besprochen»  sQifdern  das.  Crtheil.  den.  Leserp  selbst  anhefan 
gestellt. 

•  Di-e  Fortschritte  der  Physik  im  Jahve  1847.  Darre- 
mümlkt  von  der  pbvsikmiischen  Gesellschaft  zn  Berlin. 
lU.  Jahrgang.    Kedigfart  von  Pvefessnr  Dr.  G».Kairsten. 
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B«»H(fr 'A{btA>et1wn.tf;^ 'Bntbaltvod^     JkMirtilk^iii«   Physik» 
Afcnstik,    04>tik  und    WfKiiibl«1ir«.     fie^H«.     1644    & 

IThlr.  10  Sgr.  •  *     . 

•  \Va8  im  Liter^r.  fier.  Nr.  XXX Vtl.  S.  S3ä.  zur  Erapfeblung 
difses  Ünt^raehmens '  gesagt  worden  i«t»  gilt  jiacb  von  diecea 
jaJirgaoee. , , Uel^  Inhalt  «der  ersten  Abthellune  ist  auf  4«ti  Titei 


'i  •!  II   -  I  •         •(•  •     ,        ,;"!•.  i    -v      .  '  •/ 
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>  Termisclite  fitohirifteii. 

.  Verhandludgdii  det  schVcelzierisehebnlit^if  rör^cbea- 
äeh/Gbsl^llscfaätt  b^i  ibret  VeTsrami^lttAg  iili  Solötbsri 
den  iA.;ia.  Yittd  26.'  Ueüxii'onat  18481  '33.  VersaminlaB;. 
Stöldthütrt..  8;  ,  * 

•  Ausser   dea   Relatlaneb  über  die  eioceloen  VaraamultMa 
•der   (»ohwtfixtrischeD   aatorforacbendeD  Geaeilschaft  und   den^ 
vlcbt^n   Aber  die    Verhatidlungen    der  Kaiitaadgeselbcliallai  n 
SaseU  Bern,  La  Cbamt-de-Focids»  IGenf,  Waadt,  Solotbnni,  M 
rieb  >«n  den  Jahren   1847  und  1848,   enthalten  dieM  Verhnndi» 
<e<h  ait(!h   «in(«^e  gr^ftaaere  Anfaätze»;.  welche  die  BemÄUMUm  der 
Leeer  de«  Arohlva  verdienen »  ^ftd  derv^  Titel  daher  hier  Tmatia- 
diganeegeben  wetden  aaüen:    Relalieo  fiberidae'iroo.Cho«> 
berr  Bercbtold  in  Sltt!en  eittdieckte  UAmAm*SfmtBm  der 
Natur    von    Professor   O.   Mollinger     (S.  74.  —  8.  86.). 
Jedenfalls    ein   viele   merkwürdige  Ideen    und  Auffassnnesweisea 
enthaltender  Aufsatz,  der  —  ohne  hier  fSr  jetzt  irgend  lUIcksKkt 
auf  die  praktische  AusRfbrbarkelt  der  gemachten  Vorschläge  neh- 
men una  die   Richtigkeit  der  ausgesprochenen  AmiicbteD  prfifen 
zu  wollen  —  den  Lesern  des  Archivs  zur  Beachtung   empfohlen 
za  werden  verdient     Die  Slchrift  seUist,  in  welcher  dieee  Ideea 
ausgesprochen    sind,    Ankrii  riacb.  Arn»  Professor  M6liinger*s 
Angabeden  Titel:  La  Metrologie  de  lanature,  d^coiiTerte 
per  M*  Jos.    Aut   Berchtbold,,  Chanoine  de   Sion  etc. 
6nitihäe    apbrnbve    pkt    tflu>l6uYtf  ^ökMl^  ««^«ittifi- 

Jti^s-,  -trüldäft  ffe  rAltematid  ykr  H,  J^ä.  Ntc^'EIiiheft 
m  EYid<S  iieff^ea  Berichts  miicbt  ^m*  Pru^sadr  M'&llltiget  dv 
«thvteizeriscben  naturforsckeadeil  GtoMlschaft'  '4i^' 'fdT({t^Mlei 
Vorschläge: 

' ; ''  If  Di\^  naftttfohi^betidi}  ^Q^lkthäA  d6f'  ^&we»  äiBgt'  dm 
1fte¥rb'' Verfasset  d^'Mi^ttolO^^le  d^  ia'nirfttte  ihrea  Ite^  inl 
ihre  Anerkennung  seiner  Verdienste  aussprechen; 

2)    es  mochte  der  ehemaligen  Kommission  flir  die  Featatelfang 

-dori  aakwJik^lseheti.  Maata*.  rnid  jtifiwichte:  die  Entd^thnid  da 

ilfl(rreCVeffaseeri>«lf  Prufang-  HadlluiiiiBffficIitesdUttDiig  al 

Cedtralkafaiitl  ntketn^^  Vetmihi  vofgeltgt'Mertftn;;,  ...   -    • 


•  3)  1»  fUtoitdi«  MmmhImIwiv  dto  WObMlil>ark«}t  «itiet'  iillffe- 
m«ili«n  Einriiittiiig'd««  neiien''MAii6«»ystem»  iiiiikBpricbt,>  mH  Ali 
Ceftlraümimtd  M  naturforseheildtoii  U«selU<ihftrt  beäuftfbgt  w^^ 
den ,  «ich  tM  den  Abademlen  4idftr  «tatististühen  Vereine«  ^(^  aM^ 
pfltomodtir'Staatvli  ia  Verbindunfg  aa  aet^ei)  ttnd  behufa  dn«fWI-^ 
geibeinan  Binfilliniiig  z«r  Prüfung  deiÄ  neuen  MaaaBsyetetiia  <>{o^ 

^Wt  iWires  di#s  liieriaik;  iihik au  se^etv,  welchen  WMk  Ben 
PröfeaAor  ^M«Hi>n^er  atif  dM  Idean  dea  Herrn  CboiMmi 
Berehthold  in  Sitten  legt.  Welche  Aufnahnre  die  eblwen  ^m 
träge  bei  der  achvreizeriachen  naturforacheoden  Geaellacbaflt  ge- 
funa^n  babeii»  ;g«l|t  jiua  .^^n  Yer^f^ndlnog^n  (S.  IS.)  nicht  l^qrvor. 

.  »       .  /     .       .  :  . .'     .         .  j«    •  •  /        '»   '  ' 

Ueber  die  langaame  Oxydation  der  Körper  ib'älrao- 

ephiriacher  Luft  von  Pr^f.*  Sbhönbeln.     6.  «7.  ^  S.  113. 

■    '  ....  ,  .... 

*  '  *  * 

Veber   die;Erzeugun^  des  Oz^on!^'' ^i;rph  I^hoa.phor 
in,  Keiaem  Saue.^stoMga's  von^pemselbpnw    S.  114^14^. 


( I 


Auazug  aus  der  AhhandluQ^>  über  die  Erfabrnneea 
im  Gebiete. der  Alpee^-irTlhachaft  von  Kasthefer...&  143 

^*  &  14&<    •  ;        ■  '        .    .  I"'  /.  i'    ' 

Methode  den  Einfluas  zu  compensir.^n*^  welchen  die 
Eigenmassen  eines  Seniffes. In  Folge  det  Vertheilung 
d«r  magnetiaehen  Flüjsslgkelteti  durch  d^n  E^ddiaghe- 
tismna  auf  die  Gonipassnadel  ausüben.  '*  Vö^h  Ja'eöb 
A  malet«  In  nakitisofaer  iUUsksitsbf  amobenniii^.,airf' dieae  AÜhand^ 
longy  welche  mit  einer  andern  in  den  Denkschriften  der  achwei- 
zerischen  naturforschenden  Gesellschaft  abgedruckten  Abhandlung 
in  Verbindung  steht,  aufmerksam.  Die  Untersuchungen  von  Bar- 
low,  und  die  auf  verschtedencwiSeereisen  mit  dem  von  demael- 
ben  vor^^escblagenen  einfachen  Compeosationsapparate  vorgenom- 
menen Prüfungen  sind  den  Lesern  des  Archivs,  welche  sich  filr 
diesen  Gegenstand  interessireo». bekannt,  und  können  in  dem  eine 
aehr  lehrreiche  Darstellung  v6b 'Hemer  enthaltenden  Artikel 
,^blenkung  der  Magnetnadel"  io.  dem  ersten  Theile  dea 
I^Hley^hen  Wö^tferbitcns  nachgiMes^  werdetfy.  Die  grosse  Wich- 
titelt  dieseir  G^geHritan^  Rir  die  {Schlffiafirt  leuchte, auf  den 
krst^ti  BTick  H^ln,  und  wlt'd,  Wie  Htirner  am  Ende  des  Hfl^^eftthr^ 
ten  Artikels  bemerkt,  z.  B.  durch  das  Unglück'  d^a  Osliti^nfob'' 
rers  Tb  am  es  bewiesen,  welcher  ausser  den  gewöhnlichen  eiser- 
nen Scbiüsgerätbschaften  noch  eine  Ladung  von  mehr  als  400 
Tonnen  Elsen  und  Stahl  an  Bord  hatte,  und,  nachdem  er  Abends 
um  6  Uhr  noch  das  Vorgebirge  Beachy-rbead]  in  Sicht  hatte, 
um  1  bis  2  Uhr  Morgens  auf  der  nämlichen  Stelle  strandete,  wäh- 
rend dem  man  sich  noch  weit  vom  Lande  entfernt  glaubte.  Sollte 
es  wohl  einer  anderen  Erklärung  dieses  merkwürdigen  Unglücks- 
falls bedürfen,  als  der  durch  die  vielen  an  Bord  befindlichen 
Eisenmaaaen  herbeigeführten  groeaeo  Misswelsnng  der  Magnet- 
nadel Y 
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AiMsardeai  eotkalten  die  ▼^rllegenAni  VnfaMdkageD  noch 
intereManta  aufiftibrliche  Nekrologe  von  Heinrick  Zacliekke 
(geb.  deo  23.  Mars  1771  m  Magdeburg»  geet.  dea  27.  Jau  18tt 
»I  Aaraii)«  der  «icb  immer  eilrig  mit  NatarwiMenadiaftM  ia  wei- 
teeter  Beziebimg  be^cbäftigte,  eo  weit  diee  ohne  hdhere  laatbe- 
matiache  Keontniaae  muglicb  war;  and  vee  Daniel  Alexander 
Cbavannea  (geb.  deo  21.  Julias  1765  so  Veyey,  ge«4.  det 
29.0ctbr.  1846x11  Lavsanoe);  so  wie  viele  einzeioe  intereesaote 
aialbeeialiacha  und  oatarwiaeesachaCUielie  NelüeBi  :iirald»e  £e 
veriiegenden  Verhandlongen  der  Beacbhing'  der  Leser-  des  Anixn 

sehr  weithi  roacbee. 

.  .  .  .  •  .  ., 

>  Tbe  Cambridge  and  Dablin  -matbemAttea!  JöntDal 
Edited  byW.  Tbomsoo,  M.  A.,  F.  R  S.  E.  Vergl.  Literar. 
Beriebt.  Nr.  UU  S.  726.  , 

'..  Nn.   3UUI.    On    tbe   Matbematical  Tbeory  of  Electrieity  » 
Eqoilibrium.  VI.  —  Geometricai  Investigations  regarding:  Sperical 
Coudoctor9,   By   William  Tbomson.  —   Oo  certaio  Theoreac 
III  tbe  Calcuhs  of  OperatidAs.  Bv  W.  F.  Donkin.  —  Off  Curres 
of  Dooble  Curiratore  and    Deyelopabie    Sarfaces.     By    Arthar 
Cayley.  —  Od  tbe  Classification  of  Carves  of  Double  Curratve 
By  Rev.  George  Salmon.   *->-    On  Ihe  Developable  Swbee» 
nhicb  arise.  firom  Two  Snrfaces  of  tbe  Second Order.  By>  Artiat 
Cayley.  —  Od  tbe  Tbeoreros  in  Space  anologoua  to  tliose  it 
Pascal    aod    Briancbon    in    a   Plane.    Part   IL     By    Thomai 
Weddle.  —    On  tbe  B&focal  Chords  of  Surfaces  of  tbe  Secoai 
Ordor.  ByJobn  Y.  Rutledge.  —  Analytical  Demonatration  of 
b  Theorem  in  Camot's  MTbeorie  des  Transversales.'*    By  Wil- 
liam Walton. 

(Tbe  nezt  Namber  will  be  pobKsbed  on  tbe  Ist  of  May.) 


Pruckfehl^r. 

'  In  dem  Titel  der  Abbandlupg  Nr.  TIUL  in  dieqeni  tiefte  & 
113.  ist  leider  der  Name  des  Herrn  Vfa.  der  Abbandhaig  falsch 
,»Mossburger''  gesetat  worden,  Der  ricfltige  Name  ist 
,,)ttossbrugger/< 


•• 


I.V. 

üUerartoelier  Bericlit. 


PI      ■    »  •'w^mm^'^^-mt^ 


Arithmetik. 

V 

Mathematische  Abbandlungeo  vop  Dr.  O«  6cbl9- 
milch»  Professor  der  huher^u  Matheioatik  an  der  Kp« 
niglich  Sächsischen  technischen  BildungsanstaU  zu 
Dresden.    Dessau.  1850«  $• 

Der  Herr  Vf.  beschenkt  uns  hier  i^ieder  mit  einer  Reihe  in- 
teressanter und  gichtiger  jnatbematiscber  Abhandjungen,  deren 
Titel  folgende  sind:  1.  Ueber  das  Theorem  von  MackHirjinf  — * 
II.  Die  Bflrmaiin^sche  Reihe.  —  I|l.  Ueber  approximative  4^iVi- 
draturen.  —  IV.  Ueber  ein  Doppelintegral  mit  zwei  willkübjrliciieQ 
Functionen.^  -^  V.  Ueber  die  Bestimmnng  der  Masse  bei  imgleidi« 
förmiger  Dichtigkeit. 

Besonders  interessa«*  Ist  uns  Nr.  II.  genesen ,  in  n-elcher 
Abhandlung  die  GMtigHftsbedingungen  der  Bflrmann'schett 
Reihe  sum  ersten  Male  volJUjtandig  erörtert  sind.  Aber  auch  alle 
ährigen  Abhandlungen  entfalten  ctes  Besnerkeasvrerthen  so  vieles^ 
dass  wir  die  Lesec  des  Archivs  dringend  auffordern,  sich  aiAch 
mit  diesen  ganz  im  Geiste  der  neueren  Analysis  g<eh*tteiie9  Ar* 
beiten  des  Herrn  Vfs.  baldigst  bekannt  zu  machen.  Uebrigens 
bilden  die  Abbandlnngen  I.«  lt.,  111.»  und  ehenso  IV.,  V.,  in  ge- 
wisser Rficki^cht  ein  ijanzes,  und  das  in  der  Abhiindlung  V.  gje 
woMiene  allgeroeioe  elegante  Theorem  (S.  140.)  verdient  jedenfa ' 
alle  Beachtung. 


Band  XIV.  5fr 
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Oeometrie. 

Die  geometrischen  Oerter  einiger  roerkwfirdigen 
Punkte  im  Dreieck  und  damit  in  Verbinduog  stehende 
Dreiecksfitze.  Vom  Inspector  Gent.  Lie^nitz.  1850. 
4.  (Programm  der  Ritter-Akademie  zu  Liegnitz  tod 
Ostern  1850.) 

Diese  Abhandlung  schliesst  sich  an  die  im  Archiv  ThI.  IV.  S.  445. 
gemachte  Bemerkung:  „dsLS»,  wenn  man  von  einem  Punkte  der 
Peripherie  eines  Kreises  auf  die  Schenkel  eines  Centriwinkels 
Lothe  fällt,  die  Entfernung  der  Fusspunkte  derselben  unabhängig 
von  der  Lage  des  Punktes  auf  dem  Umkreise  ist,  indem  sie  le- 
diglich von  der  Grösse  des  Winkels  abhängt  an ,  und  Rihrt  durch 
sehr  einfache  Betrachtungen  zu  eln^  ziemlich  giossen  Anzahl 
geometrischer  Sätze,  die  auch  als  Uebungen  fiir  Schüler  sieb 
sehr  zweckmässig  werden  benutzen  lassen,  weshalb  wir  dieses 
lesenswerthe  Programm  der  Aufmerksamkeit  der  Leser  des  Ar- 
chivs recht  angelegentlich  empfehlen. 

Trigonaltriaden  in  arithmetischer  und  harmos/' 
scher  Progression»  Von  Dr.  A.  Wiegand.  Halle.  18SQ, 
4.  4  Sgl. 

Die  Anregung  zu  dieser,  sehr  zweckmässigen  Stoff  zu  geo- 
metrischen und  trigonometrischen  Uebungen  fifr  Schüler  darhie- 
tebden  und  deshalb  Lehrern  an  höheren' Unterrichtsanstalten  zur 
Beachtung  zn  empfehlenden  kleinen  Schrift  gab  der  in  der  Zeitschrift: 
„The  Mathematician^'  zum  Beweise  hingestellte  Lehrsatz: 

If  the  radii  of  the  escribed  circles  of  any  plane 
triangle  he  in  harmonical  progresslon,*then  will  the 
sides  of  the  triangle  be  in  arithmetical  progresaion; 
welchen  der  Herr  Vf.  m  sehr  geschickter  Weise  ziemlich  allge- 
mein auszubeuten,  und  aus  demselben  viele  zweckmässige  Uebmigs- 
Sätze  und -Aufgaben  für  SchOler  zu  ziehen  gewusst  hat 

De  novo  systemate  coordinatarum«  Dissertatio 
mathematica  auctore  G.  Stammt.    Bonnae.  1840.  8. 

Das  neue  Coordinatensystem,  von  welchem  der  Herr  VC  in 
dieser  Schrift  handelt,  wollen  wir  mit  seinen  eieneti  Worten 
ebarakf erisiren ,  indem  wir  bemerken,  dass  sich  die  Pigiir  der 
Leser  selbst  leicht  wird  ergänzen  kennen. 

„A  puncto   fixo  F  in  circuli  circumferentia  Ä  F  B  jacenle« 

3uae  e  centro  C  radio  CF^=z  R  descripta  est,  arcqs  FA^  FB  in 
irectione  opposita  abscindamus  et  in  arcnum  extremitatibu«  A, 
B  tangentes  circuli  AJÜ,  BM  ducamus,  auae  soae  in  ponoto  M 
sccabunt.  Quum  in  quovis  drcumferentiae  puncto  una  tantom 
tangens  duci  possit,  ^atet  punctum  M  unicum  semper  exstare, 
igitur  arcubus  FA,  FB  perfecte  determinatum  ease.  Vice  v^sa, 
quum  e  puncto  M  extra  circulnm  iacente  duae  solnm  tangentes 
strui  possint,    dato  puncto  M  perfecte  determinantar  arcus  AF^ 
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BF,  qoi  a  Duiiclis  contactu»  tabgentium  cum  piineto  fito  F  in- 
cluduntur.  Ita^ae  datis  centro  et  radio  circuli  atque  puncto  fixo 
in  circumferentia  posito,  quodcuiique  punctum  extra  circuluni  si- 
tum,^  duobus;  arcubus  definiri  potest,  quibus  igitur  tanquani  coor- 
dinatis  pti  licet.  Quas  novas  coordinatas  circulares  vocemua 
et  litteris    {,    77   designenius    ita    ut  l  arcum    FA    sinistrorsum  a 

Soncto  F  ntuneratum ,  17  contra  arcum  FB  dextrorsum  dcscriptura 
enotet.    Punctum  fizum  F  origo  coordinatarum  est'' 

Es  ist  diese  Schrift,  welche  wir  mit  vielem  Vergnägen  ge* 
lesen  haben,  ein  neuer  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  schon  in 
diesen  literarischen  Berichten  bei  verschiedenen  anderen  Gele- 
genheiten geroachten  Bemerkung,  die  aber  urspfönglich  haupt- 
sächlich von  Plücker  Jiervorgehoben  und  auf  die  deutlichste 
Weise  Sn's  Licht  gesetzt  worden  ist»  dass  neue  Coordinatensysteme 
fast  immer  auch  zu  neuen  merkwürdigen  Sätzen  und  Relationen 
fuhren.  Es  verdient  daher  diese  Dissertation  der  Beachtung 
der   Leser    des  Archivs  empfohlen  zu  werden. 


Praktische  Geometrie. 


VerbaDdeling  over  de  Meetkundige  Inhoudsvin- 
ding  der  Nederiand^che  .  Matendoor  F.  J.  Stamkart» 
Math.  Mag.  Phil.  Nat  Doct.,  Arrondissements  -  Ijker 
te  Amsterdam.    'S  Gravenbage.  1844  8. 

Diese  freilich  schon  Mher  erschienene  Schrift  ist  erst  jetzt 
zu  unserei^  Kehntniss  gelangt.  Wir  hatten  dieselbe  jedoch  fUr  In 
mehrfacher  Rücksicht  bemerkeiiswerth ,  und  machen  daher  noch 
jetzt  auf  dieselbe  aufmerksam.  Sie  betrifft  eine  Verbesserung  der 
sanz  geometrischen  Methode,  wodurch  die  Niederländischen  In** 
balts -Maasse,  seit  ihrer  Einführung»  gesetzlich  verificirt  werden, 
und  zeigt,  wie  viel  diese  Methode  vor  einem  directen  Messen, 
mit  abdefen  Inhalt» '-Maassen,  den  sogenannten  Standart -Maassen^ 
voraus  hat.  Bei  der  Anwendung  dieser  Methode  bedürfen  die 
Aicher  zur  Verificirting  eines  Inhalts -Maasses  nichts  weiter  als 
eiQ^e  nach  dem  LSngenmaasse  (dem  Meter)  getheilte  Stabchen., 
um  die  Durchmesser  und  Hube  zu  messen.  Auch  in  ailgemeioei 
mathematischer  Beziehung  ist  diese  Schrift  interessant,  wegen 
verschiedener  in  derselben  entwickelter  Näherungsformein  zur 
Flächen-  und  K5rperberechnung,  die  wohl  anderweitig  wenigstens 
flieh  t  in  dieser  Weise  gesehen  sem  dürften.  Wir  bemerken  daher  noch- 
mals,  dass  wir  namentlich  in  jetziger  Zeit,  wo  man  wohl  in  ver* 
schiedenen  Ländern  bald  zu  neuen  Maassregulirungen  schreiten 
wird  oder  schon  geschritten  ist»  eine  besondere  Hinweisung  auf 
diese  freilich  schon  vor  einigen  Jahren  erschienene  Schrift  für  an- 
gemessen und  zweckmässig  halten. 

55* 
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Zugleich  verbinden  wir  klerrait  noeh  £wet  «Miere  frflh^r  er- 
■ohlenene  Abbatidlangen  deteelben  Herrn  Verfmssers: 

Eenvoudig  iniddel  ter  uaauwkeurlee  vergelljkiDß 
van  Lengtematen  (t)vergenomen  uit  den  Alffemeenea 
i[on8t-en  Leiterbode.  No.  36.  van  bet  Jaar  1830.) 

Das  Princip  der  In  dieser  Schrift  entwlckelteii  Metbsde 
stimmt  mit  der  des  Ffihlspiegels  von  Herrn  von  Steiftbeil, 
neuerdings  bekannt  gemacht  in  den  astronomischen  Nacbrickteo. 
Nr.  684.y  ganz  überein»  und  ist  auch  zur  Vergleich ung  von  Haasai- 
stäben  k  bout  angewandt.  Obschon  der  Herr  Vf.  die  Tbeile  dea 
Apparats  nur  selbst,  ohne  Hülfe  eines  Künstlers,  verfertigt  hat, 
war   doch   die   Richtigkeit   des  Verfahrens    so    gross,    dass  die 

mittleren  Fehler  einiger  Veigleichungen  igm ''*'>*•'  ^'^1*^    überstle* 

gen«    Die  Hinweisung  auf  diese  in  Deutschland  wohl  gar  nidit 
ekanote  Abhandlung    dürfte  daher  hier   gleichfalls    angeroesiei 
erscheinen. 

Aanwijzing  eener  eenvoudige  raanier  vao  Weges- 
waardoor  de  fönten  der  Balansen  grootendels  onscba- 
delljk  gemaakt  worden,  nevens  beschrijving  eetf 
Nieuwe  Balans«  (Overgenomen  uit  den  Algemeeaen 
Konst-en  Letterbode.  Kr.  51.,  52.  en  53.»  van  hei  J&it 
1844.) 

Diese  Schritt  giebt  eine  Beschreibung  einer  uenen  Weise  des 
Wiegens,  welche  hauptsächlich  darin  bestehet,  die  beiden  Schalen 
vor  der  ümwechselung  der  Gewichte  fest  zu  setzen,  oder,  bei  der 
Methode  Bot  da  t  nur  die  eine  Schale,  wovon  das  Gewicht  ge- 
wechselt werden  soll.  Dieses  Princip  ist  angewendet  worden  bei 
einer  Wage,  welche  Herr  E.  WencMebaek  zu  Amsterdam  nach 
des  Herrn  Vfs.  Angabe  trefflich  verfertiget  bat ,  und  das  Resultat 
war,  bei  einer  wiederholten  Wi^nins  von  I  Kilogr«,  ein  mittlerer 
Fehler  fär  jede  Wiegung  =sJt  0^5  iMilligr.;  bei  einer  Wiegung  von 
einem  Gewichte  von  5  Kilogr.  ein  mittlerer  Fehler  lar  Jede 
Wieg.  :si±  0,7  Milligr.,  und  bei  einer  Wiegung  von  10  Kilogr. 
ein  mittlerer  Fehler  einer  Wieg  =±13  Milligr. 

Die  vieles  Treflitehe  enthaltende  bellandlsobe  mathemaüsehe 
und  physikalische  Literatur  Ist  leider  filr  uns  Deotscke  orOMtei- 
thells  verschlossen,  was  wohl  aum  Theil  Schuld  des  BucUiai* 
dels  Ist  Das  Archiv  hat  daher  schon  frfiher  Öfters  auf  Erschii- 
nungen  In  bollfiediseher  Sprache  gebührend  hingewieeen,  uW 
wird  dies  aoeh  fernerhin  thun ,  so  oft  sich  Gelegenheil  daau  d# 
bietet 
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A  8  t  r  o  II  o  m  f  e. 

Der  Bischof  Syoesius  von  Gyrene  als  Physiker  and  AstrQDom 
beortheilt  nebst  der  ersten  Heatscben  Üebersetzuns;  der  Rede  des 
»Syoesius  de  dono  ALstrolabii,  oder  über  das  Lob  der  Astro- 
nomie mit  verbessertem  griecbiscben  Texte  herausgegeben  von 
Dr.  Bernhard  Kolbe.    Berlin.  1850.  8.  6  Sgl. 

Uranus.  OTPANOS.  1850.  Zweites  Quartal  (April. 
Mai.  Juni.) 

Das  erste  Quartal  1850  ist  im  Literar«  Ber.  Nr.  LllI  S.  740. 
angezeigt»  und  gilt  AUes.was  dort  gesagt  worden  bt,  auch  von 
diesem  Quartal.  Die. Zeitschrift  bt  mr  einen  Jeden,  welcher  sich 
an  irgend  einem  Tage  zu  einer  an  demselben  vorfallenden  Hini- 
roelserscheinung  vorbereiten  will,  im  höchsten  Grade  nützlich. 
Mancher  Liebhaber  der  Astronomie  wird  erst  in  den  gewuhntichen 
Zettunj^en  auf  eine  vorhandene  besonders  merkwürdige  Himmels- 
erscheinung  aufmerksam  gemacht.  Hier  findet  er  Alles,  was  sich 
vorausberechnen  lässt,  beisammen  und  weiss  schon  ein  Viertel* 
jähr  voraus»  was  merkwürdiges  am  Himmel  vorkommen  wird.  Kei- 
ner, wer  sich  für  die  am  gestirnten  Himmel  vorfallenden  Begeben- 
heiten interessirt,  sollte  daher  die  Anschaffung  dieser  sehr  nütz- 
lichen Zeitschrift  unterlassen. 

Wir  machen  die  Leser  des  Archivs  auf  eine  Abhandlnng  von 
Bocke:  Ueber  die  Auflösung  der  Kepler'schen  Glei- 
chung in  dem  neuesten  Stücke  der  Astromischen  Nach- 
richten. Nr:  714.  aufmerksam,  welche  ihre  Betrachtungen  an 
eine  geometrische  Gonstruction  anschliesst,  und  zu  bemerkeos« 
werthen  Resultaten  und  leichten  Rechnnngsmethoden  föhrt  Cebri- 
gens  bemerkt  Encke  am  SchFuss  seines  Aufsatzes  selbst,  dass 
schon  Cassini  zu  ähnlichen  Resultaten  gelangt  sei,  wie  er 
nachtrSglich  ans  Lalande's  Astronomie.  Ed.  IIL  §.  1248. 
gesehen  habe,  einem  Buche,  von  welchem  er  mit  Recht  sa^, 
„dass  es  in  neuerer  Zeit  zu  wenig  benutzt  werde,  da  es  ein  bis 
jetzt  noch  nicht  erreichtes  Muster  von  Vollständigkeit  für  seine 
Zeit  bleibe.'' 

Ferner  findet  sich  in  Nr.  709  ^  Nr.  712.  desselben  aosge- 
zekhneteu  Journals  eine  sehr  benierkenswerthe  Abhandlung;  Un- 
tersuchungen über  die  Coovergenz  der  Reihe,  dureh 
welche  das  Kepler'scheProblem  gelost  wird,  von  Franz 
C  a  ri  i  n  i '%  welche  eine  durch  Herrn  Professor  C.  G.  J.  J  a  c  o  b  i 
veranstaltete  Uebersetzung  oder  vielme)ir  Bearbeitung  und  Ver* 
voUständigung  einer  früher  unter  dem  Titel:  Ricerche  auUa 
cottyergenza  della  serie  che  sefve  alla  soluzione  del 
nroblema  di  Keplero«  Memoria  di  Francesco  Carlini. 
Milano.  1817.  erschienenen  merkwürdigen  Abhandlung  von  Car- 
lini ist 
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M  a  II  (  i  k. 

Nautisches  Jahrbuch  oder  vollständige  Ephemeri- 
den  und  Tafeln  ffir  dasJabr  1852  ear  Bestimmong  der 
Länge,  Breite  und  Zeit  zur  8ee  nach  astronomischeD 
Beobachtungen,  nebst  einer  Anleitung,  wie  die  erfor- 
derlichen Kechnung^en  anzustellen  sind.  Unteramt- 
licher  Aufsicht  herausgegeben  von  Dr.  C.  Bremiker 
Plankammer:  Inspector  im  li[unigl.  Preuss.  Minist^riam 
ffir  Handel  etc.    Berlin.  1850.  8.  15  Sgr. 

Diese  nautischen  Ephemeriden  durften  wohl  Alles  eodialtHi, 
was  auf  der  See  zur  Anwendung  kommen  mScbte,  und  die  Frage 
mochte  nur  sein,  ob  zu  diesem  Zwecke  nicht  eine  noch  etiras 
grossere  Verkfirzung  zweckmässig  und  hinreichend  gewesen  atk 
möchte,  etwa  nach  Anleitung  des  nach  unserer  Meinung  sehr  aas* 
gezeichneten,  auch,  was  hier  nicht  unwesentlich  ist,  auf  sehr 
schönes  und  starkes  Papier  gedruckten  Nautischen  Alm  anacfcs 
Ton  G.  F.  Ursin  (Literar.  Ber.  LI.  S.  708.).  Die ZngrondleeK 
des  Meridians  von  Greenwich  kann  natürlich  nur  gebilfigt  wmA 
und  jede  andere  würde  hier  unzweckinISssig  gewesen  sein. 


Physik. 

Beiträge  zur  meteorologischen  Optik  und  zu  ver- 
wandten Wissenschaften.  Iv^  zwanglosen  Heften  her- 
ausgegeben von  Johann  August  Grunert.  Erster  TheiL 
Viertes  Heft.  Mit  sechs  lithographirten  Tafeln.  Lieip- 
zig.  1850.  a 

Dieses  den  ersten  Theil  beschllessende  vierte  Heft  der  Bei- 
träge zur  meteorologischen  Optik  fuhrtauch  den  besonderen  Tüel: 

Die  Lichterscheinungen  der  Atmosph&re  darge- 
stellt und  erläutert  von  R.  Glansius.  Mit  sechs  litno- 
sraphirten  Tafeln.  Leipzig.  1850.  8.  und  hat,  wie  der  Ti* 
Fei  auch  schon  besagt,  den  Zweck,  eine  ubersichtKcbe,  gans  po* 
puläre,  wenigstens  auf  alles  mathematische  Formelwesen  verzich- 
tende Parstellung  aller  in  das  Gebiet  der  meteorologischea  Optik 
gehörenden  Erscneinungen  zu  liefern.  Eigentlich  hätte  die  2Mt- 
schrlft  mit  dieser  Abhandlung  beginnen  soRen;  es  war  aber  Biclit 
leicht,  einen  ganz  geeigneten  SchriftsteHer  ßkt  die  Verfassung  der- 
selben zu  finden  und  zu  gewinnen,  und  so  erscheint  ^selhe,  statt 
am  Anfange,  jetzt  am  Schlüsse  des  ersten  Thells  der  Zeitschrift. 
Wenn  auch  dem  Herausgeber  dieser  Zeitschrift  nicht  zuleht, 
hier  ein  Urtheil  Qber  die  vorliegende  Abhandlung  auszuspreciien, 
so  hält  er  sich  doch  ffir  berechtigt,  darauf  hinzuweisen,  dase  man 


ao  keinem >  anderen' Orte  alle: io  das  Gelu^ßt  der  meteecoloijifichefi 
Optik  gehrir^ideoi  Ersdieiiitin^eiiineo  volietSiidiger  Weise  wie  bier 
dargestellt  finden  wird,  und  weil  die  Darstellung,  wie  schon  erraae?^ 
auf  alles  mathematische  Formelwesen  verzichtet  hat,  so  giebt  sich 
der  Herausgeber  der  Hoffnung  hin,  dass  diese  Abhandlung  des 
um  die  meteorologische  Optik  schon  fielfacb  verdienten  Herrn  Dr. 
Clans  ins  in  Berlin  für  alle,^  weldie  sieb  ßlr  die  zum  Tbeil  so 
prachtvollen  Lichterscheinungen  in  der  Atmosphäre  interessiren,  — 
und  wer  sollte  dies  nicht !  —  und  dieselben  nach  ihren  Gründen 
kennen  lernen  wollen,  die  i«icbste  Belehrung  darbieten,  und  die* 
selben  gewiss  auch  zur  Anstellung  eigener  sorgfältiger  Beobach- 
tungen aufmuntern  wird.  Wir  müssen  uns  hier  begnügen,  den 
reichen  Inhalt  dieser  Abhandlung  nur  In  übersichtlicher  Kürze  an- 


zugeben:  Einleitung.—  Gestalt  des  Himmels.  —  Erschei-' 
nuDgen,    welche  cfurch  die    Absorption    und  Reflexion 
des  Lichts    lii  der  Atmosphäre  beaihgt  werden.    Schwä- 
chung des   Lichts   in    der  Atmosphäre.     Allgemeine   Tageshelle. 
Die  DSmmernhg.    Die  blaue  Farbe  des  Himmels  und  dieMorgen- 
und  Abendrutbe.  Polarisation  des  Himmelslichtes.  — Strahlen- 
bre Chinidin    der  Atmosphäre.     Astronomische    und    terre- 
strische    Strahlenbrechung     bei'm     gewöhnlichen     Zustande     der 
Atmosphäre.    Cngenühnlicbe  Senkung  und  Hebung  des  Horizonts. 
Luftspiegelungen.    Fata  Morsana.    Das  Funkeln  der  Fixsterne.  — 
Erscneiliungen,  welche  durch  fremde«  nur  unter  beson- 
deren Umständen  in  der  Atmosphäre  vorhandene  Kör- 
per  hervorgebracht    werden.      Der  Regenbogen.     Der  Hof 
mit   seinen   Nebenerscheinungen  (Nebensonnen  etc.).     Die  Licht- 
kräme   und  das  Nebelbild.      Das    Wasserziehen    der    Sonne.  -^ 
Das  Nordlicht. 

Eine  grossere  Anzahl  sehr  schon  ausgeführter  Figureutafeln 
tragen  sehr  zum  leichteren  und  besseren  Verständniss  dieser  Ab- 
handlung bei,  welche  wegen  ihrer  systematischen  Abfassung  und 
ihrer  Vollständigkeit  gewiss  auch  sehr  zweckmässig  als  Lehrbuch 
bei  mehr  populär  gehaltenen  Vorlesungen  über  meteorologische 
Optik  wird  gebraucht  werden  können. 

Für  die  Fortsetzung  dieser  „Beiträge  zur  meteorologi- 
schen Optik'*  und  auch  für  die  schon  Jrüher  gelieferten  streng 
IQ a thematisch  gehaltenen  Abhandlungen  ist  die  vorliegende  Ab- 
bandluBg  namentlich  insofern  von  grosser  Wichtigkeit,  dass  sie 
die  genaue  Beschreibnng  der  betreffenden  Erscheinungen,  mit 
sor^ßlltiger  Hervorhebung  aller  bei  der  Theorie  hauptsächlich  zu 
beachtender  Umstände  derselben  enthält,  8o  dass  also  in  dieser 
Beziehung  bei  den  die  strenge  mathematische  Theorie  der  Erschei- 
nungen liefernden  Abhandluneen  stets  auf  die  vorliegende  Abhand- 
lung Besug  genommen  werden  kann,  was  natürlich  der  Kürze 
sehr   förderUiä  ist. 

Die  fiüscelten  (Nr.  IX.)  in  diesem  Hefte  enthatten  noch  eine 
von  dem  Schulamts-Kandidaten  Herrn  W.  Schlesicke  in  Berlin 
mit^etheilte  interessante  Kterarische  Notiz,  durch  welche  die  in  der 
Abhandlung  Nr.  V.*)  S.  263.  ausgesprochene  Vermuthung,  dass 
auch  bei  Lacaille's   Dämmeningsbeobachtungen,  nicht  weniger 

*)     S.  463.  lieht  durch  einen  Druckfehler  Xr.  VII    statt  Nr.  V. 
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ab  bei  dco  Laaibert«elieii  Baobaehtangen,  daa  ZoAdaKck 
eiiie  grosae  Rolle  gaapielt  haben  nag,  tat  ifo  voVaffodBgate  Wnn 
bealfiigt  wird. 


Vermlsctite  Schrfften. 

Sitzungsberichte  der  Kaiaerlichen  Akademie  der 
Wisse Dschaften  zo  IVteti.  (S.  Ciiterar.  Ber.  Nr.  LIIL  S 
727.) 

(Die  Hefte  1849.  Ai;\g««t  unä  Septenilier»  «ind  ^fkM  leider,  «ihncbeir 
Jich  durch  ein  Tertehea«  bi«  jrtst  noch  nicht  lugeifangea;  4ther  vi' 
deren  Anxelge  späterhin  nachliefern  werden.) 

Jahrgang  184&  October-Beft.  &  156.  Doppier:  Ueb? 
ein  Mittel  die  Spannkraft  des  Waaserdampfea  der  comprioiita 
oder  der  erwfirmten  Luft  durch  daa  Gebor  an  bestimmeii.  -  & 
16S.  Petrina:  Einflaaa  der  Eotfeniuog  des  Polardrahtes  yw^ 
Magnetnadel  aaf  das  Hazimum  ihrer  Ablenkung  —  S*  IK.  Sit- 
tini:  Mittheilung  fiber  den  vonGasparia  an iVeapel  neu eit^ 
ten  Planeten.  ~  S.  IS7.    Kapelier's  Terbeaserung  derSv«^ 
nieter. —  S.  Ib8.  Kunjcek:  Ueber  Beobachtangen  der  vegeb^ 
dauer  der  Kufturpilanaeo.  —    S«  189«  Reissenb erger:  C«^ 
sieht  aller  bis  nun  theils  tri^onooietrisch,  theik  barometn^^ 
atimintea  Hoheopudkte  von  •SiebeobQrgen. 

Jahrgang  ISM.  November-»  ond  Deeeioher«HefL  ^ 
2b3.  R«  SS  egg  er:  Beiträge  xur  Ansmitteluag  der  AbweiekiiBf  1« 
Magnetnadel.  —  S.  216  Hartner:  Allgemeiner  Beweb  ftrltk* 
niann's  Satz  über  die  L58ung  des  PotnenotWben  ProUeM--; 
S.  230.  Unger:  Mikroskopische  Untersuchung  des  atmofipbin* 
sehen  Staubes  von  Grata.  —  S.  238.  Bond:  Mittheiliiiig  ^ 
einen  anomalen  R^genbo^en.  —  S.  239.  Doppler:  Ueber  «^ 
niei Würdige  in  Oesterreich  aufgeluodene  gelatipuee  Substam* ' 
S.  266.  Boud:  Ueber  die  äusseren  Formen  der  CrdoberflädK 
und  ihre  Ursachen.  —  S.  296.  Schnitter:  Bericht  Aber  die  che- 
mische Beschaffenheit  einer  inter  ^hiem  Toi#ager  hei  Aatfc«  p'l 
fundenen  getatinSsenSubstara.  —  S.  286.  Hatdinger:  Beriefci 
ffber  denselben  Gegenstand  <1>epplerit).  —  8.  298.  Hessler: 
CfNnmIeeionsbericht  fioer  die  Verhandhinpen  zur FeeMetlnsfriz*^ ' 
rnid  bequemer  Bnmntweinfvagen.  —  8.  303.  GulaohCen  der  C^ 
ttiissioB.  -^  S.  904.  Stampfer?  Zur  Beertlnduog  des  Comsi^ 
shmsTorschlages.  —  S.  316.  Brfleke:  MittheilaBg  über  R^ 
gofig  von  Aräometern  aus  Glas.  —  S.  329.  KuBzeir:  Con«^ 
stenshericht  hezöglich  der  Brdckenwagen  Ton  Roti^  «ed8cfc*j 
fi^u^.  —^.331.  Aren  stein:  EieveifvUtnisse  derOeoan,  beebac 
in  Pesth  in  den  Jahren  18«V48  und  18«%9  (Mit  «laer  fO»» 
Anzahl  inteM«auiter  Pig«reiili«%lo.).  -^  S.  386.  Baumgart»^' 
Ueber  Ofanheifln's  Photomeler. 
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JLIterariiselier   Bericlit 


ilrithmetik« 


Versuch  einer  richtigeti  Lehre  voq  der  Re^litSt  det 
rorf^eblich  imagifiären  GrCssen  der^^ljgebra,  oder  einer 
Grandl-ehre  von  der  AblenktiDg  algebraischer 


Dass  roao  die  Lehre  von  dem  Iraaginfiren  in  der  Matheipatik 
in  neuerer  Zeit  aus  neuen  Ge^iehtspunEten  darzustellen  versucht 
hat  9  ist  den  Lesern  des  Archivs  seben  aus  dieser  Zeitschrift 
selbst»  welche  mehrere  den  lietreffenden  Gegenstand  !n*s  Auge 
lassende  Abhandlungen  enthält,  hinreichend  bekannt.  Keineswegs 
durfteo  aber  nach  un^terer  Ansicht  die  Acten  über  diesen  Gegen- 
stand schon  als  geschlossen  zu  betrachten  sein»  und  jede  (Schrift« 
welche  neue  Aussichten  auf  diesem  im  Ganzen  noch  wenig  ange" 
bauten  Felde  eröffnet,  hat  schon  deshalb  Anspruch  auf  be$ondei:e 
Heachtone.  Die  vorliegende  Schrift  des  schon  durch  riefe  scharf- 
sinnige  Arbeiten  bekannten  Herrn  Verfassers  ist  wohl  das  aus« 
ffihrlichste  bis  jetzt  Ober  diesen  Geeenstand  erschienene  Werk, 
uiv(l  Üefext  eine  ausführliche  systematische  Behandlung  doMelben 
n^cb  dcui  dgenthtimlichen  Ansichten  des  Herrn  VerUtssers»  an 
welcher  wir  namentlich  auch  deu  dabei  aufgewandten  philosophi- 
schen Scharfsinn  besonders  rGbmeod  hervorheben  mflssen.  Eine 
ausführliche  Kritik  dieses  verdienstlichen  Werkes  wilrde  den  Raum, 
welchen  diese    literarischen  Berichte  uns  darbieten,    bei  Weitem 

Band  4^.  5S 
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flberschreiten ,  aod  wir  müssen  uns  daher,  ausser  einer  nochmiK- 

§en,    aus   vollkommenster  Ueberzeu«;ung  geflossenen  Empfehkng 
esseiben  su  sorgfältigster  Beachtung,    mit  der  folgenden  aUg^ 
meinen  Angabe  seines  Inhalts  begnügen: 

Einleitung.    Erstes  Hauptstfick     Grundzüge  der  Lebre 
vom  Gegensatze  algebraischer  Beziehungen  der  Grossen.    Zwei- 
tes   Mauptstück.     Grundlinien   der  Lebre  von   den   ioiaginären 
Grossen,  oder  vielmehr  von  der  Abweichung  algebraischer  Bezie- 
hungen der  Grossen.    Drittes   Hauptstfick.    Weitere  Ausein- 
andersetzung der  Lehre   von  den  abweichenden  Beziehungen  der 
Wurzeln.  A.  Vieldeutigkeit  der  Beziehungen  der  Wurzeln.  B.  Be- 
sondere Betrachtung  der  elusiven  und  transversiven  BeziehunseOr 
al8   jener  der  zweiten  Wurzeln  aus  negativ  beziehlichen  ZableD. 
Viertes  Hauptstück.    Das  Potenziren  nach  transversiv  bezieb- 
lieben  Exponenten.   Fünftes  Hauptstfick.     Zeichnende  Darstel- 
lung abweichender  Beziehungen  von  Raumgrossen  und  graphisd» 
Erläuterung  des  Rechnens  mit  abweichend,    insbesondere  mit  %t 
kreuzt  beziehlichen*  oder  complexen  bestimmten  Grossen  uodZab 
len.    Einleitung;.    A.  Ablenkende  Beziehung  der  Strecken.  B.  i^ 
lenkende    Beziehung    der  Winkel    und    der    sie    bestiromeodfo 
Kreisbogen.    C.    Ablenkende  Beziehungen  der   ebenen  FÜ* 
eben  (Figuren).     D.  Gedrängte  Zusammenstellung  der  bisberistv 
Leistungen   der  Mathematiker    in  der  geometrischen  Coustnicätt 
der  s.  g.  imaginären  Grossen    (Heinrich  Kühn.  1736  und  1750' 
Bu^e.  1805.  —    C.  V.  Mourey.   18:28.  -^     John  Warren.  1828.- 
Karl   Friedrich   Gauss.    1831.   —    Auhän&er    und   Nachahmer  d^ 
Gaussischen  Lehre:    W.  M.  Drobisch»  Prof.  zu  Leipzig.   G*^^* 
Müller ,' Major  zu  Hannover.    C.  A.  Bretschoeider ,  l^rofessor  n 
Gotha.    Dr.  Theodor  Wittstein  zu  Hannover.    L.  BaJlaof,  Leiira 
der  Mathem.  zu   Varel.     H.   B.   Lubsen.    J.  C.  UUher,  Prof.  n 
Nürnberg.    Heinr.  Schefiler  zu   Helmstedt.,   Franz  Motb,  Prof.» 
Lifiz.  J.  Arnstein,  Prof.    zu  Pesth.  —  W.  R.  Hamilton.  1844-4? 
—  Man  sieht  aus  diesem  Abschnitte,    wie  genau  der  Herr  ^^' 
fasser  auch  mit  den  Leistungen  seiner  Vorgänc; er  bekannt  ist,  und 
nirgends   wird    man    eine   so  vollständige  und  schune  Uebersicht 
derselben  wie  hier  finden.  —    Sechstes    Hauptstfick.   Zeicb- 
.nende   Darstellung  der  Gleichungen  des  Zusammenhanges  gleick 
zeitig  veränderlicher,  complexer  oder  in  ablenkenden  Beziebaogo 
vorkommender  Zahlen.  —    Siebentes  Hauptstuck.   Auslegung 
der  Gleichungen  des  Zusammenhanges  allgemeiner  Zahlen,  ^^^ 
einige  oder  all«  solche  Zahlen  complex  — ablenkend  beziehlich' 
werden. 

Möge  dieses  scharfsinnige  und  gelehrte  Werk  die  alkcitigsV 
Beachtunt^y  welche  es  gewiss  recht  sehr  verdient,  in  reichste« 
Maasse  finden! 

Die  Grabekassen.  Ihre  Einrichtung  und  Venrai 
tung,  so  wie  die  Reorganisation  der  bestehenden  feh- 
lerhaften Institute.  Im  Auftrage  der  konigL  säcfas- 
Regierung  verfasst  von  Dr.  Carl  Hey  m»  Lehrer  der  Ma* 
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iiiiatik    and    der   Natnrwis8«nschaften    an   der   Tho- 
sscbulesu  Leipzig.  Leipzig.  1850.  8. 

Diese  sehr  deutlich  verfasste  Schrift,  welche  auf  die  Anwen- 
g  alles  analytischen  Caiculs  verzichtet,  .  und  sich  bloss  der 
leinen  Arithmetik,  ohne  natürlich  die  Decimalbruchc  auszu- 
Hessen,  bedient,  verdient  allen  denen,  welche  sich  über  die 
annten^  Institute  deutliche  Begriffe  verschaffen  wollen,  recht 
r  einprohien  zu  werden,  und  wir  haben  dieselbe  mit  Vergnügen 
;sen.  Auch  ist  in  derselben  Alles  durch  Beispiele  belegt  und 
utert,  und  die  kunigl.  sächs.  Regierung,  sowie  der  Herr  Ver- 
•er,  verdienen  jedenfalls  Dank,  dass  sie  durch  dieselbe  über 
genannten  Institute,  welche  hauptsächlich  von  dem  gewuhnli- 
ren  Handwerkerstände   in*s  Leben  gerufen,  zu  werden  pflegen 

leider  nur  zu  oft  schlecht  genug  eingerichtet  sind,  richtige 
riffe  zu  verbreiten  sich  haben  angelegen  sein  lassen.  Da  Le- 
»versicherungsanstalten  principiell  von  den  Grabekassen  nicht 
entlieh  verschieden  sind,  so  dürfte  das Sehriftchen  auch  denen, 
Über  erstere  sich  einen  klaren  Begriff  verschaffen  wollen,  zur 
cktung  zu  empfehlen  sein. 


Oeometrie. 

Geometrische  Aufgaben  von  Miles  Bland.  Nach  der 
rten  englischen  ^Originalausgabe  für  das  Bedürf- 
8  deutscher  Lehranstalten  bearbeitet  von  Dr. 
gust  Wiegand,  Oberlehrer  an  der  Realschule  zu 
lle.   Mit  434  Figuren.     Halle.     1«50.    8. 

Der  Herr  Uebersetzer  hat  sich  durch  die  Verpflanzung  dieser 
England  sehr  beliebten  Sammlung  geometrischer  Aufgaben 
eometrical  Problems,  by  Miles  Bland)  ^uf  deutschen 
len  ein  Verdienst  erworben,  und  das  Buch  verdient  jedenfalls 
jemeiner  bokanut  zu  werden.  Die  Aufgaben  selbst  sind  mit 
inerer  Schrift  vorangedruckt,  und  dann  folgen  die  Auflösungen, 
r  Inhalt  ist  folgendfBr:  Erster  Abschnitt.  Gerade  Linien  und 
ukel.  .34  Auf&;aben.  Zweiter  Abschnitt.  Gerade  Linien  und 
M8e.  100  Aufgaben.  Dritter  Abschnitt.  Gerade  Linien  und 
necke.  43  Aufgaben.  Vierter  Abschnitt  Parallelogramme 
'  Polygone  überhaupt.  50  Aufgaben.  Fünfter  Abschnitt. 
fgaben  über  Transversalen.  47  Aufgaben.  Sechster  x^bschnitt.* 
listructfon  von  Figuren  für  sich  sowohl,  als  in  und  um  andere. 
Aufgaben.  Siebenter  Abschnitt.  Eigenschaften  der  In  und 
Kreise  beschriebenen  Dreiecke.  43  Aufgaben.  Achter  Ab- 
Jnitt.  Quadrate  und  Rechtecke  von  Linien  in  Verbindung  mit 
nsen.  39  Aufgaben.  Neunter  Abschnitt.  Construction  von 
Hecken.    46  Aufgaben. 

Die  Lösung  der  gestellten  Aufgaben  setzt  nur  die  Elemente 
ldid*s  voraus,  und  es  wird,  \4e  dies  in  England  allgemein  ge- 

4  56* 
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biittcbllch  ist»  BUth  nnt  auf  diese  verwiesen.  Die  Besaitete  4er 
Beoeren  Geometrie  sind  nur  massig  benatzt,  wefilr  in  DeulecbUed 
mehrere  andere  neaerlich  erschienene  Schriheo  reichlichen  Etsati 
darbieten.  Dass  der  Herr  Debersetzer  die  bei  deib  Original  be- 
findlichen „Elemetite  der  Trigonometrie''  vreg^elassen  hat 
ist  ganz  recht.  Die  ,,Algebraical  Problems  by  Mile« 
Bland"  sind  früher  schon  von  Herrn  Rector  Dr.  Nagel  über- 
setzt uAd  io  diesen  literarischen  Berichten  augezeigt  viorden. 


Qeodft«ie< 

G.  Fuss,  A.  Sawitsch  und  6.  Sabler:  ßeschreibang  der 
snr  firmittetang  des  Höhenunterschiedes  z^vischen  dem  Schwann 
tlnd  Caspiscben  Meere  mit  allerhöchster  Genehmigung  auf  Veras- 
staltung  der  kaiserlichen  Akademie: der  Wissenschaften  in  des 
Jahren  1836  und  1837  ausgeführten  Messungen,  nach  den  Ta^ 
büchern  und  den  Beschreibungen  der  drei  Beobachter  zasamneo- 
gestellt  von  Sabler,  Im  Auifrage  der  Akademie  heraasgegeto 
voD  W,  Struve.  (Voraogestellt  ist  der  an  die  Akademie "ak:e- 
stattete  kritische  Bericht  des  Herausgebers.)»  St  Petersburg.  Iw. 
4.    7  Thir.  23  Sgr. 

(Wir  hoffen  apäter  auf  diefet  Witihtigtf  Wtfrk  suräclcsokooiaieo.). 


Praktische  Klechanik« 

Def  Bau  der  Kettenbrücken,  be^fflndet  Auf  die  Ge- 
setze des  Gleichgewichts  der  dabei  in  Wechselfvtrknng 
ttetenden  Kr&rte,  und  bearbeitet  fCfr  das  braktischs 
Bedflrfniss  ohne  Hilfe  der  Differential-  und  Integral- 
Rechnung  von  Ferdinand  Uoffmann,  Eisenbahn-Bau- 
lttS|)ector  der  k.  k.  6eneral-Bau*Direction  im  h.  ^att 
Mluisterium  für  Handel,  tieH-erbe  und  öffentliche  Bau- 
teil. Mit  7  (Cupfertafeln.  Wi^li.  1850.  8.  1  ThIr. 
16  Sgr. 

Dieses  nach   Navter*s  Rapport   et  M^moires  aut  lei 

Ronts  suspendus,  Paris.  I82o.,  worin  aber  die  höhere  Ans- 
/sis  angewandt  wird,  bearbeitete  Werk  scheint  ein  recht  gotec 
namentlich  auch  Praktikern  zu  empfehlendes  Buch  zu  sein,  wel- 
ches das  leistet,  was  sein  Titel  verspricht.  Wer  indess  die  hoheit 
Analysis  und  Mechaulk  kennt,  wird  freilich  gerade  bei  dieses 
Gegenstände  lieber  nach  einer  deren  Hülfe  in  Anspruch  nehmen- 
den Schritt  greifen,  was  aber  den  Wertb  der  vorliegenden  Schrift 
filr  Praktiker  natürlich  keineswegs  beeinträchtigt. 
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Optik. 

2w«i  w^itefe  Abbandlutigen  au»  dem  Gebiete  det 
Optik.  1.  lieber  die  Ansablder  m»gliched  Geliebte' 
itabrnebmuiigett.  2.  YetAuch  einer  sv^temattsebenCla»- 
elfU^tien  der  Pafbeh.  Voo  Gbri«tiaa  Doppler.  Prag« 
1848.    4.    12  Sgr. 

Leider  gestatten  diese  beiden  interessanten  Abbandlunsea 
einen  Auszug  bier  nicbt.  Der  Herr  Verfasser  bat  sich  aber  scnon 
durch  so  Tide  soharfsinnige  Untersuchiingen  auf  demselben  Ge- 
biete bekannt  gemacbt,  dass  die  Leeer  des  Archivs  gew^iss  nicht 
unterlassen  werden,  auch  Von  diesen  beiden  mehrfaches  Interesse 
darbllitenden  Abbattdiungen  nähere  Kenntniss  zn  nehmen. 


Physik. 

Magnetische  und  geograpbisebeOrtsbestlromungen 
im  Ceterreiohischen  Kaiserstaate«  ausgeführt  von  Carl 
Kreil,  Director  der  k.  k.  Sternwarte  su  Prag  u.  s*  w.  und 
Karl  ^ritsch»  k.  k.  Conceptspraktikanten  u.  s.  w. 
Zweiter  Jahrgang  1847.  Prag.  1849.  4.  2  Thir.  20  Sgr. 

Der  erste  Jahrgang  ist  im  Literar«  Ber.  Nr.  Lt.  S.  712«  an- 
gezeigt worden.  Der  vorliegende  zweite  Jahrgang  enthält  Oe- 
sterrelcb  unter  der  Enns,  Steiermark,  Illyrien,  K&tenland,  das 
▼eiielianilM;be  Königreich,  Dalmatien. 

Die  Ausdauer  und  der  Fleiss  der  Herrn  Verfasser  nehmen 
unsere  vollste  Bewunderung  in  Anspruch. 

Geographische  Naturkunde  oder  Grundzflge  einer 
Allgefiieinen  Naturgeaehicbte  der  drei  Reiche  roit,pby* 
/siosnomiscberScbilderung  der  Erdoberfläche  von  Dr* 
Wilhelm  Ebel.  Erste  Abtbeilung:  Plan  der  geogra* 
phifirchen  Naturkunde.  Zweite  Abtheilung:  Geograph!« 
«che  Naturkunde  von  Island.  Mit  14  zum  Theil  colo« 
rirten  Karten  und  Tafeln.  Königsberg.  1850.  8.  2  Tblr. 
7V2  Sgr. 


Vermlsehte  Schriften^ 

Sitzungsberichte    der  Kaiserlichen  Akademie    der 
WUeenscbaften  zu  Wien.  (S.Liter.  Ber.  Nr.  LV.  S.  768.). 

Jahrgang  1850.    £r#te  Abth.    (JäuHer.).    S.  3.   Saa- 
tibi:  Ueber  den  neu  entdeckten  Plaaeten  Hygea«  .-;  &  IL  Met- 
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tin:  Ueber  Photographie.  —  S.  18.  Fritnch:  ResalUte  ans  deo 
Beobachtungen  fiber  jene  Pflanzen ,  deren  Blamenkrooen  eich  tag- 
lieh  periodisch  offnen  und  echliessen.  —  8.  34.  Stampfer:  Ab- 
handlung fiber  die  Farbenzersetzong  der  Atmosphüre.  — >  Koller: 
Vortr^uber  FellOcker's  Sternkarte.  —  S.ßt.  Pierre:  Böige 
Bemerkungen    über  roagnetiache  und  diamagnetische  foscheinno- 

gen.  —    S.  59.    Bou<^:    Deber   die  Geologie  der  Erdoberflache  in 
Lucksicht    auf  die   Vertheilung  der  Temperatur,    der  A^rolithen 
und  der  Oceane.  —   S.  131.  Weisse:    Uebersicbt  der  meteorolo- 

fischen  Beobachtungen  an  der  Krakauer  Sternwarte  während  des 
ahres  1849.  — 

« 

(Au«    den    „$Usung4-Pro tokolien    der   aar  Leitosg   dei 
meteorologischea  Unternehnien«    bestellten  ConmiasioB*^ 
liebe  ich  für  LehrancUlten  und  solche,  die  sich  mit  magnetischen  BeeJb> 
achtiingen  beschüfti^en  wollen,  hervor,  dass  in  Prag  Apparate  saVariatieas- 
beobachtungenfürDeclination  und  horiBontale  Intensität  nach  Angabe  desDir- 
ectors  der  dortigen  Sternwarte,  Herrn  KrelTs,  xo  dem  änsseret  gerinfrei 
Preise  von  100  Fl.  C.  M.  (etwa  69,  9  Tbir.)  Terfertigt  werden,  welche  TeU? 
kommen  scharfe  Resultate  xn  liefern  geeignet  sind.    Femer   werden  vm 
einem  jungen  geschickten  Künstler,  Herrn  Nicolas,  der  sich  io  Loedü 
mehrere  Jahre    mit   der  höheren  Übrmacherkonst  befasst  and  steh  j(^ 
in  Senftenberg,  weil  er  sich  dort  in  der  Nähe  einer  Sternwarte ,  die  Aa 
für  seine  Zwecke  grosse  Vortheile  gewährt,  befindet,    ansässig  geoacfcl 
hat,    nach    Herrn   Director  KrelTs    Urthetle   hinlänglich    gut    gehak 
Chruuonieter  an  dem    äusserst  geringen  Preise  Te»  140  Fl.  G.  M.   f  etva 
97»  9  Thh*.)   angefertigt.     Je  mehr    die   Vefi»reitung  'hiarncheiid    gel 
gehender  Chronometer,  uihtev^fillfn«  die  sich  mit  .genaue  S^itbe^iitMi- 
gen  erfordernden  Beobachtnagea  beschäftigen,    xu.  wnufitihen  irnFt    dests 
mehr  Terdienen  solche  Gclef^enheiten ,    durch  welche  man   in  den  Besitx 
einer   guten  Uhr   gelangen  kann,    bekannt  gemacht   ond    empfoMen  xa 
werden,  namentlich  auch  Lehranstalten,   selbst  schon  de«  phyeikalischen 
Unterrichte  wegen.     Und    der  .Preis    von    97,9  Thlr.    ist  ja  ao  niedrig, 
dass   man  fast   so  viel   schon  für  eine  gote  Taschenuhr  anagebeo  aattss» 
Auf  den  leeren  Tand  eines  goldenen  GehäusM  werden  Mathematiker  and 
Physiker   gewiss   gern    Terticliten,     wenn  sie    nur   in  dem  Beaitse  eiac« 
guten,  den  an  einen  Chronometer  xo  machetiden  AMsprncheii  genüg eadci 
Werks  sich  befinden,    wobei  wir  Toraussetxen ,  das«  die  Ton  Herrn  M- 
ealas   verfertigten  Chronometer  Taadten Chronometer    (keine  Dosen- 
ehronometer)  sind,    was  a.  a.  O.  nicht  hesmiders  bemerkt  ist«    Herr  Di- 
rector Kreil  an  der  Sternwarte  ia  Frag  wird  gewi««  die  Bestellung  und 
Prüfung  vor  der  Absendung  gern  übernehmen,   wenn   man   sich  deshalb 
an  ibu  wendet.    Wir  haben  uns  irerp|lichtet  gehalten,.das  ArchiT  xu  be- 
nutzen i  das  Obige  zur  Kenntniss  seiner  Leser  zu  bringen,  and  denaelhei 
diese   schöne  Crelegenheit,    sich   auf  sehr  wohlfeile  Welse  in  den  Besiti 
guter  Instrumente  zu  setzen,  xu  empfehlen.  G.) 

Jahrgang  1850.  Erste  Abth.  (Fehruar.j.  S.  lU 
Stampfer:  iJelier  das  neue  Planimeter  des  Ingeniears  Caspar 
Wetli  zu  Zürich.  (Wir  müssen  alle  Geodäten  auf  diesen  in  jedei 
Beziehung  höchst  lehrreichen  Aufeate  des  HerrftProf.  Stampfer 
dringend  aufmerksam  machen^  weil  in  demselben  das  von  Hena 
Caspar  Wetli  in  Zürich  neuerlich  erfundene,  sehr  sinnreich 
aasgedachte  Planimeter,  ein  Instrument  zur  leichten  Ermittelung 
des  Flächeninhalts  gegebener  Figuren,  sehr  grundlich  untersucht, 
und  in  Folge  dieser  UntersiH^ung  filr  den  jiraktischen  €M>randi 
dringend  empfohlen   Wird«    Für  alle  iMaMieinatikef  Ist  dieses  Ia- 
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trumeiit'  noch'  b^Booder«  ht  soMnt  hiebst  interessant,   well  ^s- 
elbe   eieeDtlich    ein    allgemeinee    iivecliaiiiecbes   Uillfsmittel    zur 

eichten  Ermittelung  dea  Wertha  des  beatimmtert  Integrata 

■        •        .        ,    .       .  ■ 


lar bietet.  Der  Werkmeister  I|err  C.  Starice  am  polytechnischen 
nstitute  zu  Wien  hat  in  Gesellschaft  mit  Herrn  Wetli  ein  Prl- 
ilegium.aiaf  die  Verfertigung  aoicber  Plauüneter  im  Bereiche  des 
»sterreichischen  Kaiserataatea  erworben ;  der  Preis  ist  aber  in  dem 
Aufsätze  des  Herrn  Professoi;  Staropfer,  den  wir  nach  von  Sei- 
en des  Herrn  Verfassers  erhaltener  Erlaubniss  den  Lesern  des 
Vrchivs  künftig  vollständig  mitzutheilen  hotfeu,  nicht  angegeben, 
ledenfalls  verdient  die  schune  und  sinnreiche  Idee,  aus  .welcher 
liese  neue  Erfindung,  hervorgegangen  ist:  nämlich  das  Integral 


jfix^J    fix)d: 


n  aller'Strenge  mechanisch  darzustellen,  alle  Aufmerk- 
»anikeit,  und  das  Instrument  selbst  die  dringendste  Empfehlung 
md  weiteste  Verbreitung;  denn  Jeder,  wer  sich  irgend  mit  prak* 
iscben  geometrischen  Arbeiten  zu  beschäftigen  Gelegenheit  oder 
i^eranlassung  hatte,  weiss,  wie  zeitraubend  und  miihsellg  die 
Hächenberechnung  ist,  wenn  der  Plan,  auf  welchem  dieselbe  vor* 
genommen  werden  niuss,  nur  einigermassen  gross  und  coroplicirt 
st.)  ^  ■ 

Als  besonderes  Werk  ist'  den  Sitzungsberichten  der  Kaiser* 
ichißu  Akademie  die  folgende  ziemlich  umfangreiche  Schrift  (209 
»eiten  mit  einer  grossen  Anzahl  von  hauptsächlich  Abbildungen 
on  Instrumenten' enthaltenden  Figurentafeln)  beigegeben  : 

Entwurf  elAes  meteorologischen  Beobachtunffs- 
Systems  fur^dle  österreichische  Monarchie.  Mit  15  Ta- 
eln.  Nebst  einem  Anhange,  enthaltend  die  Beschrei« 
)ung  der  an  der  k.  k.  Sternwarte  zu  Prag  aufgestell- 
:en  Autoeraphen-lnstruniente:  Windfahne,  Winddrnck- 
nesser,  Kegen^  und  Schneemesser.  Mit  d^  Tafeln.  Von 
Jarl  Krell,  Director  der  k.  k.  Universitäts-Sternwarte 
:uPrag.    Wien.    1850.    8. 

In  Verbindune  mit  dem  in  dem  3ten  Hefte  der  Sitzungs- 
>erichte  (S.  58. --S.  95.)  abgedruckten  Aufsatze  desselben  Herrn 
Vts.  linden  die  Leser  des  Archivs  in  dieser  Schrift  eine  bliebst 
ehrreiche  Anleitung  zu  allen  Arten  meteorologischer  und  magne- 
ischer  Beobachtungen ,  ao  wie  auch  •  zu  den  damit  zu  verbinden- 
len  astronomischen  Beobachtungen  in  Betreff  der  Bestimmung 
]er  Zeit>  der  Breite  und  des  Azimuths,  sodass  wir  allen  denen, 
velche  sich  mit  derartigen  Beobachtungen  zu  beschSitigen  die  Ab- 
sicht haben,  jetzt  in  der  That  keinen  besseren  Wegweiser  empfeh- 
en  knnnen  afs  die  vorüegende  Schrift,  welcher  die  weiteste  Ver- 
iireitung   in  jeder  Beziehung  sehr  zu   wünschen  ist.    Die  Leser 
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fioAen  in  deratHbMi  «Kt  lhMb>chhuigon ,  «ridieai«  n  Am 
ihrer  TblUigkeit  s«  atiebeo  hibeo»  PAiphaft  gomacbt»  «iie  «rfa 
liehen  IiMiruiiieDle  (uoter  deaen  ?iehi  oeiie  sipdemIi  ansged 
sich  befinden,  was  Damentiich  auch  von  den  Antographen'Inc 
menten  gilt)   aämmtltch   sehr  genau  besclirieben  und  abgebil 
die  besten  Beobachtani^smetho^en ,    die  am  meisten  m  empi 
lenden  Berechnungsmet&oden  deatlich  aoaeinandergeaetzt  and, 
es  nuthig  ist,   Toliständig  analytisch    entwickelt,    so  wie  endl 
auch   eine  Samnilmig  s^r  zweckmissiger,   die  Rechnung  ab! 
zender  Tafein.    Man  hat  sich  dafier  nicht  etwa  der  falechen  I 
nnog,    die  vietteicht  dtirch  den  Titel  veranlasst  werden  kikii 
hinzugehen ,  afs  wenn  diese  8cfii1ft  bloss  Ar  den  Ssterreichisc' 
K^iserstaat  wichtig  und  interessant  wäre;  keineswegs  ist  dies 
Fall,  sie  ist  vielmehr,  wie  schon  bemerkt  worden  ist,  eine 
allgemeine   sehr    vollstfindige   und  deutliche  Anweisung  zur 
Stellung  aller  Arten  meteorologischer  und  magneHscher  Beol 
tungen,    so  wie  auch  zu  den  damit  Bothwendig  zu  verbinde 
astronomischen  Beobachtungen,   der   eben  deshalb   die   wei 
Verbreitung  unter  Alle«,  die  mv  Erbig  sich  mit  dergleichen' 
achtungen  lieschäftigen  wollen ,  sehr  zu  winschen  ist. 

Tbe  Cambridge  and  Dublin  matheraatlcal  Journl 
Bdited  by  W.  Thomson,  »t  A.,  F.  R.'S.  E.  Vergl.  Lltit. 
Bericht.  Nr.  UV.    S.  760. 

Na.  XXUI.  On  the  meaniog  of  tbe  Equaüon  17%=  F»«!» 
U  9mA  V  are  Products  of  n  Linear  Functions  ml  tw0  Yrnkü- 
By  Rev.  Thomas  P.  Kirkman.  —  On  certain  pBopertiei«^  | 
JSurfaccsa  of  the  Secood  Order.  By  John  Y.  RutNdge.  -^  P^ 
blem  respectine  Polygons  in  a  Plane.  By  Robert  Hooai '^ 
Notes  on  the  Preceding  Paper.  By  William  Thomson.  ^Ex- 
tension of  the  Word  Area.  Öy  Prpfesisor  De  Morgan.  —  On  ft« 
Potential  of  a  dosed  Gatvanic  Circuit  of  auy  Form.  By  Willian 
Thomson.  —  Note  on  a  Family  of  Curves  of  tbe^  Fourth  Order. 
By  Arthur  Cailey. -^  On  the  Developable  derived  fromai 
Eemtioa  of  the  Fifth  Order.  By  Artkar  Cailey.-r  Qu  ^  Cod' 
dttioBS  tbat  aa  Equation  shouid  have  Equal  Ropiis.  Nota  bf  Ib 
SalmoA.  —  On  the  General  Eq«atitns  of  G^o4eisic  Unes  m 
Lines  of  Carvature  oa  Surfaces.  By  Benjamin  4>icksoD.  -- 
Notes  on  Molecular  Mecbanics;  I.  Oa  tbe  Geo(iraJi  &]iiati(iiu  ä 
jMotioUp  By  Rev.  Samael  Hang b ton.  -*-  Thepcem  on  the  Qi» 
drature  af  ISurfiices.  By  R(Bf.  4obn  B.  Je^ett.  ~  On^Th^ 
rem  in  Confocal  Surfaces  of  the  jSecand  Ord#r,  Qy  Ri<:har^ 
Townsend  —  Mathematical  Notes:  I.  On  a  Theorem  in  Mf' 
Hearn's  Paper  (vol.  IV.  p.  '266.).  II.  Th^or^mes  sur  rint^grati« 
de  f  equatlon 


ftar  C.  J.  Malmst en.    HI.  Analytical  4Thorem  conceiWiig  P^^J* 
gpns.    By.  W.  Wal  ton. 

(The  next  Nuaiber  will  ha  published  in  the  tat  of  NoMibtr^ 
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